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Vorbemerkung. 

Die  Fülle  des  zu  bearbeitenden  Materials  hat  eine  Theilung  des 
zweiten  Bandes  nothwendig  gemacht.  Der  vorliegende  erste  Theil 
behandelt  die  Gruppentheorie,  die  Umkehrprobleme  im  Allgemeinen, 
und  diejenigen  speciellen  Theorieen,  die  sich  an  die  Integration  einer 
linearen  Differentialgleichung  durch  bestimmte  Integrale  mit  Hülfe  der 
Euler'schen  Transformirten  angliedern  lassen.  Der  zweite  Theil  wird 
die  Theorie  der  eindeutig  umkehrbaren  Dreiecksfunctionen  (insbesondere 
der  elliptischen  Modulfunction),  der  allgemeinen  Fuch suchen  Functionen 
und  die  linearen  Differentialgleichungen  mit  doppeltperiodischen  Coeffi- 
cienten  zum  Gegenstande  haben. 

Für  die  Anordnung  und  Darstellung  des  Stoffes  sind,  ebenso  wie 
für  die  Form  der  Litteraturangaben,  die  im  Vorworte  zum  ersten  Bande 
dargelegten  Gesichtspunkte  massgebend  geblieben. 

Einige  Nachtrage  und  Berichtigungen  zum  ersten  Bande  sind  am 
Schliisse  des  vorliegenden  Theiles  zusammengestellt. 

Ausser   den    im  Vorworte    zum    ersten    Bande   genannten    Herren 

waren    diesmal  noch  die   Herren  Oberlehrer  Dr.  G.  Wallen berg  und 

Tand.  H.  Lemke  so  freundlich,  mich  bei  der  Revision  der  Druckbogen 

zu  unterstützen;  es  ist  mir  eine  angenehme  Pflicht,  ihnen  auch  an  dieser 

Stelle   den  wärmsten  Dank  für  ihre  Bemühungen  auszusprechen. 

Berlin,  im  October  1896. 

Ludwig  Schlesinger. 
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Berichtigungen. 

S.      9,    Zeile  22  v.  o.    ist    zwischen    „seine"    und    „Greuzstellen"    einzuschalten 

„sammtlichen". 
S.  266     fehlt  vor  der  ersten  Gleichung  die  Bezeichnung  (1). 
S.  292,    Zeile  15  v.  o.    statt    „des    folgenden    Abschnittes"    lies    „der   folgenden 

Kapitel". 
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131.     Der  allgemeine  Gruppenbegriff. 

Die  analytische  Natur  der  durch  eine  homogene  lineare  Differential- 
gleichung n-ter  Ordnung 

(A)        pa(*y">  +  p..»/-0  +  •  •  •  +  p„(%  -  o 

definirten  Functionen  wird,  im  Sinne  der  von  Riemann  in  die  Analysis 
eingeführten  Principien,  bestimmt  durch  die  Art  ihres  Verhaltens  in  der 
Umgebung  der  singulären  Stellen.  Wenn  die  Coefficienten  von  (A) 
z.  B.  ganze  rationale  Functionen  sind  und  wenn  wir,  wie  im  achten 
Abschnitte,  mit  av  av  •  •  •  a  die  im  Endlichen  gelegenen  wesentlichen, 
m^  ao+v  no+t>  ' ' '  aa  ^e  auJ*serwesentlichen  singulären  Stellen  der 
Differentialgleichung  bezeichnen,  so  beherrschen  wir  vollständig  die 
analytische  Beschaffenheit  des  allgemeinen  Integrals  von  (A),  wenn  wir 
im  Stande  sind,  für  ein  durch  seine  Anfangswerthe  gegebenes  Funda- 
mentalsystem yv  y2,  •  •  •  yn  die  Fundamentalsubstitutionen  Av  Ai}  •  •  •  A 
anzugeben,  die  das  Fundamentalsystem  \y  ]  bei  einfachen  positiven  Um- 
läufen der  unabhängigen  Variabein  x  um  die  wesentlichen  singulären 
Stellen  at9  a9,  •  •  •  a    erfährt. 

In  der  That  gewährt  uns  die  Kenntniss  dieser  Fundamentalsub- 
stitutionen eine  vollständige  Einsicht  in  den  gesammten  Werthevorrath, 
dessen  die  Elemente  des  Fundamentalsystems  [yx]  in  einem  beliebigen 
Punkte  der  #-Ebene  fähig  sind. 

Denken  wir  uns  nämlich  die  x -Ebene  durch  Aussonderung  der 
Punkte  a  y  a„,  •  •  •  a  in  einen  (p+  l)-fach  zusammenhängenden  Bereich 
T  und  diesen  durch  q  von  den  Punkten  av  av  •  •  •  a  nach  dem 
Unendlichen    hin    gelegte    Querschnitte    /  ,  /0,  •    •  /     wieder    in    einen 
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einfach  zusammenhängenden  Bereich  T  verwandelt,  so  sind  die  Integrale 
tfifV^y  "'  Vn  mnerhalb  T  eindeutig  determinirt,  und  der  gesammte  Werthe- 
vorrath  dieser  Integrale  wird  erhalten,  indem  wir  auf  die  innerhalb  T 
eindeutig  bestimmten  Werthe  derselben   alle   möglichen    in   der  Form 

(1)  S—A^A*,    -  Al" 

darstellbaren  Substitutionen  anwenden,  wo  die 

•  •  • 

i     i     •  •  •  i 
alle  Combinationen  mit  beliebiger  Wiederholung  der  Zahlen  1,  2,  •  •  •  p,  die 

alle  positiven  und  negativen  ganzen  Zahlen  durchlaufen  (vprgl.  Nr.  102, 
Bd.  I,  S.  369).     Die  Gesammtheit  der  Werthesysteme 

(2)  s&g 

geniesst  nun  eine  ausgezeichnete  Eigenschaft. 

Greifen  wir  nämlich  irgend  ein  bestimmtes  derselben,  etwa 

(3)  Ab J 

heraus,  so  ist  dies  auch  wieder  ein  innerhalb  T  eindeutig  definirtes 
Fundamentalsystem.  Die  zu  demselben  gehörigen  Fundamentalsub- 
stitutionen lauten  (vergl.  Nr.  121,  Bd.  I,  S.  439) 

AA^AT1        (*=i,2,  •••?) 

und  der  gesammte  Werthevorrath  von  -4[yJ  geht  aus  dem  innerhalb 
T  eindeutig  definirten  Werthesystem  durch  Anwendung  der  Substitu- 
tionen 

(4)  ASA-1 

hervor,  die  aber  in  ihrer  Gesammtheit  offenbar  mit  der  Gesammtheit 
der  Substitutionen  8  identisch  sind.  Andererseits  ist  der  Werthevor- 
rath  von  A\y  ]  auch  mit  dem  Werthevorrath  von  \y  1  identisch,  wir 
können  also  sagen: 

Wir  erhalten  allemal  dieselbe  Gesammtheit  von  Werthe- 
systemen  (2),  wenn  wir  auf  ein  beliebiges  derselben  die 
sämmtlichen  Substitutionen  (1)  anwenden. 

Als  Eigenschaft  der  Substitutionen  (1)  lässt  sich  dies  so  aus- 
drücken, dass  die  Composition  beliebig  vieler  dieser  Sub- 
stitutionen stets  immer  wieder  eine  schon  in  der  Gesammt- 
heit (1)  enthaltene  Substitution  ergiebt. 

Die  angegebene  Eigenschaft  des  Werthevorraths  (2)  wird  seit 
Galois    dadurch    ausgedrückt,    dass    man    sagt,    dieser  Werthevorrath 
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bilde  eine  Gruppe;  die  correspondirende  Eigenschaft  der  Substitu- 
tionen (1),  die  den  Uebergang  zwischen  den  einzelnen  „Elementen" 
der  Gruppe  (2)  vermitteln,  bezeichnet  man  nach  Cauchy,  indem  man 
die  Gesammtheit  (1)  ein  System  conjugirter  Substitutionen  nennt. 
In  der  neueren  Zeit  wird  diese  letztere  Bezeichnung  seltener  angewandt, 
man  spricht  gewöhnlich  auch  von  einer  Gruppe  von  Substitutionen. 
Dabei  ist  noch  hervorzuheben,  dass  der  Gruppenbegriff  bei  Galois 
und  Cauchy  nur  für  solche  Zusammenfassungen  von  Werthesy steinen 
beziehungsweise  Operationen  vorkommt,  die  wie  die  Permutationen 
einer  endlichen  Anzahl  unbestimmter  Grössen  nur  aus  einer  endlichen 
Anzahl  von  Elementen  bestehen.  Um  die  weitere  Entwickelung  der 
Gruppentheorie,  besonders  auch  um  die  Darlegung  ihrer  Beziehungen 
zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen,  hat  sich  Herr  C.  Jordan 
bedeutende  Verdienste  erworben.  Allgemein  lässt  sich  der  Gruppen- 
begriff wie  folgt  fassen. 

Man  sagt  von  dem  Inbegriffe  gewisser  Operationen  cd,  cd',  cd", 
sie  seien  einer  Composition   fähig,  wenn  sich  aus  irgend  zweien 
derselben,  etwa  cd,  cd',  in  eindeutiger  Weise  wieder  eine  Operation  bilden 
lässt,  die  dann  als  die  componirte  Operation  coco'  bezeichnet  wird. 
Für  diese  Composition  möge  das  associative  Gesetz 

cd(cd' cd")  =  (cdcd')cd" 

gültig  sein,  während  die  Gültigkeit  des  commutativen  nicht  erforder- 
lich ist. 

Wenn  dann  jede  durch  Composition  zweier  Operationen 
der  Gesammtheit  cd,  cd',  cd",  •  •  •  entstehende  Operation  selbst 
in  dieser  Gesammtheit  enthalten  ist,  so  bilden  die  cd,  cd',  cd",  •  •  • 
eine  Gruppe. 

Denkt  man  sich  die  Operationen  einer  solchen  Gruppe  Sl  auf  ein 
Object  o  angewandt,  so  erhält  man  eine  Reihe  anderer  Objecto 

(5)  (oo ,     cd'o,     cd"o, , 

und  es  entstehen  allemal  Objecte,  die  dieser  Reihe  angehören,  wenn 
wir  auf  irgend  ein  Object  derselben  die  Operationen  der  Gruppe  an- 
wenden. Wir  werden  uns  nur  mit  solchen  Gruppen  zu  beschäftigen 
haben,  die  so  beschaffen  sind,  dass  zu  jeder  Operation  cd  derselben 
eine  Substitution  Q>  der  Gruppe  gefunden  werden  kann,  die  nach  cd 
auf  das  Object  o  angewandt,  dasselbe  reproducirt,  für  welche  also 

GTcdo  =  o, 
oder   wie  wir  kurz  schreiben  wollen 

t5  G)  =  1 

1* 
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ist.  Diese  Operation  IS  =  caT1  heisst  dann  die  zu  cd  inverse,  und  STra 
die  identische  Operation.  Wenn  die  Gruppe  nur  aus  einer  endlichen 
Anzahl  von  Operationen  besteht,  so  enthält  sie  nothwendig  zu  jeder 
Operation  die  inverse  und  folglich  auch  die  identische  Operation.  Für 
eine  aus  unendlich  vielen  Operationen  bestehende  Gruppe  ist  das  Auf- 
treten der  inversen  Operationen  keine  nothwendige  Folge  des  Gruppen- 
begriffs, sondern  es  muss  ausdrücklich  gefordert  werden.  Wir  setzen 
im  Folgenden  stets  voraus,  dass  diese  Forderung  erfüllt  sei. 

Dann  enthält  die  Reihe  (5)  auch  das  Object  o  selbst,  und  sie 
reproducirt  sich  vollständig,  wenn  wir  auf  irgend  ein  Object  von  (5) 
die  sämmtlichen  Operationen  der  Gruppe  ß  anwenden. 

Denken  wir  uns  nun  an  Stelle  von  o  ein  anderes  Object  o'  ein- 
geführt, welches  aus  o  durch  eine  gewisse  Operation  m  hervorgehen  mag, 

von  der  übrigens  dahingestellt  bleibt,  ob  sie  der  Gruppe  ß  angehört 

oder  nicht.     Wenden  wir  auf  o  die   sämmtlichen  Operationen  ©   der 

Gruppe  ß  an,  so  ist 

—  —    — i  / 

COCOO  =  (0(0  (O        o  , 

d.  h.    der   Anwendung   von   cd   auf  o   entspricht   die  Anwendung   der 

Operation 

—    — i 

(0(0(0 

auf  das  Object  o'.  Wir  sagen  von  dieser  Operation,  dass  sie 
aus  o  durch  Transformation  mit  cü  hervorgegangen  sei  (vergl. 
Nr.  31,  Bd.  I,  S.  101).  Die  Gesammtheit  der  aus  allen  Operationen 
von  ß  durch  Transformation  mit  h  hervorgehenden  Operationen  bildet 
dann  offenbar  wiederum  eine  Gruppe  ß',  sie  bezieht  sich  ebenso  auf 
das  Object  o',  wie  sich  ß  auf  das  Object  o  bezieht;  wir  nennen  diese 
beiden  Gruppen  ß,  ß'  einander  ähnlich  und  sagen  ß'  gehe  aus  ß 
durch  Transformation  mit  der  Operation  cö  hervor. 

Mit  Hülfe  dieser  Bezeichnungen  können  wir  die  Eigenschaft  einer 
Gruppe  mit  einander  paarweise  inversen  Operationen  durch  den  Satz 
ausdrücken:  Eine  so  beschaffene  Gruppe  reproducirt  sich,  wenn 
man  dieselbe  mit  irgend  einer  in  ihr  enthaltenen  Operation 
transformirt. 

132.    Gruppen  mit  endlicher  Basis.    Gruppe  der  Differentialgleichung. 

In  den  eingangs  angestellten,  auf  die  Differentialgleichung  (A) 
bezüglichen  Betrachtungen  ist  das  Object  o  nichts  anderes  wie  das 
Fundamentals jstem  [yj,  die  Operationen  a  sind  die  Substitutionen,  die 
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dieses  Fundamentalsystem  bei  allen  möglichen  Umläufen  von  x  erfährt, 
die  von  denselben  gebildete  Gruppe  £  soll  (vergl.  Nr.  130)  als  die 
Gruppe  der  Differentialgleichung  (A)  bezeichnet  werden. 

Diese  Gruppe  erfüllt  offenbar  die  Forderung,  dass  ihre  Operationen 
paarweise  zu  einander  invers  sind,  denn  mit  jeder  einem  gewissen  Um- 
laufe von  x  entsprechenden  Substitution  S  ist  auch  die  dem  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  beschriebenen  Umlaufe  entsprechende  Substitution 
S~  in  der  Gruppe  enthalten.  Die  oben  zur  Erläuterung  des  Gruppen- 
charakters  herangezogene  Eigenschaft,  dass  die  Gesammtheit  der  Sub- 
stitutionen (4)  mit  der  Gesammtheit  der  Substitutionen  S  selbst  identisch 
sei,  erscheint  also  jetzt  als  Folge  des  Auftretens  der  zu  jeder  Sub- 
stitution inversen  in  der  Gruppe  ß. 

Wählen  wir  an  Stelle  von  [yj  ein  anderes  Fundamentalsystem 
[jrj,  welches  mit  [yx]  durch  die  Substitution 

W  =  *M 
verknüpft  ist,  so  erfährt  |/J  bei  den  Umläufen  von  x  die  Substitutionen 
der  aus  &  durch  Transformation  mit  B  entstehenden  Gruppe,  die  wir 
durch  das  Symbol 

B&B~l 

darstellen  wollen,  und  die  also  ebensowohl  wie  ß  selbst  als  die  Gruppe 
der  Differentialgleichung  (A)  angesehen  werden  kann. 

Man  kann  auch  die  Gesammtheit  der  Umläufe,  die  die  Variable  x 
in  der  Fläche  T  vollzieht,  als  eine  Gruppe  ansehen,  wenn  man  einen 
solchen  Umlauf  als  Operation  a^uffasst,  die  auf  einen  Punkt  x  der  Ebene, 
der  dann  als  Object  fungirt,  ausgeübt  wird.  Man  kann  dann  sagen, 
die  zu  dem  Fundamentalsystem  \y  ]  gehörige  Gruppe  ß  sei  aus  dieser 
Gruppe  der  Umläufe  transformirt  mittelst  einer  Operation,  die  darin 
besteht,  dass  wir  das  Werthesystem  der  [yj  berechnen,  welches  zu  dem 
Punkte  x  der  Ebene  gehört.  Diese  Operation  ist  also  nichts  anderes 
wie  die  Integration  der  Differentialgleichung  (A). 

Die  Gruppe  der  Umläufe  sowohl,  wie  die  aus  den  Substitutionen 
(1)  gebildete  Gruppe  &  besitzt  aber  noch  eine  ausgezeichnete  Eigenschaft. 

Wir  erhalten  nämlich  alle  Substitutionen  dieser  Gruppe,  wenn  wir 
die  q  Fundamentalsubstitutionen  der  Differentialgleichung  und  ihre  in- 
versen auf  alle  möglichen  Arten  mit  einander  componiren,  ebenso  ent- 
steht die  Gruppe  der  Umläufe  von  x  innerhalb  T  durch  wiederholte 
Ausführung  der  einfachen  positiven  und  negativen  Umkreisungen  um 
die  Punkte  av  a%7  •  •  •  a  . 

Allgemein  können  wir  uns  vorstellen,  dass  man  von  einer  gewissen 
endlichen  Anzahl  von  Operationen 
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(6)  mlf     <d2,  -•-  mp 

ausgeht  und  diese  auf  alle  möglichen  Arten  mit  einander  componirt; 
die  Gesammtheit  der  auf  diese  Weise  entstehenden  Operationen  bildet 
dann  offenbar  eine  Gruppe.  Wenn  in  dem  Systeme  (6)  zu  jeder  der 
darin  vorkommenden  Operationen  auch  ihre  inverse  enthalten  ist,  so 
genügt  die  aus  (6)  entspringende  Gruppe  der  Forderung,  dass  ihr  auch 
die  inversen  Operationen  sammtlicher  in  der  Gruppe  vorkommenden 
Operationen  angehören.  Es  kann  aber  die  Gruppe  diese  Forderung 
erfüllen,  auch  ohne  dass  das  System  (6)  die  inversen  Operationen  aller 
darin  vorkommenden  ax  (*  =  i,*,  ••  j>)    in  sich  schliefst;  dieser  Fall  tritt 

nämlich  ein,  wenn  z.  B.  die  zu  einem  &x  inverse  Operation  coT  durch 
Compositum  der  Operationen  (6)  erzeugt  werden  kann. 

Wenn  eine  Gruppe  durch  Gomposition  aus  dem  Systeme  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Operationen  entspringt,  so  nennen  wir  dieses  System 
eine  Basis  oder  ein  System  erzeugender  Operationen  der  Gruppe, 
und  sagen  von  der  Gruppe  selbst,  sie  besitze  eine  endliche  Basis. 
Die  Basis  einer  solchen  Gruppe  ist  nicht  eindeutig  bestimmt,  sondern 
es  kann  verschiedene  Systeme,  die  ihrerseits  eine  verschiedene  Anzahl 
von  Operationen  enthalten  können,  geben,  welche  als  Basis  aufgefasst 
dieselbe  Gruppe  erzeugen.  Hat  man  eine  Basis  vorgelegt,  so  kann 
dieselbe  überflüssige  Elemente  enthalten,  indem  nämlich  einzelne  in 
der  Basis  auftretende  Operationen  schon  durch  Composition  der  übrigen 
erzeugt  werden  können.  Enthält  die  Basis  kein  in  diesem  Sinne  über- 
flüssiges Element,  so  wollen  wir  sie  eine  reducirte  Basis  nennen. 

Für  die  Gruppe  der  Differentialgleichung  (A)  erhalten  wir  also 
stets  eine  Basis,  wenn  wir  ein  System  von  Fundamentalsubstitutionen 
nebst  ihren  inversen  betrachten.  Ist  der  Punkt  x  =  oo  eine  wesent- 
liche singulare  Stelle  von  (A)  und  bezeichnet  A0  die  Substitution, 
welche  das  Fundamentalsystem  [yj  bei  einem  einfachen  positiven  Um- 
laufe von  x  um  den  unendlich  fernen  Punkt  erfährt,  so  bilden  auch 
die  q  +  1  Substitutionen 

CO  4»,  A,  •  •  ■  \ 

eine  Basis  der  Gruppe  der  Differentialgleichung,  denn  da  (vergl.  Nr.  122) 

A0  =  {A,At  ■  ■  ■  4?)-J  -  Ä-lA;lt  •  •  •  4"' 


ist,  so  hat  man 


4,  '  =  ^j_i AAi,  •  •  •  A     t 

x  x-f-1  £      0      1  x  —  1 


Ist  x  =  (x>  keine  wesentliche  singulare  Stelle,  also  A0=  1,  so  bilden 
die  q  Fundamentalsubstitufionen  selbst  schon  eine  Basis.    Wir  bemerken 
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aber  gleich  hier,  dass  die  Basis  (7),  auch  wenn  AQ  nicht  die  identische 
Substitution  bedeutet,  nicht  nothwendig  eine  reducirte  sein  muss. 

Wir  hatten  den  allgemeinen  Gruppenbegriff  formulirt,  nachdem 
wir  an  der  Gesammtheit  der  Substitutionen,  die  ein  Fundamentalsystem 
bei  allen  möglichen  Umläufen  der  unabhängigen  Variabein  erfährt,  den 
Gruppencharakter  beobachtet  hatten.  Die  Gesammtheit  dieser  Sub- 
stitutionen, die  Gruppe  der  Differentialgleichung,  kann  nun  auch  auf- 
gefasst  werden  als  der  Inbegriff  aller  linearen  Substitutionen,  die  ein 
Fundamentalsystem  mit  seinen  sämmtlichen  Zweigen  verknüpfen.  Wenn 
wir  jetzt  allgemein  den  Inbegriff  aller  Substitutionen  betrachten,  die 
ein  beliebiges  Fundamentalsystem  nicht  nur  in  seine  Zweige,  sondern 
überhaupt  in  alle  anderen  möglichen  Fundamentalsysteme  überführen, 
so  gelangen  wir  zu  einer  neuen  Gruppe,  die  in  ihrem  Charakter  von 
der  Gruppe  &  der  Differentialgleichung  wesentlich  verschieden  ist. 

Der  Uebergang  von  [yj  zu  einem  beliebigen  anderen  Fundamental- 
Systeme  wird  vermittelt  durch  die  allgemeinste  lineare  Substitution 


x=  1 


0  — l,!,...«), 


deren  Coefficienten  willkürliche  nur  der  Ungleichheitsbedingung 
(9)  |a.x|=}=0         (t,x  =  i,8,...io 

unterworfene  Constanten  sind.  Die  Gesammtheit  aller  dieser  linearen 
Substitutionen  bildet  offenbar  auch  eine  Gruppe,  da  die  Composition 
zweier  derselben  wieder  eine  lineare  Substitution  mit  nicht  verschwin- 
dender Determinante  liefert.  Diese  Gruppe  enthält  auch  die  identische 
Substitution,  und  ihre  Operationen  sind  paarweise  invers,  überdies  ent- 
halt sie  natürlich  auch  sämmtliche  Operationen  von  Ä,  oder  wie  wir 
sagen  wollen,  sie  enthält  die  Gruppe  &  selbst.  Es  besteht  aber  zwischen 
der  Natur  der  Gruppe  Ä  und  der  der  Gruppe,  die  durch  die  Gesammt- 
heit der  Substitutionen  (8)  gegeben  wird,  ein  tiefgreifender  Unterschied; 
um  denselben  darzulegen,  müssen  wir  an  einige  einfache  Begriffe  der 
Functionenlehre  erinnern. 

133.   Allgemeines  über  Punktmengen.     Abzählbare  und 

oontinuirliohe  Gruppen. 

Betrachtet  man  eine  endliche  Anzahl  von  complexen  Veränder- 
lichen xv  xt,  •  •  •  xny  so  soll  ein  System  von  Werthen  dieser  Veränder- 
lichen als  ein  Punkt  oder  eine  Stelle  bezeichnet  werden.  Die  Ge- 
sammtheit aller  Stellen,  die  einer  gewissen  Definition  gemäss  bestimmt 


x1  —  a1 
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werden,  fassen  wir  in  den  Begriff  einer  Punktmenge  P  zusammen. 
Unter  der  Umgebung  einer  Stelle  (av  atJ  •  •  •  aj  verstehen  wir  die 
Gesammtheit  aller  Stellen  {xv  xv  •  •  •  #n),  für  welche 

<d,     \x%  —  a,|<*;     ..     xn  —  aH  <d, 

wo  d  eine  bestimmte  positive  reale  Grosse  bedeutet;  oder  wenn 
x%  =  ffx'+  ix^}    ax  =  ax'-j-  iax'         (*  =  i,V  ••») 

gesetzt,  und  unter  den  #x',  #x",  ax,  ax"  reale  Grössen  verstanden  werden, 
so  kann  als  die  Umgebung  der  Stelle  (av  a2,  •  •  •  an)  auch  die  Ge- 
sammtheit  derjenigen  Stellen  {xv  xv  •  •  •  #n)  definirt  werden,  für  welche 


n 


wo  q  eine  positive  reale  Grösse  bedeutet. 
Man  sagt  von  einer  Stelle 

sie  liege  innerhalb  einer  gewissen  Punktmenge  P,  wenn  nicht  nur  x 
selbst,  sondern  auch  jede  Stelle  in  einer  gewissen  Umgebung  von  x 
der  Punktmenge  angehört;  ebenso  sagt  man,  die  Stelle  x  liege  ausser- 
halb der  Punktmenge  P,  wenn  weder  x  noch  die  Stellen  einer  gewissen 
Umgebung  von  x  zur  Punktmenge  P  gehören. 

Eine  Stelle  x  heisst  eine  Grenzstelle  von  P,  wenn  sich  in  jeder 
noch  so  kleinen  Umgebung  von  x  Stellen  befinden,  die  der  Punkt- 
menge P  angehören.  Von  einer  Grenzstelle  bleibt  es  dahingestellt,  ob 
sie  selbst  zur  Punktmenge  gehört  oder  nicht. 

Es  kann  Punktmengen  geben,  die  keine  einzige  innerhalb  der- 
selben gelegene  Stelle  besitzen,  solche  Punktmengen  heissen  discrete 
(Punktmengen).  Dagegen  besitzt  jede  aus  unendlich  vielen  Punkten 
bestehende  Punktmenge  nothwendig  Grenzstellen.  Die  Gesammtheit 
der  Grenzstellen  einer  Punktmenge  P  bildet  ihrerseits  wieder  eine 
Punktmenge,  die  man  nach  Herrn  G.  Cantor  die  erste  Ableitung 
der  Punktmenge  P  nennt  und  durch  P'  bezeichnet.  Wenn  jeder  Punkt 
der  ersten  Ableitung  P'  selbst  zu  P  gehört,  so  heisst  P  eine  abge- 
schlossene, im  entgegengesetzten  Falle  eine  unabgeschlossene 
Punktmenge. 

Ist  P  eine  abgeschlossene  Punktmenge,  so  liegt  jeder  nicht  zu  P 
gehörige  Punkt  A  ausserhalb  P.  Es  giebt  also  eine  gewisse  Umgebung 
von  A,  die  so  beschaffen  ist,  dass  auch  kein  Punkt  dieser  Umgebung 
zu  P  gehört.  Nimmt  man  diese  Umgebung  möglichst  gross,  so  be- 
zeichnet man  sie  als  die  absolute  Umgebung  von  A  in  Bezug  auf  P. 
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Sei  i,  ein  Punkt  der  absoluten  Umgebung  von  Af  so  liegt  auch  Ax 
ausserhalb  P  und  besitzt  folglich  ebenfalls  eine  bestimmte  absolute 
Umgebung;  sei  A^  ein  Punkt  dieser  absoluten  Umgebung  von  Av  so 
liegt  auch  A%  ausserhalb  P  u.  s.  w.  Von  der  Gesammtheit  der  Punkte, 
zu  denen  man  auf  diese  Weise  von  A  ausgehend  gelangen  kann,  sagt 
man,  sie  hängen  mit  A  zusammen.  Diese  Gesammtheit  bildet  ein 
Gontinuum.     Man  kann  das  Continuum  auch  wie  folgt  definiren. 

Jede  aus  lauter  inneren  Punkten  bestehende  Punktmenge,  die  so 
beschaffen  ist,  dass  sich  zwischen  irgend  zwei  Punkten  derselben  eine 
endliche  Anzahl  von  Punkten  so  einschalten  lässt,  dass  jeder  dieser 
Punkte  in  der  Umgebung  des  vorhergehenden  liegt,  d.  h.  mit  anderen 
Worten,  jede  aus  lauter  inneren  Punkten  bestehende  Punktmenge,  deren 
sammtliche  Stellen  unter  einander  zusammenhängen,  bildet  ein  Con- 
tinuum. 

Eine  aus  lauter  inneren  Punkten  bestehende  Punktmenge,  oder, 
was  anf  dasselbe  hinauskommt,  die  Gesammtheit  aller  Stellen,  die  nicht 
zu  einer  gewissen  abgeschlossenen  Punktmenge  P  gehören,  zerfällt  in 
eine  endliche  oder  unendliche  Anzahl  von  Continuis,  von  denen  man 
sagt,  sie  seien  durch  die  Punktmenge  P  begrenzt.  Ueberhaupt  heisst 
ein  jedes  Gontinuum,  welches  nicht  aus  der  Gesammtheit  aller  Punkte 
(zvxv  ' ' '  XJ  besteht,  ©in  begrenztes,  und  zwar  ein  abgeschlossenes 
oder  unabgeschlossenes,  je  nachdem  seine  Grenzstellen  dem  Con- 
tinuum hinzugezählt  werden  oder  nicht*).  Bei  Festhaltung  der  vorhin 
gegebenen  Definition  des  Continuums  ist  also  stets  ein  unabgeschlos- 
senes Continuum  gemeint. 

Die  Gesammtzahl  der  Stellen  einer  complexen  Variabein  x7  an 
denen  sich  ein  System  von  n  monogenen  Functionen  y^x),  Vt(x\  ' ' '  !fn(x) 
dieser  Variabein  bestimmt  verhält  (Nr.  7,  Bd.  I,  S.  16)  bildet  ein  im 
Allgemeinen  unabgeschlossenes  Continuum,  welches  von  den  Unbestimmt- 
heitsstellen jener  Functionen  begrenzt  wird;  die  Gesammtheit  der  Stellen, 
wo  sich  jene  Functionen  regulär  verhalten,  bildet  stets  ein  unabge- 
schlossenes Continuum,  dessen  Begrenzung  von  der  Punktmenge  der 
singulären  Stellen  gebildet  wird. 

Wenn  man  die  Elemente  einer  irgendwie  definirten  Menge  P  so 
anordnen   kann,    dass  jedes  Element    dieser  Menge    einer    der    Zahlen 

lj  2,  3, eindeutig  zugeordnet  erscheint,  so  sagt  man,  die  Menge  P 

sei  abzählbar.  Ein  Continuum  kann  niemals  eine  abzählbare  Punkt- 
menge  bilden,  sondern  jede  abzählbare  Punktmenge  ist  discret. 


*'  Wir  machen  ausdrücklich  auf  den  Unterschied  zwischen  „Grenzstellen'4 
Md  .^unkten  der  Begrenzung"  aufmerksam. 
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Hat  man  ein  System  von  n  monogenen  Functionen 

*i(*)>  y%(x)>  •  •  •  y.(«) 

einer    complexen   Variabein   x    und   betrachtet   die    Gesammtheit    der 
Werthesysteme  oder  Punkte    (y17  yv  •  •  •  yn),   die   zu  einem    regulären 
Werthe  x  der  unabhängigen  Variabein  gehören,  so  ist  die  von  diesen 
Werthesystemen  gebildete  Punktmenge  P  stets  abzählbar,    wenn  sich 
das  von  den    regulären   Stellen  der  Functionen   yv{x)j  Vt(x),  •  '  '  VH(X) 
in  der  #-Ebene  gebildete  Continuum  durch  eine  abzählbare  Menge  von 
Querschnitten    llf  Z2,  ls,  •  •  •  •  •  •    in    ein  einfach   zusammenhängendes   T 

verwandeln  lässt,  innerhalb  dessen  die  Functionen  y^x),  yt(x\  •  •  •  yn(x) 
eindeutig  definirt  sind. 

Wir  wollen  diesen  Satz  nur  in  dem  für  uns  allein  in  Betracht 
kommenden  Falle  beweisen,  wo  die  Anzahl  der  Querschnitte  lvlv 
eine  endliche  ist.  Sei  q  diese  Anzahl,  dann  entsteht  also  jedes  System 
von  Zweigen  der  Functionen  yl(x)9  y2(%)7  *  *  -  yn(x)  aus  einem  solchen 
innerhalb  T  eindeutig  definirten  Systeme,  indem  man  x  Wege  beschrei- 
ben lässt,  die  die  Querschnitte  beliebig  oft  und  in  beliebiger  Aufein- 
anderfolge überschreiten.  Wir  betrachten  zwei  Wege  von  x,  die  durch 
stetige  Deformation  innerhalb  T  aus  einander  hervorgehen,  als  nicht 
verschieden  und  bezeichnen  mit  <on  einen  von  x  ausgehenden  geschlos- 
senen Weg,  der  den  Querschnitt  lx  einmal  in  positivem  Sinne  über- 
schreitet, mit  coT  den  in  entgegengesetztem  Sinne  durchlaufenen  Weg  &x . 
Dann  bildet  die  Gesammtheit  aller  für  die  Fortsetzung  unseres  Func- 
tionssystems  in  Betracht  kommenden  geschlossenen  Wege  von  x  eine 
Gruppe  (vergl.  Nr.  132,  S.  5),  für  welche  die  2q  Operationen 


eine  Basis  darstellen.  Wenn  wir  nachweisen,  dass  die  Gesammtheit 
der  Operationen  dieser  Gruppe  Ä  eine  abzählbare  Menge  ist,  so  ist 
damit  auch  unser  Satz  bewiesen. 

Wir  führen  diesen  Nachweis,  indem  wir  eine  Methode  angeben,  mit 
Hülfe  deren  sich   die  Operationen  der  Gruppe   Sl  den   ganzen   Zahlen 

1,  2,  3, eindeutig  zuordnen  lassen.     Jede  Operation  von  Ä  lässt 

sich  in  der  Form 

(O  =  CO  aG)J  •  •  •    CD 


v 


darstellen,  wo  a,  ß7  •  •  •  v  Zahlen  der  Reihe  1,  2,  •  •  •  q  bedeuten,  von 
denen  nicht  zwei  unmittelbar  aufeinander  folgende  einander  gleich  sind, 
während  die  Ao,  A.,  •  •  •  kv  irgendwelche  ganzzahlige  positive  oder  nega- 
tive Werthe  haben.     Man  nennt  die  Summe 

k  !+   kH  H (-   k 
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du  Gewicht  der  Operation  co.  Wir  denken  uns  nun  zunächst  die 
Operationen  von  ß  nach  Classen  geordnet,  so  dass  in  einer  Classe  alle 
Operationen  mit  demselben  Gewicht  vereinigt  sind;  die  Anzahl  der 
Operationen  innerhalb  einer  Classe  ist  dann  eine  endliche,  wir  können 
dieselben  also  in  einer  bestimmten  Reihenfolge  anordnen.  Durch  die 
Anordnung  der  Classen  einerseits  nach  der  wachsenden  Höhe  der 
Gewichte,  und  die  Anordnung  der  Operationen  innerhalb  einer  Classe 
andererseits,  ist  aber  die  gesammte  Anordnung  aller  Operationen  der 
Gruppe  &  gegeben. 

Wir  sagen  von  einer  Gruppe  überhaupt,  sie  sei  eine  abzählbare, 
wenn  die  Menge  ihrer  Operationen  eine  abzählbare  ist;  die  eben  durch- 
geführte Betrachtung  lehrt,  dass  jede  Gruppe,  die  eine  endliche  Basis 
hat  (Nr.  132,  S.  6),  eine  abzahlbare  Gruppe  ist.  Die  Bezeichnung  ab- 
zählbare Gruppe  ist  nur  als  Abkürzung  für  das  schwerfällige  aber 
genauere:  „Gruppe  einer  abzählbaren  Menge  von  Operationen"  anzu- 
sehen, ebenso  wie  man  eine  Gruppe,  deren  Operationen  nur  in  endlicher 
Anzahl  vorhanden  sind,  schlechtweg  eine  endliche  Gruppe  nennt. 

Kehren  wir  zu  der  Betrachtung  der  Gruppe  &  von  linearen  Sub- 
stitutionen zurück,   durch    deren    Operationen   ein    Fundamentalsystem 

yp  y»>  *  * '  Vn  ^er  Differentialgleichung  (A)  mit  seinen  sämmtlichen 
Zweigen  verknüpft  ist,  so  können  wir  sagen: 

Die  Gruppe  &  unserer  Differentialgleichung  (A)  ist  eine 
abzählbare. 

Hierzu  ist  noch  Folgendes  zu  bemerken. 

Wenn  wir,  der  bequemeren  Ausdrucksweise  wegen,  die  complexen 
Grossen  yl9  y%,  •  •  •  yn  als  die  Coordinaten  eines  Punktes  oder  einer 
Stelle  in  der  complexen  n-fachen  Mannigfaltigkeit  auffassen,  so  wird  in 
dieser  Mannigfaltigkeit  dadurch,  dass  wir  für  die  yv  y2,  •  •  •  yn  ein 
Fundamentalsystem  unserer  Differentialgleichung  (A)  nehmen,  ein  ein- 
dimensionales Gebilde,  oder  wie  man  sich  auch  ausdrückt,  ein 
Gebilde  (n  —  1)**'  Stufe  fixirt.  Wir  wollen  dieses  Gebilde  als  ein 
Integralgebilde,  oder  wohl  auch  als  eine  Integralcurve  [yj  be- 
zeichnen und  sagen,  das  zu  einem  regulären  Punkte  x  gehörige  Werthe- 
system  des  Fundamentalsystems  [yj  stelle  einen  Punkt  dieser  Integral- 
curve dar. 

Durch  die  Substitutionen  der  Gruppe  Sl  wird  dann  jeder  Punkt 
der  Integralcurve  [yj  in  eine  Reihe  gewisser  anderer  Punkte  derselben 
Curve  transformirt,  und  die  so  auf  der  Integralcurve  entstehende  Punkt- 
menge  ist  eine  abzählbare. 

Bezeichnet  £  ,  £a,  •  •  £n  irgend  eine  Stelle  der  n-fachen  complexen 
Mannigfaltigkeit,  so  können  wir  offenbar  durch  diesen  Punkt  unzählig 
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viele  Integralcurven  hindurchlegen,  sofern  nicht  alle  gx  («  =  i,s,  ..*)  gleich 
Null  sind,  d.  h.  falls  der  betrachtete  Punkt  nicht  der  Nullpunkt  ist. 
Wir  haben  zu  dem  Ende  nur  ein  Fundamentalsystem  zv  £ä,  •  •  zn  her- 
zustellen, dessen  Elemente  in  einem  noch  beliebig  zu  wählenden  regu- 
lären Punkte  x  =  x0  die  Werthe 

*,=  £*  (x  =  l,2,    ••«) 

annehmen;  solcher  Fundamentalsysteme  giebt  es  dann  noch  unendlich 
viele,  da  ja  für  die  (n —  1)  ersten  Ableitungen  der  zx  im  Punkte  x  =  xQ 
noch  willkürliche  Werthe  vorgeschrieben  werden  können. 
Wenn  für  das  Fundamentalsystem  [jerj 

W  -  *M 

ist,  wo  B  eine  lineare  Substitution  bedeutet,  so  transformiren  die  Sub- 
stitutionen der  Gruppe 

bsist1 

jeden  Punkt  der  Integralcurve  [jej  in  eine  Reihe  von  Punkten,  die  auch 
wieder  eine  abzählbare  Punktmenge  bilden,  und  ebenso  ist  die  Punkt- 
menge, welche  aus  irgend  einem  Punkte  der  Integralcurve  [je?J  durch 
die  Substitutionen  der  Gruppe  &  selbst  hervorgeht,  eine  abzählbare. 
Die  Substitutionen  von  &  erzeugen  also  nicht  nur  aus  den  Punkten 
der  Integralcurve  [yj,  sondern  ebenso  auch  aus  jedem  beliebigen 
anderen  Punkte  der  complexen  n-fachen  Mannigfaltigkeit  —  den  Null- 
punkt ausgeschlossen  —  eine  abzählbare  Menge  von  Punkten,  diese 
Hegen  aber  nicht  immer  mit  dem  Ausgangspunkte  auf  derselben 
Integralcurve. 

Die  Substitutionen  (8),  deren  Coefficienten  der  Ungleichung  (9) 
(Nr.  132,  S.  7)  Genüge  leisten,  sind  so  beschaffen,  dass  man  mit  Hülfe 
derselben  von  jeder  Integralcurve  zu  jeder  anderen  übergehen  kann. 
Man  kann  demnach  durch  die  Operationen  der  von  der  Gesammtheit 
der  Substitutionen  (8)  gebildeten  Gruppe  auch  aus  jedem  Punkte  der 
complexen  n-fachen  Mannigfaltigkeit  —  den  Nullpunkt  immer  aus- 
geschlossen —  jeden  beliebigen  anderen  Punkt  dieser  Mannigfaltigkeit 
und  somit  ein  Continuum  von  Punkten  erzeugen.  Diese  Gruppe  ist 
also  jedenfalls  nicht  abzählbar,  man  sagt  von  derselben,  sie  sei 
continuirlich. 


Zweites  Kapitel. 

134.   Begriff  der  oontdnuirliohen  Transformationsgruppe. 

Die  Theorie  der  continuirlichen  Gruppen  ist  in  der  neueren  Zeit 
besonders  von  Herrn  Lie  ausgebildet  und  mit  der  Theorie  der  Differen- 
tialgleichungen in  enge  Beziehung  gesetzt  worden.  Wir  werden  im 
Folgenden  einiges  aus  den  Grundlagen  der  Lie'schen  Theorie  zu  ent- 
wickeln haben  und  machen  uns  darum  zunächst  mit  den  hauptsäch- 
lichen Bezeichnungen,  deren  sich  Herr  Lie  bedient,  bekannt. 

Ist  ein  System  von  n  Functionen  f  (*  =  i,*, •••»)  der  n  veränder- 
lichen Grossen  tjl9  tjS7  •  •  •  yn  gegeben,  welches  überdies  noch  von  ge- 
wissen ebenfalls  veränderlichen  Parametern  plf  pv  •  •  •  pr  abhängt,  so 
definiren  die  Gleichungen 

uo)         jjn  =  fx{nv  %,-'x\ pv j>2,  •  •  • pr)  =  fx(v I p) 

(x  =  1,  2,  •  •  •  ii) 

eine  Transformation  der  [i?x]  in  die  [ijj,  wenn  wir  uns  die  pvpv'-pr 
fest,  und  eine  continuirliche  Schaar  von  Transformationen, 
wenn  wir  uns  die  Parameter  veränderlich  denken. 

Damit  es  möglich  sei,  die  [rjj  auch  umgekehrt  durch  die  [fjx] 
darzustellen,  d.  h.  also  damit  die  Gleichungen  (10)  eine  Auflösung  nach 
den  rjv  iy2,  •  •  •  rjn  zulassen, 

(11)  %  =  FM(?t,  V„--iiu\  Pv  Pv  '  '  •  Pr), 

(x  =  1,  2,  •    •  n) 

ist   bekanntlich    nothwendig    und    hinreichend,    dass    die    Functional- 
determinante 

nicht  identisch  verschwindet. 

Die  n  Functionen  f   hängen  von  den  r  Parametern  pl9  pv  •  •  •  pr 

wesentlich  ab,  d.  h.  sie  lassen  sich  nicht  als  Functionen  von  weniger 
als  r  Functionen  der  plf  pv  •  •  •  pr  darstellen,  wenn  sie  nicht  sämmt- 
lich  einer  partiellen  Differentialgleichung  von  der  Form 


<x,t«i,  2,.-.») 
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1    =    1  * 

genügen,  deren  Coefficienten  q>.  blosse  Functionen  der  p  9  p2,  •  •  •  pr 
sind.  Denn  damit  eine  Function  f(p19  p2,  •  •  •  #r)  der  r  Grössen  p. 
nur  von  r  —  q  Functionen  dieser  Grössen 

abhängt,  d.  h.  in  der  Form 

darstellbar  sei,  ist  erforderlich,  dass  f(p19  •  •  •  pr)  die  q  Gleichungen 

r  df 

(12)  yiViiifv  ft  "  '  •  1V)  Ji  =  °        <*  =  M,  ••*) 

erfüllt,  wo  die  <pa(pv  pv  •  •  •  l>r)  wohlbestimmte  Functionen  ihrer 
Argumente  bedeuten,  die  sich  aus  den  Determinanten  des  rechteckigen 
Systems 

\dpx)  U-it«.---»-      / 

in  einfacher  Weise  zusammensetzen. 

Bemerken  wir  gleich,  dass  wenn  f(j>l7  •  •  •  pr)  auch  nicht  als  Func- 
tion von  weniger  als  r  —  q  Functionen  der  pl9  •  •  •  pr  dargestellt  wer- 
den kann,  keine  von  den  Gleichungen  (12)  unabhängige  lineare  partielle 
Differentialgleichung  derselben  Form  durch  f{])v  •  •  •  pr)  befriedigt 
werden  darf,  so  dass  also  in  diesem  Falle  die  Gleichungen  (12)  ein 
sogenanntes  vollständiges  System  bilden  müssen;  wir  kommen 
später  auf  den  von  Jacob i  und  C leb  seh  herrührenden  Begriff  des 
vollständigen  Systems  noch  ausführlicher  zurück. 

Es  mögen  in  den  Gleichungen  (10)  die  r  Parameter  pi9  pv  •  •  •  pr 
wesentliche  sein.     Seien 

%  =  fK(n I p)  ) 

(*=l,2,-..n), 

Vt^ftivlP")* 
irgend  zwei  Transformationen  der  Schaar  (10);   denken  wir  uns   die- 
selben hintereinander  ausgeführt,  d.  h.  bilden  wir 

(13)  vT-WlP")        c«-i.  *■■-). 

so  werden  die  Transformationen  der  Schaar  (10)  eine  Gruppe  bilden, 
wenn  die  coinponirte  Transformation  (13)  allemal  auch  der  Schaar 
selbst  angehört,  d.  h.  wenn  man  hat 
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wo  die  p{*\  p{*\  •  •  •  p™  wohlbestimmte  Functionen  der  px\  p^7  •  •  •  pr', 
Pi  >  Pt'f  ' ' '  Pr'  s^nc^    Diese  Gruppe  heisst  dann  nach  Herrn  Lie  eine 
r-gliedrige     continuirliche     Transformationsgruppe,     und    es 
stellen  dann,  wie  leicht  einzusehen  ist,  auch  die  durch  Auflösung  der 
Gleichungen  (10)   entstandenen  Gleichungen  (11)  eine  r-gliedrige  con- 
tinuirliche Transformationsgruppe   dar.     Wenn  insbesondere  diese  letz- 
tere Gruppe  mit  der  ursprünglichen  identisch  ist,  so  enthält  also  die 
durch  die  Gleichungen  (10)  dargestellte  Gruppe  zu  jeder  ihrer  Trans- 
formationen auch  deren  inverse,  sie  besteht  aus  paarweise  inversen 
Transformationen,  und  enthält  folglich  auch  die  identische  Trans- 
formation 

fjH  =  \  (*=-l,8,..n). 

Mit  Benutzung  dieser  Terminologie  können  wir  also  sagen:  Die 
Gleichungen  (8)  (S.  7)  stellen  uns  (falls  die  aix  durch  die  Unglei- 
chung (9)  beschränkt  werden,  was*  wir  im  Folgenden  stets  still- 
schweigend voraussetzen,  wenn  nicht  das  Gegentheil  ausdrücklich  her- 
vorgehoben wird)  eine  n  -gliedrige  continuirliche  Transformationsgruppe 
L  mit  paarweise  inversen  Transformationen  dar. 

An  dieser  Gruppe,  der  sogenannten  allgemeinen  (homogenen) 
linearen  Gruppe  von  n  Veränderlichen,  lassen  sich  einige  der 
fundamentalen  Begriffe,  deren  Einführung  man  Herrn  Lie  verdankt,  in 
besonders  einfacher  Weise  erläutern;  wir  brauchen  die  Gruppe  L  zu 
diesem  Zwecke  nur  mit  den  Entwickelungen  des  zweiten  Abschnittes 
in  Verbindung  zu  setzen. 


135.    Die  allgemeine  lineare  homogene  Gruppe.     Erweiterung. 
Differentialinvarianten.     Infinitesimale  Transformation. 

Indem  wir  vorläufig  von  der  Differentialgleichung  (A)  mit  ratio- 
nalen Coefficienten  abstrahiren,  betrachten  wir,  wie  in  der  Nr.  14,  die 
y1T  yt,  -  -  •  yn  als  irgendwie  gegebene  monogene  Functionen  von  x, 
zwischen  denen  keine  homogene  lineare  Beziehung  mit  von  x  unab- 
hängigen Coefficienten  besteht. 

Die  homogene  lineare  Differentialgleichung 

(i)  (-  i)"-D(y,  vv  y*,  -  ■  ■  sü  =  o, 

der  (vergl.  Nr.  14)  die  ylf  ytJ  •  •  •  yn  Genüge  leisten,  wird  dann  auch 
durch  alle  Functionen  [i?x]  befriedigt,  die  aus  den  [yj  durch  die  Trans- 
formationen der  Gruppe  L  hervorgehen,  und  wir  wissen  überdies,  dass 
die  Coefficienten  von  (1),  d.  h.  die  Detenninantenquotienten 
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(2)  p    =  ( 1)    -_ («  — 1,  8,-    -n) 

absolut  ungeändert  bleiben,  wenn  wir  auf  die  [yj  irgend  eine  Trans- 
formation der  Gruppe  L  ausüben,  d.  h.  wenn  wir  das  Fundamental- 
system [yj  durch  irgend  ein  anderes  Fundamentalsystem  [ ^J  ersetzen. 
Diese  Determinantenquotienten  sind  also  Invarianten  und  zwar  Diffe- 
rentialinvarianten ntor  Ordnung  unserer  Gruppe  L,  weil  sie  nicht 
nur  die  Grössen  [yj  selbst,  sondern  auch  noch  deren  Ableitungen  bis 
zur  n*611  Ordnung  enthalten.  Aus  dem  in  der  Nr.  15  bewiesenen 
Appell'schen  Satze  folgt,  dass  jede  rationale  Function  der  [yj  und 
ihrer  Ableitungen,  die  bei  den  Transformationen  von  L  ungeändert 
bleibt,  d.  h.  also  jede  Differentialinvariante  der  Gruppe  L,  als  rationale 
Function  der  pi7  p%7  -  •  -  p  und  ihrer  Ableitungen  dargestellt  werden 
kann.  Es  werden  also  die  n  Determinantenquotienten  als  ein  System 
unabhängiger  Differentialinvarianten  von  L  bezeichnet  werden 
müssen. 

Wir  können  aber  die  Gruppe  L  leicht  durch  eine  andere  ersetzen, 
für  welche  die  Ausdrücke  (2)  nicht  mehr  Differentialinvarianten,  son- 
dern wirkliche  Invarianten  sind.  Differentiiren  wir  nämlich  die  Glei- 
chungen 

(3)  Vt=^aixyx         (.  =  i,2,.  ■•»), 

die  uns  die  Gruppe  L  darstellen,  v-mal  nach  x1  so  bestimmen  die 
Gleichungen 

(4)  ^-j?«,.*?        »-*«.«.-•> 

X  =1 

eine  Gruppe,  die  wir  nach  Herrn  Lie  die  i/-mal  erweiterte 
Gruppe  L  nennen  und  durch  l}v)  bezeichnen  wollen.  Die  Operationen 
der  Gruppe  Liv)  sind  also  Transformationen  des  Systems  der  n(y  -f-  1) 
Grössen 

(X) 
y\  U  =  0,l,2,-..r;  i  =  l,  2,-  •  •  n), 

eine  Differentialinvariante  vter  Ordnung  von  L  ist  demnach  eine  ein- 
fache Invariante   von   L(r),  d.  h.  eine  Function   der   durch   die   Opera- 
tionen von  l}v)  transformirten  Grössen,  die  bei  Ausübung  irgend  einer 
Transformation  dieser  Gruppe  in  sich  selbst  übergeht. 
Bedeutet 

eine  solche  Differentialinvariante  i/Ur  Ordnung  von  Ly  so  besteht  die 
Identität 
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wenn  die  rf. )  mit  den  yf*  durch  die  Gleichungen  (4)  verknüpft  sind. 
Es  mus8  sich  folglich  die  Gleichung  (5)  durch  Elimination  der  aix  aus 
den  Gleichungen  (4)  ergeben.  Da  aber  diese  Gleichungen  für  Werthe 
der  a.n,  die  der  Ungleichung  (9)  der  Nr.  132  (S.  7)  Genüge  leisten, 
offenbar  algebraisch  unabhängig  von  einander  sind,  so  ist  eine  Elimi- 
nation der  n  Grössen  a.  nicht  möglich,  wenn  v  <  n  ist,  d.  h.  es 
kann  keine  Differentialinvariante  von  niedrigerer  als  der 
n1"  Ordnung   geben.     Für   v  =  n   ergiebt   die  Elimination  der  aix 

zwischen  je  n  -j-  1  der  n(n  -f-  1)  Gleichungen  (4)  genau  n  von  einander 
unabhängige  Beziehungen  zwischen  den  y[ )  und  den  rfc  ,  entsprechend 
den  n  unabhängigen  Differentialinvarianten  n*6*  Ordnung  (2). 

Wir  können  nun  leicht  ein  System  partieller  Differentialgleichungen 
aufstellen,  welches  durch  jede  Differentialinvariante  i/ter  Ordnung  Ji(y) 
befriedigt  wird,  und  dessen  jede  Lösung  umgekehrt  auch  eine  solche 
Differentialinvariante  darstellt. 

Soll  nämlich  R(y)  eine  Differentialinvariante  vter  Ordnung  be- 
deuten, so  muss  JR{rf)  mit  R(j/)  identisch,  d.  h.  also  von  den  «.  unab- 
hängig sein.     Nun  ist  aber 

diese  Ausdrücke  müssen  also  für  i,  x  =  1,  2,  •  •  •  n  verschwinden.  Das 
auf  diese  Weise  entstehende  Gleichungssystem  ist  aber  offenbar  dem 
folgenden  äquivalent: 

(6)  y    **»)  +  y  >  dRW  +  .  .  .  +  yiv)  **<*}  =  0, 

(i,  x  =  1,  *,        n) 

und  dieses  System  partieller  Differentialgleichungen  ist  also  dasjenige, 
dessen  Existenz  wir  behauptet  hatten.  Die  Thatsache,  dass  die  In- 
variante R(y)  der  Gruppe  L  den  Gleichungen  (6)  genügt,  können 
wir  aber  noch  etwas  anders  aussprechen. 

Wenn  den  Coefficienten  a.  der  Transformation  (4)  Werthe  bei- 
legt werden,  die  sich  von  den  der  identischen  Transformation  ent- 
sprechenden Werthen 

a.    =  d.  , 

»X  IX  ' 

w«  wie  gewöhnlich 

d.    =0     füri=(=x,     <J.  =  1,         (i,x  =  it2,  •    ») 

IX  I  '  II  ' 

gesetzt  wurde,  nur  unendlich  wenig  unterscheiden,  so  gehen  die  y(.  in 
unendlich   wenig  von   denselben   verschiedene   Grössen    über,   oder   wie 

Schltfinger,  Iiifferentialgleichuiigen.    II.  *2 
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wir    sagen    wollen,    die    y\]    erfahren    eine    infinitesimale    Trans- 
formation. 
Sei 

x  =  l 

eine  solche  infinitesimale  Transformation,  also  die  daix  unendlich  kleine 
Grössen,  so  ist 

x=l 

und  irgend  eine  Function  f(y)  der  y^  verwandelt  sich  bei  Anwendung 
dieser  Transformation  in 

m  -  m  +±äaix  (*£,.  +   *L.  „;  +  . . .  +  IL  £>) . 

I,  X  =5  1  * 

Das  Bestehen  der  partiellen  Differentialgleichungen  (6)  besagt  also, 
dass  die  Function  JR(y),  die  denselben  Genüge  leistet,  bei  den  infini- 
tesimalen Transformationen  der  Gruppe  L{t)  ungeandert  bleibt,  und  zwar 
sehen  wir  zugleich,  dass  sich  alle  infinitesimalen  Transformationen  der 
Gruppe  aus  den  n  besonderen  zusammensetzen  lassen,  die  wir  erhalten, 
wenn   wir  der  Reihe  nach   immer  nur   ein  da.    von  Null   verschieden 

IX 

und  alle  übrigen  streng  gleich  Null  wählen.  Wir  bezeichnen  mit 
Herrn  Lie  diese  besonderen  n  infinitesimalen  Transformationen  durch 
die  Symbole 

(<)  o-^*?^    «.-«.vi, 

die  infinitesimalen  Transformationen  der  ursprünglichen  Gruppe  L 
werden  also  insbesondere  durch  die  Symbole 

(8)  3£    f  =  u  -C- 

'  «'*'        y*  cy- 

darzustellen  sein. 

Wir  werden  sehr  bald  die  Begriffe  infinitesimale  Transformation 
und  Differentialinvariante  auch  für  die  allgemeinen  continuirlichen 
Gruppen  von  Transformationen,  wie  wir  sie  in  der  Nr.  134  (S.  13) 
definirt  hatten,  zu  erörtern  haben,  vorher  wollen  wir  aber  auch  den 
daselbst  dargelegten  Gruppenbegriff  noch  in  einem  wesentlichen  Punkte 
verallgemeinern.  Zu  einer  solchen  Verallgemeinerung  gelangen  wir 
ganz  naturgemäss,  wenn  wir  unter  dem  jetzt  gewonnenen  Gesichts- 
punkte der  Gruppentheorie  die  Analogie  einer  Differentialgleichung 
von  der  Form  (1)  mit  einer  algebraischen  Gleichung  nten  Grades,  die 
uns  schon  im  zweiten  Abschnitte  geleitet  hatte,  näher  in's  Auge  fassen. 
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136.  Analogie  mit  algebraischen  Gleichungen.    Bationale  Differential- 
funotionen  der  Elemente  eines  Fundamentalsystems. 

Wir  hatten  schon  in  den  Nrn.  14ff.  darauf  hingewiesen,  dass  die 
Determinantenquotienten  (2),  oder  wie  wir  jetzt  allgemein  sagen  können, 
die  Differentialinvarianten  der  Gruppe  L  in  Bezug  auf  die  n  Functionen 
9v  >i>  ' '  *  yn  e*ne  a011!^!16  Rolle  spielen,  wie  die  symmetrischen  Func- 
tionen von  n  unbestimmten  Grössen  in  der  Algebra.  Weiter  können 
wir  jetzt  die  Gruppe  L  der  Gruppe  der  n!  Permutationen  von  n  Un- 
bestimmten gegenüberstellen  und  dann  Folgendes  erwägen. 

Für  die  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  war  es  von  ausser- 
ordentlicher Wichtigkeit,  dass  Lagrange,  Vandermonde  und  Cauchy 
nebst  den  symmetrischen  Functionen  noch  andere  Functionen  der  n 
unbestimmten  Grössen  in  den  Kreis  ihrer  Betrachtungen  zogen,  solche 
Functionen  nämlich,  die  nicht  bei  allen  Permutationen  ungeändert 
bleiben.  Betrachtet  man  eine  derartige  Function,  so  scheiden  sich  die 
n\  Permutationen  in  solche,  die  eine  Aenderung  der  Function  bewirken 
und  in  solche,  bei  denen  die  Function  invariant  bleibt.  Die  letzteren 
bilden  dann  wieder  eine  Gruppe,  die  als  Untergruppe  in  der  Gruppe 
der  n!  Permutationen  enthalten  ist,  und  die  Anzahl  der  Permutationen 
dieser  Untergruppe  ist  ein  Theiler  r  von  n\.  Die  betrachtete  Function 
genügt  dann  nebst  allen  aus  ihr  durch  die  w!  möglichen  Permutationen 

hervorgehenden    Functionen    einer    Gleichung    vom    Grade    --,    deren 

Coefficienten  symmetrische  Functionen  sind,  und  man  nennt  dann  diese 
Gleichung  eine  Resolvente  der  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  n  un- 
bestimmten Grössen  sind,  von  denen  man  ausging. 

Wollen  wir  diesen  Gedankengang  auf  unsere  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen  übertragen,  so  können  wir  mit  Herrn  Vessiot  an 
Stelle  der  invarianten  Functionen  (2)  andere  Functionen  der  yvyv  •  •  •  yn 
^d  ihrer  Ableitungen  betrachten,  und  dann  nach  derjenigen  Unter- 
lippe der  Gruppe  L  fragen,  die  dieselben  ungeändert  lässt.  Indem 
^r  in  die  Erörterung  dieser  Frage  eintreten,  können  wir  zunächst  eine 
'  ereinfachung  derselben  Platz  greifen  lassen. 

Sei  nämlich 

fö(yi;  •  •  y„;  •  •  •  •;  y[r\  •  •  •  </„v))  =  *(») 

• 

lrl?fcnd  eine  rationale  Function  der  yx  und  ihrer  Ableitungen  bis  zur 
v  n  Ordnung  oder,  wie  wir  kurz  sagen  wollen,  eine  rationale  Diffe- 
rentialfunction  der  y  ,  dann  können  wir  uns,  falls  v  >  n —  1  ist, 
^Ableitungen   von    höherer   als   der    (w — l)ten  Ordnung   durch   die 


o* 
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Ableitungen  bis  zur  (n —  l)Un  Ordnung  und  die  pv  •  •  •  pn  nebst  deren 
Ableitungen  ausgedrückt  denken.     Auf  diese  Weise  werde 

*(*)  -  -B(y„  •■•».,•■•  yT"  •  •  •  j£-,>;  ^  •  •  •  ■  p.)  =  *(y;  j>)> 

wo  also  jetzt  22  (y;  jp)  die  Ableitungen  der  yx  nur  bis  zur  (n  —  l)ten 
Ordnung,  dagegen  im  Allgemeinen  noch  die  px  und  ihre  Ableitungen 
enthält. 

Da  es  sich  wesentlich  um  die  Untersuchung  derjenigen  Trans- 
formationen 

(9)  v?-2*<*£    (Kt-) 

handeln  wird,  die  eine  solche  rationale  Differentialfunction  ungeändert 
lassen,  so  wollen  wir  annehmen,  die  Transformation  (9)  habe  in  Bezug 
auf  9t  (y)  diese  Eigenschaft,  so  dass  also 

ist.  Dann  ist  aber,  da  die  plf  •  •  •  pn  nebst  ihren  Ableitungen  bei  allen 
Transformationen  der  Gruppe  L  ungeändert  bleiben,  auch 

(10)  B(r,  p)  -  *0r,  p), 

und  zwar  muss  diese  Gleichung  eine  in  den  yx  nebst  ihren  Ableitungen, 
sowie  in  den  p  nebst  ihren  Ableitungen  identische  sein.  Wäre  das 
nämlich  nicht  der  Fall,  so  könnte  die  Gleichung  (10)  als  eine  Diffe- 
rentialgleichung von  (n — l)ter  Ordnung  etwa  für  y  aufgefasst  werden, 
d.  h.  aber,  da  yx  ein  sonst  willkürliches  Integral  der  Differentialglei- 
chung (1)  ist,  es  gäbe  eine  Differentialgleichung  (n  —  l)*6'  Ordnung, 
der  sämmtliche  Integrale,  also  auch  das  allgemeine  Integral  von  (1) 
Genüge  leisten.  Das  ist  aber  nicht  möglich,  da  das  allgemeine  Integral 
von  (1)  w  wesentliche  willkürliche  Constanten  enthält. 

Wenn  also  9i(y)  bei  Ausübung  der  Transformation  (9)  ungeändert 
bleibt,  so  gilt  das  Gleiche  auch  von  ü(y;  p)}  und  zwar  ist  es  dabei 
gleichgültig,  ob  wir  die  in  dem  letzteren  Ausdrucke  auftretenden 
pl9  '  •  •  pn  und  deren  Ableitungen  wirklich  als  Functionen  von  x  auf- 
fassen, oder  ob  wir  dieselben  durch  irgendwelche  Constanten  ersetzen. 

Hierauf  und  auf  die  in  der  Nr.  135  (S.  17)  gemachte  Bemerkung, 
dass  es  keine  Differentialinvariante  von  niedrigerer  als  der  nien  Ordnung 
der  allgemeinen  linearen  homogenen  Gruppe  L  geben  könne,  lässt  sich 
ein  einfacher  Beweis  des  bereits  an  derselben  Stelle  (S.  16)  erwähnten 
Satzes  gründen,  des  Satzes  nämlich,  dass  jede  Differentialinvariante 
von  L  rational  durch  die  pv  p^,  •  •  •  pn  und  deren  Ableitungen  dar- 
gestellt werden  kann. 
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Sei  nämlich  9t  (y)  eine  Differentialinvariante  von  L,  dann  gilt,  wie 
oben  gezeigt  wurde,  das  Gleiche  auch  von  dem  Ausdrucke 

dieser  enthält  aber  die  Ableitungen  der  yv  ytJ  •  •  •  yn  höchstens  bis 
zur(n  —  l)*60  Ordnung,  er  wäre  also  eine  Differentialinvariante  (n —  l)ter 
Ordnung  von  L  und  eine  solche  kann  es  nicht  geben.  Also  darf  ü(y;  p) 
die  yv  yv  •  •  •  yn  und  ihre  Ableitungen  überhaupt  nicht  mehr  enthalten, 
das  heisst,  dieser  Ausdruck  ist  eine  rationale  Function  der  pl9  p%,  •  •  •  pn 
und  ihrer  Ableitungen. 

Wir  lernen  dadurch  zugleich  eine  Methode  kennen,  um 
für  eine  vorgelegte  Differentialinvariante  von  L  ihren  Aus- 
druck in  den  pv  pv  •  •  •  pn  wirklich  herzustellen.  Man  hat  näm- 
lich nur  die  Ableitungen  der  yx  von  höherer  als  der  (n  —  l)ten  Ord- 
nung wegzuschaffen,  dann  müssen  die  Ableitungen  niedrigerer  Ordnung 
von  selbst  herausfallen. 

Zufolge  der  vorhin  angestellten  Erwägungen  können  wir  uns  auf 
die  Untersuchung  von  Differentialfunctionen  (n  —  l)ter  Ordnung  be- 
schranken, deren  Abhängigkeit  von  den  p  7  •  •  •  pn  bei  vielen  Fragen 
auch  ausser  Betracht  gelassen  werden  kann. 

Die  Gesammtheit  der  Transformationen  (9),  die  eine  solche  ratio- 
nale Differentialfunction  R(y)  ungeändert  lassen,  bildet  offenbar  eine 
Gruppe  ®.  Um  die  Transformationen  dieser  Gruppe  zu  charakterisiren, 
denken  wir  uns  in  die  Gleichung 

(»)  -R(y)  -  R(v) 

fär  die  i\[ )  ihre  Ausdrücke  (9)  eingesetzt  und  dann  nach  den  yx  und 
deren  Ableitungen  geordnet.  Da  die  Gleichung  identisch  bestehen  soll, 
so  müssen  die  einzelnen  Coefficienten  verschwinden,  es  wird  sich  also 
eine  gewisse  Anzahl  von  einander  unabhängiger  algebraischer  Be 
Ziehungen  zwischen  den  a.  ergeben,  deren  Bestehen  nothwendig  und 
hinreichend  dafür  ist,  dass .  die  Transformation  (9)  die  Function  R(y) 
umgeändert  lässt. 

In  dem  n  -fach  ausgedehnten  Gebiete  der  a.x  bestimmen  diese  Be- 
ziehungen ein  gewisses  algebraisches  Gebilde,  welches  seinerseits  in 
gewisse  irreductible  Theilgebilde  zerfallen  kann.  Die  Anzahl  dieser 
"reductiblen  Theilgebilde  ist  jedenfalls  eine  endliche  und  jedem  ein- 
zelnen entspricht  eine  bestimmte  Stufenzahl.  Das  heisst,  wenn  wir 
ein  solches  irreductibles  Gebilde  herausgreifen,  so  können  wir  uns  das- 
^ibe  dadurch  gegeben  denken,  dass  die  n  Grössen  aix  als  algebraische 
Functionen    von    gewissen    unabhängigen  Parametern    dargestellt    sind; 
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die  Anzahl  dieser  Parameter  bestimmt  die  Dimension,  diese  Anzahl 
von  n    subtrahirt,  die  Stufenzahl  des  Gebildes. 

Von  vorneherein  müssen  wir  die  Möglichkeit  zulassen,  dass  das 
Gesammtgebilde  in  irreductible  Theile  von  verschiedener  Stufenzahl 
zerfällt.     Seien 

(12)  «,,  =  4*(C  ••<)         <>  =  '.».-*> 

(i,  x  =s  1,  2,  •  •  •  n) 

die  Gleichungen,  die  uns  jene  sammtlichen  irreductiblen  Theilgebilde 
darstellen,  so  dass  also  v  die  Anzahl  der  Theilgebilde  und  n8  —  r.  die 
Stufenzahl  des  dem  Index  ;  entsprechenden  Gebildes  ist.  Dann  sind 
die  v  Schaaren  von  linearen  Transformationen 


äs)        *-2^W» •••«$*.    «-" 


x  =  l 

(1  =  1,2,    -n) 

diejenigen,  bei  welchen  die  Differentialfunction  R(y)  ungeändert  bleibt; 
natürlich  hat  man  sich  dieselben  noch  durch  die  analogen  Transforma- 
tionen für  die  Ableitungen  der  yx  erweitert  zu  denken.  Diese  Trans- 
formationen (13)  bilden  nun  die  Gruppe  ©,  und  zwar  ist  dies  offenbar 
eine  Gruppe  mit  paarweise  inversen  Transformationen.  Da 
die  sammtlichen  Transformationen  von  ©  in  der  allgemeinen  linearen 
Gruppe  L  enthalten  sein  müssen,  so  sagen  wir,  &  sei  eine  Unter- 
gruppe von  Ly  und  da  ferner  in  den  Definitionsgleichungen  von  © 
die  Parameter  aj^  algebraisch  eingehen,  so  sprechen  wir  von  einer 
algebraischen  Untergruppe  ©  von  L. 

Wir  gelangen  auf  diese  Weise  zu  Gruppen  von  Transformationen, 
die  nicht  mehr  durch  ein  Gleichungssystem  dargestellt  werden  können, 
sondern  zu  deren  Definition  eine  endliche  Anzahl  von  Gleichungs- 
systemen erforderlich  ist.  Für  den  so  verallgemeinerten  Gruppenbegriff 
wollen  wir  nun  einige  der  fundamentalen  Lie'schen  Sätze  kennen  lernen. 


Drittes  Kapitel. 

137.  Lie'sohe  Sätze  über  Transformationsgruppen.     Anzahl  der 
wesentlichen  Parameter  und  infinitesimale  Transformationen. 

Wir  legen  den  folgenden  Betrachtungen  eine  durch  die  v  Gleichungs- 
svsteme 

(»  =  1,2,     -n)  (>=1,2,-.    t) 

definirte  Gruppe  G  zu  Grunde,  deren  Transformationen  einander  paar- 
weise als  inverse  zugeordnet  sein  mögen,  wobei  wir  natürlich  voraus- 
setzen, dass  in  jeder  dieser  v  Schaaren  von  Transformationen  die  ge- 
schriebenen Parameter  wesentliche  sind,  und  dass  keine  dieser  Schaaren 
schon  in  einer  anderen  derselben  enthalten  ist. 

Denken  wir  uns  die  beiden  Transformationen  unserer  Gruppe 

hintereinander  ausgeführt,  so  gehört  die  so  entstehende  Transformation 

ebenfalls  zur  Gruppe   und  enthält  scheinbar  rh  +  **x  Parameter.     Die 
Anzahl  der  wesentlichen  Parameter  der  Transformation  (15)  kann  aber 
nicht  grösser  sein,  wie  die  grösste  der  Zahlen  rv  r2,  •  •  •  rv  und  nicht 
kleiner  wie  die  grössere  der  beiden  Zahlen  r  ,  rh.    Wenn  also  rx  und  rh 
beide  gleich  der  grössten  unter  den  Zahlen  rv  ra,  •  •  •  rv  sind,  so  hängt 
die  Transformation  (15)  auch  genau  von  rx  =  rh  Parametern  ab.    Be- 
zeichnet also  r  diese  grösste  Zahl,  so  bilden  diejenigen  Transformations- 
schaaren  von  G,  die  von  r  wesentlichen  Parametern  abhängen,  schon 
für  sich  eine  Gruppe  r  mit  paarweise  inversen  Transformationen,  die 
demnach  eine  Untergruppe  von  G  ist. 

Seien  die  den  Werthen  j  =  1,  2,  •  •  •  ft   entsprechenden   Schaaren 
(14)  diejenigen,  aus  denen  sich  F  zusammensetzt,  also 

ri  =  rt  =  '  ' '  =  ru  =  r> 
dann  betrachten  wir  zuvörderst  diese  Gruppe  genauer. 
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Sei 
(16,  rti  =  f?(ya} 

eine  Transformation  von  ry  dann  gehört  auch  die  inverse  Transformation 
17  yi  =  FiMliri  a, 

zu  dieser  Gruppe.     Bilden  wir  nun 

wo   bv    -    Br   irgendwelche    hinreichend    kleine    Grossen   bedeuten,  so 
gehört  auch  die  Transformation 

£,.  -  fT{K'<>i'a',  •  •  ■  K*<x  *)'*?  +  •„■■■ a?  +  *) 

zur  Gruppe  r.    Entwickeln  wir  die  rechten  Seiten  dieser  Transformation 
nach  Potenzen  von  bv  •  •  •  sr   und  bezeichnen  den   Ausdruck ,   der  aus 


dah 


(A  =  1,  «,         r) 


entsteht,  wenn  wir  für  die  y.  ihre  Ausdrücke  (17")  einsetzen,  durch 
so  erhalten  wir 

A=il 

wo  [«J^  einen  Ausdruck  andeutet,  der  in  den  «  ,  •  •  •  £r  von  zweiter 
oder  höherer  Dimension  ist.  Nehmen  wir  die  €k  unendlich  klein,  so 
stellen  die  Gleichungen  (18)  eine  infinitesimale  Transformation 
dar,  die  zur  Gruppe  F  gehört;  wir  schreiben  dieselbe,  indem  wir 


€M  =  rfa/  (A  =  1,  2,      •  r) 


setzen,  in  der  Form 

Diese  infinitesimale  Transformation  lässt  sich  aus  den  r  einfacheren 

U9)  *J,  =  *tf  (*  aH?        (*  =  '.v   r> 

zusammensetzen.  Wenden  wir  diese  auf  irgend  eine  Function  f(rjl9  •  •  •  »?n) 
an,  so  verwandelt  sich  f(r\v  •  •  •  17J  in 

I  ^i 
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wir  werden  darum  mit  Herrn  Li e  die  Ausdrücke 

f  =  l 

als  Symbole  der  infinitesimalen  Transformationen  (19)  ansehen. 
Hat    man    überhaupt   r   infinitesimale    Transformationen,    die    die 
yl9  yt,  -  •  •  yn  in  unendlich  wenig  davon  verschiedene  Grössen 

sfi  +  «ty,  ya  +  <ty2,  •  •  •  y.  +  dyn 

verwandeln  und  für  welche 

ist,  wo  die  dah  irgendwelche  unendlich  kleine  Grössen  bedeuten,  so 
kann  man  diese  Transformationen  durch  die  Symbole 

darstellen,  welche  den  jenen  Transformationen  entsprechenden  Aende- 
ningen  einer  beliebigen  Function  f(yv  •  •  •  y J  proportional  sind.  Man 
sag!  dann,  diese  r  infinitesimalen  Transformationen  seien  von  einander 
unabhängig,  wenn  kein  System  von  Gleichungen  der  Form 


r 


besteht,  in  welchem  die  eh  constante,  d.  h.  von  den  y  f  •  •  •  yn  unab- 
hängige Grössen  bedeuten,  die  nicht  sämmtlich  verschwinden,  oder  was 
dasselbe  ist,  wenn  die  £hf  keiner  Relation  von  der  Form 

A  =  l 

genügen.  Bedeuten  dann  l  9  Za,  •  •  •  lr  willkürliche  von  den  y.  unab- 
hängige Parameter  und  setzen  wir 

h  =  l 
so   stellen  uns  die  Gleichungen 

■  20 )  ,,  =  y,  +  tC(yt)  +  £..  c«7y,)  +  •  •  -, 

(.•=1,2,  .■•!•), 

wo  /  eine  unabhängig  veränderliche  Grösse  bedeutet,  eine  Schaar  von 
Transformationen  dar,  die  scheinbar  von  den  Parametern  t7  lv  lv  •  •  •  lr 
abhängt.  Da  diese  r  +  1  Parameter  aber  nur  in  den  Verbindungen 
tl  j  tl  •  •  •  £/r  auftreten,  so  hängen  die  Transformationen  (20)  in  Wirk- 
lichkeit   nur  von  r  Parametern  ab,  wir  können  also   unbeschadet  der 
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Allgemeinheit  t =  1  wählen  und  die  Gleichungen  (20)  in  der  Form 
schreiben 

(21)     !,-»,+2W.1W+2ln!i(V*)  +  -- 

Aus  der  Unabhängigkeit  der  infinitesimalen  Transformationen  XJ 
folgert  man  nun  leicht,  dass  die  r  Parameter  in  der  Transformations- 
schaar  (21)  wesentlich  sind. 

Hieraus  erschliesst  Herr  Lie  den  für  die  folgende  Untersuchung 
wichtigen  Satz: 

Enthält  eine  Schaar  von  Transformationen  die  r  will- 
kürlichen Parameter  llf  l.t  ■  •  ■  lr  und  lauten  die  Gleichungen 
dieser  Transformationen,  nach  Potenzen  der  llt  (,,  •  ■  ■  lr  ent- 
wickelt, 

n,  -  »,+y  >a,<3„  ■•■».> +fti. 

haben  ferner  die  #„,(?!)  ■■"¥„)  ^iß  Eigenschaft,  dass  die  r  in- 
finitesimalen Transformationen 


2 '*»<»» 


von    einander    unabhängig    sind,    so    sind    die    r    Parameter 
ltl  (ä,  ■■■  l    in  den  gegebenen  Transformationen  wesentlich. 

138.    Sätze  über  TransformationssehBaren,  die  gewissen  partiellen 
Differentialgleichungen  genügen. 

Zu  den  in  unserer  Gruppe  r  enthaltenen  infinitesimalen  Trans- 
formationen (19)  zurückkehrend,  beweisen  wir  zunächst,  dass  dieselben 
für  willkürliche  Werthe  der  Parameter  a?°  von  einander  unabhängig  sind. 

Wäre  das  nämlich  nicht  der  Fall,  so  müssten  sich  r  von  den 
Vv  Vt>  ' ' "  V*  unabhängige  Grössen  el7  et,  ■  ■  ■  er  finden  lassen,  für 
welche  die  Beziehung 

d.  h.  mit  anderen  Worten  die  Gleichungen 


^•.•ffdW-o 


erfüllt   sind.     Nun    kann   aber   für  willkürliche  Werthe 
Gleichungssystem  von  der  Form 


138.    Sätze  über  besondere  Transformationsschaaren. 


j«l(c-«r,)^(^---i.i«r»-o-0 


4  =  1 


bestehen,  in  welchem  die  %k  von  den  %}%)'''  VH  unabhängige  Func- 
tionen der  a^1  bedeuten;  denn  setzte  man  darin  für  die  rj{  ihre  Werth« 
ans  den  Gleichungen  (16)  ein,  so  wäre 


h—l 


8oW 


d.  h.  aber  nach  Nr.  134  (S.  14),  die  aj°,  •  •  •  a^  wären  keine  wesent 
liehen  Parameter. 

Bedeutet  also 

ÖW  _  aw  . . .  aw  =   w 

ul  ul   >  **r  r 

ein  allgemeines  Werthesystem  der  Parameter  q^',  so  sind  die  r  infini 
tesimalen  Transformationen 


'i 


(o.\  cf 


»sl.i-      rj 


1  =  1 


für  jeden  Werth  x  =  1,  2,  •  •  •  fi  von  einander  unabhängig. 
Setzen  wir  min  z.  B.  für  x  =  1 

so  sind  die  r  infinitesimalen  Transformation:. 

■23)       «/fV-O-^Uv-1!.    >\'         '-- 

1  =  1 

von   einander  unabhängig. 

Nehmen    wir  ferner  die  Transformat i  or . .   öi»  *<>    ># 
w»-nn   daselbst 


gesetzt  wird, 


c-1,   a;"  =  ü;%  -     o.  -r" 

r 


4  =  1 


und  componiren  dieselbe  mit  der  willkürhrrji*   1, 


»,=  fr  (*?"(:  *;,  ■•■■Cc  «■'■•■ 


-»  < 


1=1  s 


'-* 


Ton  rj  wo  Oj*',  •  •  •  a|*   ein  willkürliche  aw 
der  «J%  •  •  •  <£°  und    *lf  ■  •  ■  *r    **d"Aigfc 
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bedeuten,  so  können  wir  die  #\  nach  Potenzen  der  8  9  •  •  •  8r  entwickeln 
und  erhalten  (vergl.  S.  24) 


*.  =  e.+J>i*'W5K  +  [<U> 


A  =  l 


so  dass  also  die  componirte  Transformation,  die  offenbar  auch  zur 
Gruppe  r  gehören  muss,  die  Form 

(24)     ♦, = ,,  +2  »am + 2  *Mvr«)  +  [•*.  u 

A  =  l  A  =  l 

annimmt.  Diese  Transformation  enthält  die  2r  Parameter  elf  £2,  •  •  •  srJ 
8V  8V  •  •  •  8r,  von  diesen  können  aber,  da  (24)  zur  Gruppe  F  gehört, 
nur  r  wesentlich  sein. 

Auf  Grund  des  in  der  vorigen  Nummer  (S.  26)  erörterten  Satzes 
schliessen  wir  hieraus,  dass  unter  den  2r  infinitesimalen  Transforma- 
tionen 

nur  r  von  einander  unabhängige  sein  können;  da  aber  die  £kf,  wie 
wir  bewiesen  haben,  unabhängig  sind,  so  folgt,  dass  sich  die 


5>2?(ii«)!£     »-«.v-D 


2M^%-2£W,-'-W*.f 


»=i 

für  alle  Werthe  von  x  =  1,  2,  •  •  /x  und  für  jedes  beliebige 
Werthesystem,  welches  den  Parametern  a^\  •  •  •  a(rx)  zuertheilt 
wird,   durch   die   r   infinitesimalen  Transformationen   3ihf  in 

der  Form 

« 

t  =  i  p  =  i 

darstellen  lassen  müssen;  hierin  sind  die  ^x) (o^,  •  ••  ctf\  be- 
stimmte Functionen  der  Parameter  o^,  •  •  •  a(rx). 

Mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  der  9^?(i?|a)  können  diese  Glei- 
chungen in  der  Form 

84^ =i^>-  •  •  •  w  *.<  w?<*\*).  ■  ■  ■  f?<*\*)) 

*  9  =  1 

(i  =  1,  2,  •  •  •  n) 

oder  endlich,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (16),  in  der  Form 
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cVi 


r 


(25)  ^  -2#W>  •  •  •  W *.*<*»  ••■*.>   v-"-* 

*       f=l 
geschrieben  werden.     Das  heisst: 

Die  Gruppe  r  enthält  genau  r  von  einander  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen 

und  diese  sind  so  beschaffen,  dass  jede  der  Schaaren 

ans  denen  sich  F  zusammensetzt,  Differentialgleichungen  von 

der  Form  (25)  erfüllt. 

Wir  müssen  nun  eine  Reihe  von  Sätzen  kennen  lernen,  die  sich 
auf  Schaaren  von  Transformationen  beziehen,  welche  Differentialglei- 
chungen von  der  Form  (25)  erfüllen.     Sei  also 

eine  Schaar  von  Transformationen  mit  den  r  wesentlichen  Parametern 
Oj ,  •  •  •  Qr,  die  ein  System  von  Differentialgleichungen  der  Form 


<**>    7ik  =2 *.(«!.  •  •  •  «xcit»  •  ■  ■  o     C: 1 1 •■•") 

befriedigen;  dann  lässt  sich  zunächst  zeigen,  dass  die  Determinante 

nicht  identisch  verschwinden  kann. 

Wäre    nämlich    diese    Determinante    gleich    Null,    so    müsste    ein 
System  von  Gleichungen  der  Form 

A  =  l 

för  i  =  1,  2,  •  •  •  w  bestehen;  dies  widerspräche  aber  der  Voraussetzung, 
ciaäs  die  o,,  •  • •  Or  wesentliche  Parameter  sind.  Es  lassen  sich  also 
die  Gleichungen  (20)  nach  den  £  .  auflösen;  sei 

A  =  i 

dann   ist  natürlich  auch 

«,k(*l>   ■••Ör)!+° 
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Hieraus  allein  folgt  schon,  dass  die  r  infinitesimalen  Transformationen 

*kf = 2 1"^1'  " '  ^  an]      (Ä==1'V" r) 

1  =  1 
von  einander  unabhängig  sind,   da  sich  aus  dem  Bestehen  von  Glei- 
chungen 

r 
A  =  l 

mit  von  den  rjlf  •  -  rjn  unabhängigen  Coefficienten  eh  die  partielle 
Differentialgleichung 

p  =  l  A  =  l 

für  die  n  Functionen  r\v  •  •  •  iyn  ergeben  würde,  im  Widerspruche  mit 
der  Voraussetzung,  dass  diese  die  al9  •  •  dr  als  wesentliche  Parameter 
enthalten. 

Denken  wir  uns  nun  die  Gleichungen 

nach   den  y{  aufgelöst: 

y.  =  F.(rj\a), 
dann  ist  identisch 

DiflFerentiiren  wir  diese  Gleichungen  nach  aA,  so  kommt 

multipliciren  wir  mit  a  A(o1,  •  •  •  ör)  und  summiren  über  A  =  l,2,  --r, 
so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (27) 

Z*,Mv  • ' '  O  — g—  +2/ ^(0l>  ■ ' ' a^— fr—  =  °- 

>=1  J  A=l 

Diese  Gleichungen  sind  Identitäten,  wenn  man  in  denselben  die  rj. 
durch  /\(y |a)  ersetzt;  da  sie  aber  die  yv  y2,  •  •  •  yn  gar  nicht  enthalten, 
so  sind  sie  an  sich,  d.  h.  in  den  ij  ,  iy2,  •  •  •  ij    selbst  identisch. 

Die  Functionen  Fv  Fv  •  •  •  1 \  befriedigen  also  das  System 
von   r  partiellen  Differentialgleichungen 

>=i  '       a=i 
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Diese  Differentialgleichungen  sind  zunächst  von  einander  unab- 
hängig, denn  sie  gestatten  zufolge  von 

ia,A(Öl>-"ar)!+0  (M  =  l,2,...r) 

eine  Auflösung  nach  den 

£F  dF 

da/"'  da/ 

ferner  sind  auch  die  n  Lösungen  F19  F2,  •  •  •  Fn  derselben  unabhängig 
da  die  Functionaldeterminante  dieser  Lösungen  nach  den  rjlf  t]if  •  •  •  rj 


cF{ 

=  ■ 

1 
dÄ 

drij 

ist.    Um  diese  Eigenschaft  der  partiellen  Differentialgleichungen  (28) 
gehörig  verwerthen  zu  können,  müssen  wir  einige  Bemerkungen  über 
die  sogenannten    vollständigen   Systeme,    von    denen    schon    oben 
<S.  14,  Nr.  134)  vorübergehend  die  Rede  war,  einschalten. 

139.    Vollständige  Systeme.     Contümirliche  Gruppen  werden  durch 

infinitesimale  Transformationen  erzeugt. 

Seien  qQ  Gleichungen  gegeben  von  der  Form 
il)         Zkf  =  ZkxU-  +  Zh^f--\ h  Z.    cf  =  0      (A  =  i,2,...tf0), 

wo    die    Z.      wohlbestimmte   Functionen    der    tilf  u9f  •  •  •  u     bedeuten. 

kg  1"       2'  * 

Diese   Gleichungen   seien    von   einander   unabhängig,    d.  h.    das    recht- 
eckige System  der  Coefficienten 

(Z    )  /Ä  =  1'2'      *<A 

sei   vom  Range  qQ  (es  muss  natürlich  q0  <,  s  vorausgesetzt  werden). 

Befriedigt  eine  Function  f(uv  •  •  •  us)  die  Gleichungen  (I),  so  muss 
sie  offenbar  auch  den  Gleichungen 

Zk(Z9(f))=0         (M  =  i,  «,-.„> 
und  folglich  auch  den  Gleichungen 

<h,  zh(z9(f))  -  z9(zh(f))  -  o       (**- y,  ■•*) 

Genüge   leisten.     Nun  sind  aber  die  linken  Seiten  der  letzteren  Glei- 
chungen, die  wir  kürzer  durch  die  Symbole 

(Zv  z3)f  =  Zk(Zg(f))  -  zg(zh{f)) 

bezeichnen  wollen,  auch  wieder  homogene  lineare  Differentialausdrücke 
erster  Ordnung,  da  die  Ableitungen  zweiter  Ordnung  sich  wegheben, 
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und  es  kann  nun  möglich  sein,  dass  sich  unter  den  Gleichungen  (II) 
gewisse  finden,  die  von  einander  und  von  den  Gleichungen  (I)  unab- 
hängig sind.     Wenn  das  der  Fall  ist,  so  fügen  wir  diese  Gleichungen 

V'W-V"    Vi*»-0 
dem  Systeme  (I)  hinzu  und  verfahren  mit  dem  so  gebildeten  Systeme 
von  qQ  -f-  q1  Gleichungen  ebenso  wie  vorher  mit  dem  Systeme  (I).    Setzen 
wir  diesen  Process  fort,   so  muss  sich,   da   nicht   mehr   wie  s  dieser 
Gleichungen  von  einander  unabhängig  sein  können,  endlich  ein  System 

(III)  W)  =  0,    Zt(f)  =  Q,   ...    Zf(f)-0 

ergeben,  welches  so  beschaffen  ist,  dass  alle  Gleichungen 

(Zg,  Zh)f=  0  (M  =  i,*,-?;*=M) 

schon  eine  Folge  der  Gleichungen  (III)  selbst  sind,  d.  h.  also,  dass 

ist,  wo  die  tt;  . .  wohlbestimmte  Functionen  der  ut ,  •  •  •  u    bedeuten. 

Ein  solches  System  von  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  nennt  man  nach  Clebsch  ein  g-gliedriges  voll- 
ständiges System.  Die  von  Jacobi  begründete  Theorie  dieser 
Systeme  lehrt  nun  den  folgenden  Fundamentalsatz: 

Ein  //-gliedriges  vollständiges  System  in  5  unabhängigen 
Variabein   besitzt   stets   genau   s  —  q  unabhängige    Lösungen 

eine  willkürliche  Function  &(fJ}  /2,  •••  ft_f)  dieser  Lösungen 
genügt  dann  auch  dem  vollständigen  Systeme,  und  umgekehrt 
lässt  sich  auch  jede  Lösung  desselben  als  Function  der 
/  ,  f2,  •  •  •  fs_  darstellen.  Haben  andererseits  q  von  einander 
unabhängige  lineare  partielle  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  in  s  unabhängigen  Variabein  genau  s  —  q  unab- 
hängige Lösungen  gemein,  so  bilden  sie  ein  (y-gliedriges  voll- 
ständiges System,  und  sind  s  —  q  von  einander  unabhängige 
Functionen  von  5  Variabein  vorgelegt,  so  giebt  es  stets  ein 
*/-gliedriges  vollständiges  System,  dessen  Lösungen  diese 
Functionen  sind. 

Die  in  der  Nr.  138  (S.  31)  ausgesprochene  Eigenschaft  des 
Systems  (28)  partieller  Differentialgleichungen,  welchem  die  Functionen 
Fv  f\j  •  •  •  F    genügen,  bedingt  also,  dass  die   Gleichungen   (28),   in 
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denen  die    n  -f-  r   unabhängigen   Variabein    rj  y  •  •  •  rju,  av  •  •  •  ar   vor- 
kommen, ein  r-gliedriges  vollständiges  System  bilden. 
Setzen  wir 

2  %>.K  ■  ■  •  ar)  l[k  -  V' 

4  =  1 

so  sind  die  Gleichungen  (28)  in  der  Form 

&F=XF+AF=0        to-i.v-1 

•  9  9 

darstellbar.    Da  sie  ein  vollständiges  System  bilden,  müssen  Gleichungen 


<£ 


r 

ff  =  l 

(9,4  =  1,3,  •••»•;  ?=M),  • 

wo  die  #  ha  wohlbestimmte  Functionen  ihrer  Argumente  sind,  für  jede 
Function  F  der  r  -\~  n  unabhängigen  Variabein  ij  ,  •  •  •  rin9  al9  •  •  •  ar 
bestehen. 

Schreiben  wir  diese  Gleichungen  in  der  Gestalt 

(X„  *,)*•  +  (4,,  ^  =  2^AF  + j^A<AF, 

«  =  1  fT  =  l 

so  zerfallen  dieselben  in  die  beiden  Systeme 
i29)  (Z9,Xh)F  =  2»ghoXaF, 


fj  =  l 

r 


{Äg,Ah)F=^»9hoÄaF 


\ — g>   — A/~ 

Die  letzteren  Gleichungen  (30)  zerfallen  weiter  in 


A  (a.   )  —  A.  (a    )  =  ^  fr .   a  (0,  a,  /<  =  1, 2,  •  r), 


0  =  1 


und  aus  diesen  lassen  sich,  da  die  Determinante 

°L     j  =4=  0  (<*,  f*  =  1,  2,  •  •  •  r) 

ist,  die  #  ,  ausrechnen;  wir  erkennen  hieraus,  dass  die  #  .  nur 
blosse  Functionen  der  o1?  Q„,  •  •  •  Qr  sein  können,  d.  h.  dass  sie  von  den 
%  %  *  •  •  7jM  unabhängig  sind.  Dies  festgestellt,  differentiiren  wir  die 
Gleichungen  (29)  nach  den  a<?  so  kommt 

0  =  y^^£    F  (p,A,«  =  l,2,...r); 

ö=l        ^ 
da  aber  die  £o F  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transforma- 
tionen sind,  so  müssen  die  Coefficienten  dieser  Relationen 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    II.  3 
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sein,  d.  h.  die  &  ka  sind  auch  von  den  av  •  •  •  or  unabhängig,  sie  sind 
folglich  einfach  Constanten. 

Hat  man  also  eine  Schaar  von  Transformationen 

mit  den  r  wesentlichen  Parametern  av  •  •  •  ar,  die  Differentialgleichungen 
von  der  Form  (26)  (S.  29)  befriedigen,  so  bestehen  zwischen  den  infini- 
tesimalen Transformationen  Hhf  Relationen 

(31)  (S,,^-2e,..V      <**  =  !.*,     o 

mit  constanten  Coefficienten  c  .   . 

gna 

Herr  L  i  e  hat  nun  den  folgenden  wichtigen  Satz  bewiesen.  Wenn  r 
von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  Hhf  (a=i,2,  r) 
vorgelegt  sind,  die  Relationen  von  der  Form  (31)  mit  constanten 
Coefficienten  erfüllen,  und  wir  bilden  (vergl.  S.  26,  Gl.  (21))  die  r 
wesentliche  Parameter  L,  L.  •  •  •  l    enthaltende  Schaar  von  Transforma- 

17     2"  r 

tionen 

v,-v,  +2  *'*"<*>  +22r!ix>^r>)) +■■■   «=>.  v->, 

A=l  A=l y=l 

so  constituiren  diese  eine  r-gliedrige  continuirliche  Gruppe  mit  paar- 
weise in versen  Transformationen,  von  der  man  sagt,  sie  sei  durch  die 
r  infinitesimalen  Transformationen  Hhf  erzeugt.  Wenden  wir  diesen 
Satz,  auf  dessen  Beweis  wir  nicht  eingehen,  auf  unsere  Gruppe  r  an, 
so  können  wir  Folgendes  erschliessen. 

Wir  haben  bewiesen,  dass  die  aus  den  ft  Schaaren  (16)  (Nr.  137, 
S.  24)  gebildete  Gruppe  F,  deren  Transformationen  paarweise  zu  ein- 
ander invers  sind,  genau  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
Xhf  (*  =  1,2,  -r)  enthält;  diese  müssen,  wie  wir  aus  dem  Bestehen  der 
Differentialgleichungen  (25)  auf  Grund  der  eben  gewonnenen  Ergeb- 
nisse schliessen  können,  Relationen  von  der  Form  (31)  erfüllen.  Also 
erzeugen  dieselben  eine  r-gliedrige  continuirliche  Gruppe  H  mit  paar- 
weise inversen  Transformationen,  und  diese  muss  folglich  in  der  Gruppe  JH 
als  Untergruppe  enthalten  sein;  d.  h.  eine  der  ji  Schaaren  (16) 
muss  geradezu  mit  dieser  r-gliedrigen  continuirlichen  Gruppe 
H  übereinstimmen. 

Ist  insbesondere  ft  =  1,  d.  h.  wird  die  Gruppe  r  durch  eine  einzige 
Schaar  von  Transformationen  definirt,  so  ist  F  mit  H  identisch,  d.  h. 
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jede  r-gliedrige  continuirliche  Gruppe  mit  paarweise  inver- 
«en  Transformationen  enthält  genau  r  von  einander  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen,  von  denen  sie  er- 
zeugt wird. 

So  wird  z.  B.  die  allgemeine  lineare  Gruppe  L  von  den  n  infini- 
tesimalen Transformationen  (vergl.  S.  18) 

df 

erzeugt. 

Im  allgemeinen  Falle  p  >  1  ist  H  offenbar  die  einzige  in  r 
enthaltene  n-gliedrige  Gruppe,  die  von  infinitesimalen  Transformationen 
erzeugt  wird. 


140.  Zusammensetzung  einer  r-gliedrigen  Gruppe.     Ausgezeichnete 
Untergruppen.    Fundamentaleigenschaft  der  betrachteten  allgemeinen 

Transformationsgruppen. 

Ehe  wir  nun  weiter  auf  die  Erörterung  der  Gruppe  G  eingehen, 
machen  wir  noch  einige  auf  r-gliedrige  continuirliche  Gruppen  mit 
paarweise  inversen  Transformationen  bezügliche  Bemerkungen. 

Sei  H  eine  solche  Gruppe  und  seien  3Lhf  (a  =  i,  2,  r)  die  dieselbe 
erzeugenden  infinitesimalen  Transformationen,  zwischen  denen  die  Glei- 
chungen (31)  bestehen. 

Je  drei  der  infinitesimalen  Transformationen  Hhf  erfüllen,  wie 
leicht  einzusehen  ist,  die  sogenannte  Jacob i'sche  Identität: 

(P,  A,  >  =  1,  2,  ■  •  •  r) . 

Hieraus  folgen   durch  zweimalige  Benutzung  der  ßleichungen  (31)  die 
Formeln 

r  r 

a  =  l  r  =  l 

also  bestehen,  da  die  Xrf  von  einander  unabhängig  sind,  zwischen  den 
konstanten  r  kn  die  Beziehungen 


^ (c  ,  c  .,+  c,.  c    „  +  c.     c  ,   )  =  0, 

X  ,   \  gha    ajr    «       hja   agt     •       jyo    ohr'  1 

0=1 

zu  denen  noch  die  unmittelbar  evidenten 

C  1     +  C.    „  =  0  (r-=l,  2,  •••/•) 

gkr     l        hgx 

hnizutreten.     Wie   Herr  Lie   gezeigt   hat,    gilt    auch    der  umgekehrte 


•1* 
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Satz,  dass,  wenn  gewisse  Constanten  c  ha  bekannt  sind,  die  diese 
Relationen  befriedigen,  auch  stets  r  infinitesimale  Transformationen 
dihf  (a  =  i,  v  r)  gefunden  werden  können,  die  die  Beziehungen  (31) 
erfüllen  und  folglich  eine  r-gliedrige  Gruppe  erzeugen. 

Die  Constanten  c  .  bestimmen  die  Zusammensetzung  der 
r-gliedrigen  Gruppe  H.  Die  Bedeutung  derselben  tritt  in  den  folgenden 
Lie'schen  Sätzen  hervor,  die  wir  ebenfalls  ohne  Beweis  anführen. 

Die  m  <  r  von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Transfor- 
mationen von  if, 

r 

wo  die  eh  Constanten  bedeuten,  erzeugen  dann  und  nur  dann  eine 
w-gliedrige  Untergruppe  von  H7  wenn  sich  alle 

durch  die  Yh  allein  homogen  linear  mit  constanten  Coefficienten  dar- 
stellen lassen.  Die  Werthesysteme  eh  ,  für  welche  dies  der  Fall  ist, 
setzen  sich  aus  den  c  ha  mittelst  algebraischer  Operationen  zusammen. 
Wir  führen  hier  einen  für  die  ganze  Gruppen theorie  fundamen- 
talen Begriff,  den  der  ausgezeichneten  oder  invarianten  Unter- 
gruppe ein.  Hat  man  irgend  eine  Gruppe  //  von  irgendwelchen 
Operationen  und  ist  y  eine  Untergruppe  von  g,  transformirt  man  dann 
die  Operationen  von  y  durch  alle  möglichen  Operationen  S  von  g} 
d.  h.  bildet  man 

V,  =  S-'yS, 

so  gehören  die  sämmtlichen  Operationen  der  Gesammtheit  ys  der 
Gruppe  g  an,  und  bilden  offenbar  auch  wieder  eine  Gruppe,  also  eine 
Untergruppe  von  g.  Diese  sämmtlichen  Untergruppen  ys  nennt  man 
mit  y  gleichberechtigt  innerhalb  der  Gruppe  g.  Wenn  nun  ins- 
besondere jede  der  mit  y  gleichberechtigten  Untergruppen  mit  y  selbst 
identisch  ist,  d.  h.  wenn  y  durch  Transformation  mit  allen  Operationen 
von  g  immer  in  sich  selbst  übergeht,  so  heisst  y  eine  ausgezeichnete 
oder  invariante  Untergruppe  von  g.  Eine  Gruppe  g  heisst 
einfach,  wenn  sie  ausser  der  identischen  Operation  keine  ausgezeich- 
nete Untergruppe  enthält,  im  entgegengesetzten  Falle  heisst  sie  zu- 
sammengesetzt. 

Seien  nun  Yhf  (a  =  i,s,  m)  m  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen unserer  r-gliedrigen  Gruppe  H,  die  eine  Untergruppe  H'  der- 
selben erzeugen;  denken  wir  uns  die  Yhf  (a  =  i, s, ••■»*)  durch  gewisse 

r     /    •  •  •    r  f 
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zu  einem  System  von  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 
Ton  H  ergänzt,  dann  ist  die  Untergruppe  IT  innerhalb  H  ausgezeichnet, 
wenn  die  sämmtlichen 

durch  die  Y   (?  =  i,  2,  •  -m)  allein  ausdriickbar  sind,  d.  h.  also  in  der  Form 

VI 

(Y ,  F4)/  =  V*  .    Y  f 

o  =  l 

dargestellt  werden  können. 

Wir  kehren  jetzt  zu  der  aus  den  v  Schaaren  (14)  gebildeten 
Gruppe  G  zurück,  in  der  F  als  Untergruppe  enthalten  war.  Da  F 
die  r-gliedrige  continuirliche  Gruppe  H  enthält,  so  ist  H  auch  in  G 
enthalten.     Mögen  die  Transformationen 

*,-^(*,---*.;C  •■•«?')    "-"■••-> 

diejenigen  sein,  die  die  Gruppe  H  definiren. 

Führen  wir  nach  einer  Transformation  von  H  die  nicht  zu  H 
gehörige  Transformation 

von  G  aus,  so  erhalten  wir  in 

*ieder  eine  Transformation  von  G,  die  scheinbar  von  den  r  +  rx 
Parametern 

a(1),  •  •  •  q(1),    a(x),  -  •  •  a(x) 

abhängt,  in  Wirklichkeit  aber  nur  r  wesentliche  Parameter  enthalten 
kann  ivergl.  Nr.  187,  S.  23).  Da  die  Gruppe  H  die  identische  Trans- 
formation enthält,  reduciren  sich  für  besondere  Werthe  der  a{*\  •  •  •  Q{*} 

^  til)(y  Q)  auf  y.  (*  =  i,  2,  ••• »).  Die  Transformationsschaar  (32)  ist  also 
unter  der  Schaar  (33 )  enthalten,  und  es  muss  folglich  nothwendig  (32) 
mit  (33)  identisch  sein,  d.  h.  es  ist  r  =  r. 

Also  ist  in  allen  v  Schaaren  der  Gruppe  6r,  (wenn  wir  uns 
eben  solche  Schaaren,  die  schon  unter  anderen  enthalten  sind,  von 
vornherein  weggelassen  denken)  die  Anzahl  der  wesentlichen 
Parameter  gleich  r,  d.  h.  G  ist  mit  T  identisch. 

Sei  nun  T  irgend  eine  Transformation  von  (?;  betrachten  wir 
die  Transformationen 

T~lHT, 

so  ist  die  von   denselben  gebildete   Gruppe   auch   r-gliedrig   und   von 


38  IX.   Allgemeine  Gruppentheorie.   Kapitel  8. 

infinitesimalen  Transformationen  erzeugt,  sie  ist  also  mit  H  identisch, 
d.  h.  H  ist  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  von  G. 

Die  Gruppe  G  hat  also  die  folgende  Gestalt:  Sie  besteht  erstens 
aus  den  Transformationen  der  continuirlichen  Gruppe  H  und  ferner 
noch  aus  v  —  1  Schaaren  von  der  Form 

wo  T  7  T2,  ■  •  •  Tvl  Transformationen  bedeuten,  für  welche 

T-lHTx  =  H        o.=i,v..»-i) 
ist. 

Wir  behalten  die  Bezeichnung  continuirliche  Gruppe,  in  dem 
Sinne  wie  sie  in  der  Nr.  134  (S.  15)  eingeführt  wurde,  bei,  verstehen 
also  unter  einer  continuirlichen  Gruppe  stets  nur  eine  solche,  die  durch 
ein  System  von  Gleichungen,  welche  von  gewissen  stetig  veränder- 
lichen Parametern  abhängen,  definirt  wird.  Die  allgemeinen  Gruppen, 
zu  deren  Definition  v  >  1  Systeme  von  Gleichungen  erforderlich  sind, 
hat  man  wohl  auch  als  gemischte  Gruppen  bezeichnet;  wenn  es  sich 
darum  handeln  wird,  eine  derartige  Gruppe  etwa  im  Gegensatze  zu 
einer  abzählbaren  Gruppe  zu  charakterisiren,  so  werden  wir  einfach 
von  einer  Gruppe  sprechen,  die  continuirliche  Schaaren  von  Transfor- 
mationen enthält.  Die  charakteristische  Eigenschaft  einer  continuirlichen 
Gruppe  (mit  paarweise  inversen  Transformationen)  besteht  darin,  dass  sie 
aus  infinitesimalen  Transformationen  erzeugt  wird.  Diese  infinitesimalen 
Transformationen  spielen  für  die  betreffende  continuirliche  Gruppe  eine 
analoge  Rolle,  wie  für  eine  Gruppe  mit  endlicher  Basis  die  Elemente 
dieser  Basis.  Wir  heben  noch  ausdrücklich  hervor,  dass  eine  continuir- 
liche Gruppe  niemals  abzählbar  sein  kann,  es  sei  denn,  dass  sie  sich 
auf  die  identische  Transformation  reducirt. 


141.  Allgemeiner  Begriff  der  Invarianten  einer  continuirlichen  Gruppe. 

Transitivität  und  Intransitivität. 

Wenden  wir  die  bisher  erlangten  Ergebnisse  auf  die  lineare  Gruppe 
("tf  an,  die  durch  die  v  Transformati onsschaaren  (13)  (Nr.  136,  S.  22) 
definirt  worden  war,  so  ersehen  wir  also,  dass  die  Anzahlen  rv  r2,  •  •  •  r 
der  Parameter  einander  gleich,  etwa  gleich  r  sein  müssen,  und  dass 
eine  der  Gleichungen  (13)  eine  r-gliedrige  continuirliche  Gruppe  dar- 
stellt, die  von  r  infinitesimalen  Transformationen  erzeugt  wird.  Um 
nun  die  Beziehung,  in  der  die  Differentialfunction  JB(y),  von  der  wir 
ausgegangen  waren,  zu  der  Gruppe  &  steht,  darlegen  zu  können, 
wollen  wir  für  unsere  aus  den  v  allgemeinen  Transformationsschaaren 
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■:U)  rti  =  ff(yv  •  •  •  yB|Q«   •  •  •  a«)  (x  =  i,  V-) 

(i  =  l,  2,. ..») 

gebildete  Gruppe  6r  den  Begriff  der  Invariante  bez.  Differential- 
invariante  erörtern. 

Eine  Function  U(yv  yv  •  •  •  yn)  der  unbestimmten  Grössen  y  heisst 
eine  Invariante  von  6r,  wenn  für  die  durch  die  Gleichungen  (34) 
definirten  rj.  die  identische  Gleichung 

FfafVv  •'•  *l,)=U{yvyv  ---yj 

besteht.  Da  diese  Gleichung  auch  bestehen  muss,  wenn  die  rj.  aus  den 
y.  durch  eine  der  r  infinitesimalen  Transformationen  T£hf  hervorgehen, 
so  muss  jede  Invariante  von  G  den  r  partiellen  Differentialgleichungen 

Genüge  leisten. 

In  der  That  verwandelt  sich  (vergl.  Nr.  137,  S.  24)  eine  beliebige 
Function  /Yyj,  •  •  •  yn)  bei  Anwendung  der  infinitesimalen  Transformation 

in  den  Ausdruck 

f(yv  •-yn)  +  <K^  ly.  Kux,  -  •  •  y»)> 

so  dass  also  das  Bestehen  der  partiellen  Differentialgleichungen  (35) 
die  noth wendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür  darstellt,  dass  die 
Function  fiyv  •  •  •  y)  bei  den  infinitesimalen  Transformationen  Xhf 
und  folglich  bei  den  Transformationen  der  durch  diese  erzeugten, 
r-gliedrigen  continuirlichen  Gruppe  H  ungeändert  bleibt. 

Jede  Invariante  von  G  ist  offenbar  auch  eine  Invariante  von  1Z", 
aber  nicht  umgekehrt.  Verweilen  wir  also  einen  Augenblick  bei  der 
Betrachtung  der  invarianten  der  r- gliedrigen  von  der  infinitesimalen 
Transformation  JiJ  erzeugten  Gruppe  H. 

Soll  die  Gruppe  H  überhaupt  Invarianten  besitzen,  so  müssen  die 
partiellen  Differentialgleichungen  (35)  eine  Lösung  zulassen.  Aus  der 
Unabhängigkeit  der  infinitesimalen  Transformationen  Xkf  folgt 
natürlich  im  Allgemeinen  noch  nicht  die  Unabhängigkeit  der  Glei- 
chungen (35),  da  zwischen  den  ühf  sehr  wohl  eine  homogene  lineare 
Beziehung  mit  von  den  y  ,  •  •  yn  abhängigen  Coefficienten  bestehen 
™n,  ohne  dass  eine  solche  mit  von  den  y  ,  •  •  •  y  unabhängigen 
Coefficienten  statt  hat.  Seien  also  etwa  q  <  r  der  Gleichungen  (35) 
von  einander  unabhängig,  dann  bilden  dieselben  zufolge  der  zwischen 
11  ^hf  bestehenden  Relationen  (31)  (S.  34)  ein  ^-gliedriges  voll- 
ständiges System. 
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Wenn  (/<u  ist,  so  besitzt  dieses  vollständige  System  genau  n  —  q 
unabhängige  Lösungen 

ui(Vv  *  *  *  SÜ>    *  *  *     u—fov  '  '  '  #»)' 
Diese  sind  also  Invarianten  von  H,  und  jede  Invariante  von  H  lässt 
sich,  als  Lösung  jenes  vollständigen  Systems,  als  Function  dieser  n  —  q 
Invarianten    darstellen;    wir    sagen    darum,    die    letzteren    bilden    ein 
System  von  einander  unabhängiger  Invarianten  der  Gruppe  H. 

Ist  q  =  n,  so  besitzt  die  Gruppe  H  überhaupt  keine  Invariante; 
wir  können  dies  durch  einen  in  der  Gruppentheorie  sehr  bedeutsamen 
Terminus  noch  etwas  anders  ausdrücken. 

Zunächst  stellt  sich  die  Thatsache,  dass  die  Gleichungen  (35)  ein 
#-gliedriges  vollständiges  System  bilden,  so  dar,  dass  das  von  den 
Coefficienten  dieser  Gleichungen  gebildete  rechteckige  System 

vom  Range  q  ist.  Die  Gruppe  H  besitzt  also  dann  und  nur  dann 
keine  Invariante,  wenn  das  System  (36)  genau  vom  Range  n  ist. 

Die  Transformationen  von  H  lassen  sich  in  der  Form  schreiben 
(vergl.  S.  34,  Nr.  139) 

Ä=l  A=l g  =  l 

Bezeichnen  wir  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  für  einen  Augen- 
blick durch  O .,  so  werden  dieselben,  nach  einem  bekannten  Satze  von 
Jacob i,  dann  und  nur  dann  eine  Auflösung  nach  n  von  den  Para- 
metern /  ,  ?2,  •  •  •  lr  gestatten,  wenn  für  n  dieser  Grössen,  etwa 

l.  ,  l.  ,  •  •  •  l.  , 

die  nach  denselben  genommene  Functionaldeterminante  der  4>.  nicht 
identisch  verschwindet,  d.  h.  mit  andern  Worten,  wenn  das  rechteckige 
System 

(«»  G$     C:;i:::p 

genau  vom  Range  n  ist.     Für 

'.  =  '•  =  •  •  •  =  K  =  ° 

reducirt  sich  aber  dieses  System  auf  das  System  (36).  Wenn  also  der 
Rang  dieses  letzteren  gleich  n  ist,  so  gilt  das  Gleiche  für  das  System 
(37),  d.  h.  in  diesem  Falle  können  die  Gleichungen,  welche  die  Trans- 
formationen von  H  darstellen,  nach  n  von  den  Parametern  lh  aufgelöst 
werden. 
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Das  heisst  aber  mit  anderen  Worten:  für  ein  beliebiges  Werthe- 
system der  y.  und  ein  ebenfalls  beliebiges  Werthesystem  der  y  lässt 
sich  stets  ein  Werthesystem  (eventuell  auch  mehrere)  der  Parameter  der 
Gruppe  angeben,  welches  eine  Transformation  der  Gruppe  liefert,  durch 
die  diese  beiden  Werkhesysteme  yp  rj.  in  einander  übergehen;  es  giebt 
also,  allgemein  zu  reden,  stets  Transformationen  der  Gruppe,  die  einen 
beliebigen  Punkt  (yt)  der  w-fachen  complexen  Mannigfaltigkeit  in  einen 
beliebigen  anderen  Punkt  ebendieser  Mannigfaltigkeit  überführen.  Diese 
Eigenschaft  der  Gruppe  H  bezeichnet  man  dadurch,  dass  man  sagt, 
die  Gruppe  sei  transitiv,  im  entgegengesetzten  Falle,  d.  h.  wenn 
if  nicht  transitiv  ist,  heisst  sie  intransitiv. 

Der  Begriff  der  Transitivität  ist  zuerst  von  Cauchy  für  die  aus 
den  Permutationen  von  n  Elementen  gebildeten  Gruppen  eingeführt 
worden;  Cauchy  nennt  eine  solche  Gruppe  transitiv,  wenn  durch 
Anwendung  ihrer  Permutationen  jedes  Element  an  die  Stelle  jedes 
anderen  Elementes  treten  kann.  Insbesondere  heisst  die  Gruppe  w-fach 
transitiv,  wenn  ihre  Permutationen  es  ermöglichen,  m  beliebige  der 
«  Elemente  an  die  Stellen  von  m  beliebigen  anderen  zu  setzen. 

Entsprechend  dieser  letzteren  Bezeichnung  nennt  Herr  Lie  die 
Gruppe  II  einfach  transitiv,  wenn  es  im  Allgemeinen  auch  nur  eine 
Transformation  derselben  giebt,  die  einen  beliebigen  Punkt  (y.)  in  einen 
beliebigen  anderen  (rj.)  verwandelt,  d.  h.  also,  wenn  die  Anzahl  der 
Parameter  der  transitiven  Gruppe  genau  gleich  n  ist. 

Ist  die  Gruppe  H  intransitiv,  so  lassen  sich  aus  den  Definitions- 
gleiehungen  derselben  Beziehungen  zwischen  den  y.  und  den  rj.  her- 
zten, die  von  den  Parametern  unabhängig  sind.  Das  ist  stets  der 
Fall,  wenn  der  Rang  q  des  Systems  (36)  kleiner  ist  wie  n.  In  diesem 
Wie  ist,  da  der  Rang  von  (37)  nicht  kleiner  sein  kann  als  q,  die 
Anzahl  der  von  den  Parametern  der  Gruppe  und  von  einander  unab- 
hängigen Beziehungen  zwischen  den  y.  und  rj  y  die  sich  aus  den  Glei- 
chungen 0.  =  0  herleiten  lassen,  keinesfalls  grösser  wie  n  —  q.  Sie 
muss  aber  genau  gleich  n  —  q  sein,  denn  wir  kennen  ja  die  n  —  q 
unabhängigen  Invarianten  uv  •  •  •  un_(  der  Gruppe  H,  welche  die  n  —  q 
v°d  einander  und  von  den  Parametern  der  Gruppe  unabhängigen 
Gleichungen 

u*{xJv  '  •  •  Vn)  =  "*0?i>  "-Vn)         <*=i,  V    «-9) 
liefern.    Wir  erschliessen  also  den  Satz: 

Ist  die  r-gliedrige  continuirliche  Gruppe  H  transitiv,  so 
hat  sie  keine  Invarianten.  Ist  sie  intransitiv,  so  hat  sie  die 
gemeinsamen  Lösungen  der  partiellen  Differentialgleichungen 
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(35)  zu  Invarianten;  in  diesem  Falle  lassen  sich  aus  den  De- 
finitionsgleichungen der  Gruppe  gewisse  von  einander  unab- 
hängige Relationen  zwischen  den  y.  und  den  rj.  herleiten,  die 
auf  die  Form 

u*(Vv  - ' •  sü  =  uSnv  •-%) 

gebracht  werden  können.  Die  u  (y19  •  •  •  yn)  bilden  alsdann  ein 
System  unabhängiger  Lösungen  des  durch  die  Gleichungen 
(35)  bestimmten  vollständigen  Systems,  d.  h.  ein  System  von 
einander  unabhängiger  Invarianten. 


142.   Invarianten  einer  gemischten  Gruppe.     Differentialinvarianten. 

Wir  fragen  nun,  welche  Invarianten  von  H  zugleich  Invarianten 
von  G  sind. 

Da  alle  infinitesimalen  Transformationen  von  G  von  den  Xhf  ab- 
hängig sind,  so  verwandeln  sich  die  Hhf  bei  Anwendung  irgend  einer 
Transformation  von  G  in  lineare  homogene  Functionen  ihrer  selbst. 
Eine  Lösung  des  durch  die  Gleichungen  (35)  bestimmten  vollständigen 
Systems  muss  demnach  bei  Anwendung  irgend  einer  Transformation 
von  G  wieder  in  eine  Lösung  übergehen.  Also  verwandelt  sich  jedes 
ux^Jv  ' '  '  Vn)  m  eme  ^imction  der  n  —  q  Lösungen  uv  •  •  •  un_  .  Da 
aber  die  ux(yv  •  •  •  y  )  für  die  Gruppe  H  Invarianten  und  die  sämmt- 
lichen  Transformationen  von  G  in  der  Form 


H,     TXH,     T2H,  •       Tv_xH 

darstellbar  sind,  so  brauchen  wir  nur  die  Aenderungen  zu  betrachten, 
die  die  t*  ,  •  •  •  un_  bei  Anwendung  der  speciellen  Transformationen 
Tv  Tv  •  •  •  Tv_x  "erfahren. 

Möge  durch  T   die  Lösung  ui(yv  •  •  •  yn)  übergehen  in 

min(ui(y)>  •  -  •  un-g(y))> 

dann  bilden  die  v  Transformationen 

woselbst 

zu  nehmen  ist,  offenbar  eine  Gruppe,  wenn  wir  die  Functionszeichen  cd. 
als  Operationssymbole  auffassen.    Jede  Function  der  w  ,  w2,  •  •  •  u  __ 
die   bei    den    Operationen    dieser    Gruppe    ungeändert    bleibt, 
ist  dann  eine  Invariante  von  G. 


(x  =  0,l,..-  r-1), 
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Da  nicht  jede  continuirliche  Gruppe  Invarianten  hat,  so  ist  es 
Ton  Wichtigkeit,  den  Invariantenbegriff  zu  erweitern,  indem  man  die 
Differentialinvarianten  einführt.  Zu  dem  Ende  betrachten  wir  die 
y  yv  •  •  •  y%  als  Functionen  gewisser  unabhängiger  Variabein,  z.  B.  wie 
es  bei  unseren  auf  die  linearen  Differentialgleichungen  bezüglichen 
Untersuchungen  der  Fall  ist,  als  Functionen  der  einen  unabhängigen 
Variabein  x,  und  bilden  uns  zunächst  die  Ausdrücke,  die  die  Ab- 
leitungen der  rj.  durch  die  y.  und  deren  Ableitungen  darstellen. 

Wenn  wir  uns  der  Einfachheit  wegen  auf  die  Transformationen 
der  r-gliedrigen  continuirlichen  Gruppe  H  beschranken 

m  i,- f?(*v  ■  •  •  y:/i\  ■  ■  •  o")  - /f'o/io)    ('-».«.•■■•>. 

so  haben  wir  also  diese  Transformationsgleichungen  zu  differentiiren, 
(39)  ^==^-/', 

dx       ^J  oyx    dx  ' 

x  =  l 

dann  stellen    die    Gleichungen  (38),  (39)   zusammengenommen   Trans- 
formationen in  den  2n  Grössen 

Vi>  '  "  "  Vn>    dxJ'"    dx 
dar,  die,  wie  leicht  zu  beweisen   ist,   eine   von   den  r  infinitesimalen 
Transformationen 

hi        ^j  »h,  J.   ry.    i    ^Sj      dx     ^  dy. 


i  =  l  i  =  l  c    , 

dx 

erzeugte  r-gliedrige   Gruppe   bilden;    man  nennt  dieselbe   die  einmal 
erweiterte  Gruppe  H;  wir  wollen  sie  durch  Hll)  bezeichnen. 

Die  Zusammensetzung  von  /T1*  (Nr.  140,  S.  36)  ist  dieselbe, 
*ie  die  der  Gruppe  H,  die  Invarianten  von  B^^  heissen  Differential- 
m^arianten  erster  Ordnung  von  H.  Fahren  wir  so  fort,  indem 
wir  die  Differentialquotienten  der  rj.  etwa  bis  zur  Nien  Ordnung  bilden, 
80  erhalten  wir  eine  Gruppe  in  den  (N  -f-  l)n  Grössen 

dyt  dyn  dNy,  dNyn 

9l'         y"'     dx'  dx'  dxx '  dxn ' 

*•»  von  den  r  infinitesimalen  Transformationen 

(h  =  1,  2,  •  ■  •  r) 

erzeugt  wird.     Die  Invarianten  dieser,  wie  man  sich  ausdrückt,   durch 
Jf-malige    Erweiterung    von    H  erzielten    Gruppe   H{*)    sind    die 
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Lösungen  des  vollständigen  Systems,  welches  durch  die  partiellen 
Differentialgleichungen 

X^y— 0        (Ä  =  i,2,...r) 

i 

bestimmt  wird;  sie  sind  Differentialinvarianten  NUiT  Ordnung 
der  ursprünglichen  Gruppe  H,  und  man  übersieht,  dass,  da  N  stets  so 
gross  gewählt  werden  kann,  dass  die  Anzahl  der  Variabein  in  diesen 
Differentialgleichungen  grösser  ist  wie  r,  es  stets  möglich  ist  zu  einer 
gegebenen  r-gliedrigen  continuirlichen  Gruppe  Differentialinvarianten  zu 
finden,  indem  nämlich  für  hinreichend  grosses  N  eine  -JT-mal  erweiterte 
Gruppe  nothwendig  einmal  intransitiv  werden  muss. 

Für  die  allgemeine  lineare  Gruppe  L  ist  z.  B.  die  (n  —  1)  malige 
Erweiterung  Lin~1]  noch  transitiv,  die  n-malige  L  dagegen  intransitiv 
(vergl.  Nr.  135,  S.  17). 

Offenbar  ist  jede  Ableitung  einer  Differentialinvariante  nach  x 
selbst  wieder  eine  Differentialinvariante. 

Ebenso   wie  H  kann   nun   auch   G   selbst   beliebig   oft   erweitert 
werden;  die  Differentialinvarianten  NieT  Ordnung  der  iV-mal  erweiterten 
Gruppe  (r      werden  aus   den  Differentialinvarianten  von  ü^v)  in  ahn 
licher  Weise    ausgesondert,    wie    wir   es    für  die   Invarianten    von    fcr 
beziehungsweise  H  auseinandergesetzt  haben. 


Viertes  Kapitel. 

143.  Algebraische  Untergruppen  der  allgemeinen  linearen  Gruppe. 
Infinitesimale  Transformationen.  Algebraische  Differentialgleichungen 

für  rationale  Differentialfanctionen. 

Wir  nehmen  nunmehr  die  Untersuchung  der  rationalen  Diflerential- 
fiinction  R(y)  wieder  auf  und  können  jetzt  die  Beziehung  von  B(y) 
zu  der  durch  die  Gleichungen 

jß(y)  =  R(V) 

bestimmten  algebraischen  Untergruppe  &  der  allgemeinen  linearen 
Gruppe  L  dahin  charakterisiren,  dass  wir  sagen:  B(y)  ist  eine  Diffe- 
rentialinvariante (w —  l)ter  Ordnung  der  (n —  l)-mal  erweiterten  Gruppe 
@*_1),  wobei  allerdings  stets  vor  Augen  zu  halten  ist,  dass  der  Aus- 
druck jß(y)  noch  die  Invarianten  pv  -  -  -  p  der  Gruppe  L  nebst  deren 
Ableitungen  enthalten  kann. 

Die  Gleichungen,  welche  die  Gruppe  &  definiren,  seien 

x  =  l 

die  dem  j  =  1  entsprechende  Schaar  möge  die  in  &  enthaltene  r-glie- 
drige  continuirliche  Gruppe  !q  darstellen,  welche  von  infinitesimalen 
Transformationen 

3LJ  (Ä  =  l,2,    •    r) 

erzeugt  wird. 

Diese  infinitesimalen  Transformationen  sind  natürlich  linear,  denn 
sie  setzen  sich  aus  den  n  infinitesimalen  Transformationen  der  allge- 
meinen linearen  Gruppe  L}  d.  h.  aus  den 

K 
linear  mit  constanten  Coefficienten  zusammen.     Sei 


V*^  («,x=l,  2,        n) 


n  n 


cf 

XI  *?x 
t  =  l   x  =  l 


&  *>f-22fi>'%,    ("=1'v  ,)i' 
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dann  sind  also  die  im  allgemeinen  Falle  mit  ik{(yv  •  •  •  yn)  bezeichneten 
Functionen  einfach 

Die  infinitesimalen  Transformationen  der  (n  —  D-mal  erweiterten  Gruppe 
®(""1}  lauten 

(3)    *;-)f-22$*.%+22%%i};  +  - 


i  X  ' 

und  es  muss  demnach  B(y)  eine  Lösung  des  Systems  partieller  Diffe- 
rentialgleichungen 


i  x 


9*dy^         ^  dx*-1   gyj.— 1} 


=  0       (A  =  l,  2,-r) 


sein.  Dies  giebt  uns,  falls  die  Function  R(y)  gegeben  ist,  ein  Mittel 
an  die  Hand,  um  die  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppen  © 
beziehungsweise  §  zu  finden. 

Setzen  wir  nämlich  in  die  Gleichungen  (4)  für  f  die  Function 
U(y)  ein,  so  müssen  diese  Gleichungen  identisch  erfüllt  sein.  Soll  eine 
Gleichung  von  der  Form 

^7  ^i      f      dB    .       ,  dB    .  ,      («— i)      cB     \       A 

2 ze4y<  ** + y*  m  +  ■  •  • +  y-    i+-»r 

i  x  * 

identisch  erfüllt  sein,  so  liefert  dies  eine  gewisse  Anzahl  linearer  homo- 
gener Beziehungen  zwischen  den  e  .,  vermöge  deren  sich  eine  gewisse 
Anzahl  dieser  Constanten  durch  die  übrigen  willkürlich  bleibenden 
homogen  linear  darstellen  lässt.  Führen  wir  die  so  gewonnenen  e  . 
in  den  Ausdruck 

y  y*  y* bf 

^j  ^j   ****  cyi 


I  X 


ein,  so  stellt  derselbe  die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation 
von  ®  dar;  die  Factoren  der  willkürlich  gebliebenen  e  .  sind  die 
Symbole  der  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen,  welche 
die  Gruppe  §  erzeugen. 

Es  lassen  sich  aber  aus  den  partiellen  Differentialgleichungen  (4) 
noch  weitere  wichtige  Eigenschaften  der  Function  R(y)  ableiten;  wir 
müssen  zu  diesem  Zwecke  vorerst  nachweisen,  dass  jene  r  partiellen 
Differentialgleichungen  stets  unabhängig  von  einander  sind. 
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Wir  haben  bereits  in  der  Nr.  135  (S.  17  ff.)  das  System  von  par- 
tiellen Differentialgleichungen  erwähnt,  welches  durch  die  Differential- 
invarianten der  allgemeinen  linearen  Gruppe  L  befriedigt  wird. 

Die  n    von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 

y(n-l)/.  Cf      .  ,    C f      .  .        tn  —  1)        Cf 

*    ■      f=y  +V      o      .  +  '••  +  V  /        ,i  (i\x  =  l.  2, --n 

»,»     '         **  Cyt    '    **  dyi     '  '    yx         £y("— *) 

erzeugen  die  (n —  l)-mal  erweiterte  Gruppe  L(w-1),  und  die  Differential- 
gleichungen 

(5)  x(;-iy=o      (,-,x=:i,2,.-n) 

müssen  folglich  durch  jede  Invariante  von  l}n~~l)  befriedigt  werden. 
Diese  Differentialgleichungen  sind  offenbar  von  einander  unabhängig, 
denn  die  Determinante  ihrer  Coefficienten  ist  der  n**n  Potenz  der  De- 
terminante 

Fundamen talsystems  yv  y2,  •  •  •  yn  gleich.  Es  constituiren  folglich 
die  Gleichungen    (5)    ein    n  -gliedriges   vollständiges    System    in    den 


»  Variabein 


(n-1)  An-D 


,6)  Vi>  "Vny    Vi>  "m9m'f  '"Vi      \"-y\ 

woraus  wir  beiläufig  schliessen  können,  dass  es  keine  von  diesen 
Variabein  abhängige  Invariante  von  l}n~~l)  geben  könne,  ein  Satz, 
den  wir  schon  in  der  Nr.  135  (S.  17)  bewiesen  und  dort  so  aus- 
gesprochen haben,  dass  es  keine  Differentialinvariante  von  niedrigerer 
als  der  nten  Ordnung  der  Gruppe  L  giebt. 

Die  infinitesimalen  Transformationen  von  &{n~1]  sind  zufolge  der 
Weichungen  (2),  (3)  von  der  Form 

I  X 

u&d  da  dieselben  von  einander  unabhängig  sind,  so  ist  das  System  der 
r  »'  Elemente 

\   x  i  /  V,  x  =  1,  2,        nj 

genau  vom  Range  r.  Nun  sind  die  n  Gleichungen  (5)  von  einander 
abhängig,  also  gilt  das  Gleiche  auch  für  irgendwelche  r  dieser 
"Eichungen;  wir  erhalten  also  auch  r  unabhängige  Gleichungen,  wenn 
Wlr  mit  Hülfe  von  r  •  n  Grössen,  die  ein  System  vom  Range  r  con- 
stituiren, r  lineare  homogene  Verbindungen  der  Gleichungen  (5)  bilden. 
Es  sind  also  in  der  That  die  r  Gleichungen  (4)  von  einander 
abhängig,  dieselben  stellen  also  ein  genau  r-gliedriges  voll- 
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ständiges  System  von  partiellen  Differentialgleichungen  in 
den  n    Variabein  (6)  dar. 

Bilden  wir  nun  die  successiven  n  —  r  ersten  Ableitungen  der 
Differentialfunction  ü(y)  nach  x  und  ersetzen  in  den  so  entstehenden 
Ausdrücken  die  Ableitungen  der  yxJ  deren  Ordnung  höher  ist  als  die 
(n  —  l)te,  durch  ihre  Werthe  dargestellt  mit  Hülfe  der  (n  —  1)  ersten 
Ableitungen  und  der  pv  pv  -  •  -  pn  nebst  deren  Ableitungen,  so  sind 
die  so  entstehenden  Ausdrücke,  die  wir  der  Reihe  nach  durch 

*,(y),   *,(*),  •  •  •  «„«-fr) 

bezeichnen,  auch  Differentialin  Varianten  (»  —  l)ter  Ordnung  der  Gruppe 
©,  sie  befriedigen  also  ebenfalls  das  r-gliedrige  vollständige  System  (4). 
Dieses  System  besitzt  aber  genau  n  —  r  von  einander  unabhängige 
Lösungen,  durch  dieselben  müssen  sich  also  die  n  —  r  -f-  1  Lösungen 

B(t,),    B^y),  ■  ■  ■  Bnt_r(y) 

darstellen  lassen.  Bezeichnen  wir  die  Differentialfunction  R(y)  als 
Function  von  x  aufgefasst  durch  F,  so  ist 

(7)  %)=F,     *,<*)-£,••■  Ä^_r<jO-;£^; 

dx 

die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  enthalten  die  n  Grössen  (6)  nur 
in  w2  —  r  von  einander  unabhängigen  Verbindungen,  es  muss  folglich 
möglich  sein,  zwischen  den  Gleichungen  (7)  jene  w2  Grössen  zu  elimi- 
niren.     Sei 

(8)  •(**.- ;?-_,-;-• 

das  Resultat  dieser  Elimination,  wo  also  O  eine  ganze  rationale  Func- 
tion seiner  Argumente  bedeutet,  mit  Coefficienten,  die  sich  aus  den 
Pif  '  '  '  Pn  un(*  deren  Ableitungen  rational  zusammensetzen,  dann  stellt 
uns  die  Gleichung  (8)  eine  algebraische  Differentialgleichung 
(n2  —  r)ter  Ordnung  dar,  der  die  Function  R(y)  genügen  muss. 
Bei  der  Bildung  dieser  Differentialgleichung,  beziehungsweise  der 
Gleichungen  (7),  wurde  nur  die  Eigenschaft  der  yl7  y2,  •  •  •  yn,  der 
Differentialgleichung 

(9)      (-  *)  -B^yt—yj    =  »     +**        +  ' ' '  +  ^  =  ° 

Genüge  zu  leisten,  benutzt. 

Die  Differentialgleichung  (8)  wird  also  auch  befriedigt 
werden  durch  jede  Function,  die  aus 

V=B(y) 
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hervorgeht,  wenn  wir  für  yv  yi7  •  •  •  yn  irgendwelche  n  Lösungen 
der  linearen  Differentialgleichung  (9)  setzen,  d.  h.  also  durch 


wo 


^=2a^ 


(1  =  1,2, ...») 


x  =  l 


ist,  und  die  u.x  ganz  beliebige  Constanten,  auch  solche,  deren 
Determinante  verschwindet,  bedeuten  können. 


144.  Eigenschaften  der  algebraischen  Differentialgleichungen,  denen 
die  rationalen  Differentialfunctionen  Genüge  leisten. 

Wir  dürfen   offenbar  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung  (8), 
d.  h.  also  die  ganze  Function  <P,  als  eine  in  Bezug  auf  die  Grössen 

dV  dn*-rV 


V 

r>    dx> 


n" — r 


dx 

im  algebraischen  Sinne  irreductible  Function  betrachten;  denn  sollte 
sich  0  nicht  gleich  von  vorneherein  in  irreductibler  Form  ergeben, 
so  müsste  einer  der  irreductiblen  Factoren  von  O  für  V=  R(y)  ver- 
schwinden, und  da  die  Coefficienten  dieses  Factors  sich  rational  aus 
den  p  •  •  •  p  und  deren  Ableitungen  zusammensetzen,  so  würde  der- 
selbe auch  für   V  =  R(rf)  verschwinden,  wenn  die  Determinante 

\cc      '  (/,x  =  l,  V-«) 

der  [y  ]  mit  \rj  ]  verknüpfenden  Transformation  von  Null  verschieden 
ist.  Sofern  also  nur  solche  R(rf)  in  Betracht  kommen,  die  aus  R(y) 
durch  die  Transformationen  der  Gruppe  L  hervorgehen,  könnte  jener 
irreductible  Factor  an  Stelle  von  &  der  Untersuchung  zu  Grunde  ge- 
legt werden. 

Diejenigen  Integrale  i?(i?)  der  Differentialgleichung  (8),  für  welche 
die  Determinante  der  aix  verschwindet,  sind  in  gewisser  Weise  als 
singulare  Lösungen  von  (8)  aufzufassen;  wir  wollen  darum  jedes 
Integral  R(j£),  wo  die  ij  ,  •  •  •  rjn  ein  Fundamentalsystem  constituiren, 
"k  eine  nicht  singulare  Lösung  von  (8)  bezeichnen. 

Dann  ist  es  von  Wichtigkeit  zu  zeigen,  dass  eine  solche 
mcht  singulare  Lösung  keiner  algebraischen  Differential- 
gleichung von  niedrigerer  als  der  (n  —  rf*n  Ordnung  genügen 
kann,  deren  Coefficienten  ebenso  wie  die  von  (8)  rational  in 
den  pv  . .  .  p    und  deren  Ableitungen  sind. 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    II.  4 
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Zunächst  ist  klar,  dass,  wenn  eine  nicht  singulare  Lösung  von  (£ 
einer  Differentialgleichung  von  niedrigerer  als  der  (n  —  r)*611  Ordnun 
Genüge  leisten  würde,  diese  Differentialgleichung  zu  Folge  der  Unve: 
änderlichkeit  ihrer  Coefficienten  bei  den  Transformationen  von  L  auc 
durch  die  allgemeinste  nicht  singulare  Lösung  R(rj)  befriedigt  werde 
müsste.  Nun  lässt  sich  aber  leicht  einsehen,  dass  diese  allgemeinst 
Lösung 

X(v),    !«„:  +  o, 

genau  von  (n  — r)  wesentlichen  Parametern  abhängt.  Es  gilt  nämlic 
ganz  allgemein  der  folgende  von  Herrn  Vessiot  herrührende  Satz: 

Setzt  man  in  eine  Function  B(yv  y%}  •  •  •  yj  an  die  Stell 
der  yl9  - '  -  yn  die  aus  denselben  durch  die  allgemeinste  Trans 
formation 

(10)  Vi  =  ffa,  9V'"  JfJOj,  os?  •  •  •  ak) 

einer  p-gliedrigen  Gruppe  hervorgehenden  transformirte 
Grössen  i]v  •  •  rjn  ein,  so  hängt  der  Ausdruck  B(rjl9  •  •  •  rjn 
genau  von  q  —  r  wesentlichen  Parametern  ab,  wenn  H(y)  b€ 
r  von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Transforma 
tionen   der  Gruppe  (10)  ungeändert  bleibt. 

Seien  in  der  That 

r/-JjU*,.  ••■*.)  |£      <»='.*.<> 

q  unabhängige  infinitesimale  Transformationen,  die  die  Gruppe  (10 
erzeugen,  und  möge  R(x)  bei  den  r<p  infinitesimalen  Transformatione: 


(")  J\*v 


te  =  l,2,        r), 
yn       «» 


wo  die  e  .    Constanten  bedeuten,  ungeändert  bleiben;  dann  ist  also 


h  =  1  i (B  1  ' 

und  da  zufolge  der  in  der  Nr.  138  (S.  29)  bewiesenen  Sätze 

Mit»  •■■%)  -,£«,.(«.. fl*>  •  •  •  V  n      fi=::l;:::9 


*=i 


sein   inuss,    wo   die    a  x  wohlbestimrate  Functionen    der   o  ,  0^,  •  •  •  a 
bedeuten,  so  haben  wir 
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1  =  1  X  =  l  1  =  1 

Da  aber  ferner 


cB(j)  =  <STlrcB(r})  £^ 
^ax         ^f     £*}{     £ax 


i  =  i 


$ 


•f.-2' «*,(fli»  a*>  •  •  •  %)  hr1  -  °     <*-»•*•■■•■>• 


ist,  (wir  nehmen  der  Einfachheit  wegen  an,  dass  R(y)  eine  Function 
der  ylf  yi9  •  •  •  yn  allein  sei;  sollte  es  noch  von  den  Ableitungen  der 
yp  •  •  •  ym  abhängen,  so  wären  die  analogen  Betrachtungen  für  die  er- 
weiterte Gruppe  (10)  anzustellen),  so  ergiebt  sich  endlich 

>'  «.     ( Q.  .    <L.    •   •  •    tt    )  -rr-^ 
A=l  x=l 

Diese   partiellen  Differentialgleichungen    sind  von    einander  unab- 
hängig, denn  die  Determinante 

]«**(«!>   '  "   «,)  <A,x  =  l,2,...V) 

ist  von  Null  verschieden  und  das  System  der 

(effk)  (j/  =  l,2,         r;     A  =  l,  3,  • -^ 

ist  Tom  Range  r,  wenn  eben  die  infinitesimalen  Transformationen  (11) 
ton  einander  unabhängig  sind.  Die  Function  R(r})  befriedigt  also, 
wenn  jf?(y)  bei  r  von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  (Hgliedrigen  Gruppe  (10)  ungeändert  bleibt,  als  Func- 
tion der  Qj,  o2,  •  •  •  Qt  aufgefasst  r  lineare  von  einander  unabhängige 
partielle  Differentialgleichungen,  und  man  übersieht  auch  sofort,  dass 
wngekehrt,  wenn  R(rj)  solche  r  partielle  Differentialgleichungen  erfüllt, 
ebensoviele  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
der  Gruppe  (10)  vorhanden  sein  müssen,  bei  deren  Anwendung  R(y) 
sich  nicht  verändert.  Nach  einer  in  der  Nr.  134  (S.  14)  gemachten 
Bemerkung  hängt  aber  eine  Function  der  q19  •  •  •  d)7  die  r  von  einander 
unabhängige  lineare  partielle  Differentialgleichungen  erfüllt,  von  genau 
P—  r  Functionen  dieser  alf  •  •  •  a  wesentlich  ab,  und  umgekehrt;  unsere 
Behauptung  ist  sonach  als  bewiesen  anzusehen. 
Es  hängt  also  der  Ausdruck 

von  genau  n  —  r  wesentlichen  Parametern  ab,  da  R(y)  bei  den  r  in- 
finitesimalen Transformationen  von  &  beziehungsweise  §  ungeändert 
bleibt;  diese  Parameter  spielen,  wenn  man  R(rj)  als  Lösung  der  Differen- 
tialgleichung (8)  auffasst,  die  Rolle  von  willkürlichen  Constanten. 
Eine  Function  von  x,  die  n*  —  r  willkürliche  Constanten  enthält,  kann 
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aber  keiner  Differentialgleichung  von  niedrigerer  als  der  (n*  —  r)*-* 
Ordnung  genügen,  es  hat  also  die  Differentialgleichung  (8)  keines  ihrer 
nicht  singiüären  Integrale  mit  einer  Differentialgleichung  von  niedrigerer 
Ordnung  und  vom  selben  Charakter  (so  drücken  wir  uns  kurz  aus, 
um  hervorzuheben,  dass  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  In- 
varianten der  linearen  Gruppe  L  sind)  gemein. 

145.  Bationale  Differentialfunctionen,  die  zur  selben  Gruppe  gehören. 

Denken  wir  uns  für  eine  Differentialfunction  R(y)  die  successiven 
n  ersten  Ableitungen  gebildet  und  aus  diesen  die  Ableitungen  der 
Vif  V*j  '  '  *  Vnj  deren  Ordnungszahl  grösser  ist  wie  n  —  1,  weggeschafft; 
bezeichnen  wir  diese  Ausdrücke  durch 

Rx(y)        <x=i,ä,...»*), 
so  ist  also,  wenn  wir  R(y)  als  Function  von  x  gleich  V  setzen, 

(12)  V=  B(y),    g=  B,(jf),  •  •  •  ~  -  -MiO- 

Cf  *c 

Aus  diesen  n  -j-  1  Gleichungen,  die  jedenfalls  mit  einander  vertraglich 
sein  müssen,  lassen  sich  die  n"  Grössen 


nx\  dyi  -Vn  *     Vl  —-1* 

KLÖ)  Vv  '  '  '  yn>     dx  >  "  '    dx '  >  '  "    dx*-1  '  "  "    dxn~l 

allemal  eliminiren;  es  wird  sich  aber  im  Allgemeinen  ereignen  können, 
dass  schon  die  s  -f-  1  ersten  dieser  Gleichungen  eine  Elimination  jener 
n  Grössen  gestatten,  und  dann  genügt  R(y)  einer  algebraischen  Diffe- 
rentialgleichung steT  Ordnung  vom  selben  Charakter  wie  (8).  Es  muss 
also  die  kleinste  Zahl,  für  welche  eine  solche  Elimination  möglich  ist, 
mit  n  —  r  übereinstimmen,  und  wir  können  somit  auf  Grund  unserer 
bisherigen  Untersuchungen  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

Bedeutet  s  die  kleinste  Zahl,  für  welche  aus  den  s  +  1 
ersten  der  Gleichungen  (12)  eine  Elimination  der  sämmt- 
lichen  n"  Grössen  (13)  möglich  ist,  so  hängt  die  Function 

woselbst 


w 


v.  =  ^cc.  y,     I«.  1=1=0        (/,«=i,st-  -n) 

x  =  l 

ist,  von  genau  s  wesentlichen  Parametern  ab,  und  die  durch 
die  Gleichung 

JHjf)  =  K(ri) 
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definirte  algebraische  Untergruppe  der  allgemeinen  linearen 
Grnppe  L  enthält  genau  n  — s  von  einander  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen. 

Daraus,  dass  R(y)  keiner  Differentialgleichung  von  niedrigerer  als 
der  (n  —  r)Un  Ordnung  genügen  kann,  schliessen  wir  nunmehr,  dass 
die  n*  —  r  Functionen 

(14)  Sdf),    B&),  ■  ■  ■  *„,_,_,(*) 

ein  System  unabhängiger  Lösungen  des  vollständigen  Systems  (4) 
(S.  46)  bilden.  Es  lässt  sich  folglich  jede  Lösung  dieses  vollständigen 
Systems  als  Function  der  Lösungen  (14)  darstellen.  Die  Lösungen 
Ton  (4)  sind  aber  nichts  anderes  als  die  Differentialinvarianten  (n  —  l)ter 
Ordnung  der  von  den  r  infinitesimalen  Transformationen  Hhf  (*  =  i,a, •••*•) 
erzeugten  Gruppe  $.  Bedeutet  also  S{yv  y2,  •  •  •  y  )  eine  rationale 
Differentialfunction,  die  bei  den  Transformationen  von  ^  ungeändert 
bleibt,  so  ist  S  als  Function  der  Lösungen  (14),  und  zwar  offenbar 
als  algebraische  Function  derselben  darstellbar. 

Falls  S  nur  die  Transformationen  der  r-gliedrigen  Gruppe  £,  nicht 
aber  die  der  gesammten  Gruppe  &  zulässt,  kann  der  algebraische  Aus- 
druck von  S  durch  die  Functionen  (14)  auch  nicht  mit  Zuhilfenahme 
der  durch  die  Gleichung  (8)  definirten  Irrationalität 

<r*-rv 


dxn2~r 


auf  eine  rationale  Form  gebracht  werden. 

Wenn  dagegen  die*  rationale  Differentialfunction  S  bei 
allen  Transformationen  von  ©  ungeändert  bleibt,  so  lässt 
sich  S  als  rationale  Function  von  U(y)  und  seinen  Ableitungen 
sowie  von  den  p  7  p2,  •  •  •  pn  nebst  deren  Ableitungen  darstellen. 

Man  könnte  dies  dadurch  beweisen,  dass  man  annimmt,  die  Func- 
tionen y  •  •  •  yn  von  x  seien  als  eindeutige  Functionen  gegeben;  dann 
mü&te  nämlich  einem  zu  einem  bestimmten  #-Werthe  gehörigen  Werthe- 
system  von  R(y)  und  seinen  Ableitungen  auch  ein  einziger  Werth  von 
S(y)  entsprechen;  wir  wollen  den  Beweis  aber  etwas  schärfer  fassen, 
indem  wir  mit  Herrn  Vessiot  direct  auf  die  Differentialgleichungen 
zurückgreifen,  denen  die  Functionen  S(y)  und  B(y)  Genüge  leisten. 

Bilden  wir  (vergl.  S.  52)  die  Differentialgleichung  niedrigster  Ord- 
nung, der  S(yl9  yv  •  •  •  y  )  genügt.     Sei  dieselbe 

0{S)  =  0, 

wo  ^(S^  eine  ganze  rationale  Function  bedeutet,   die  in  Bezug  auf  S 
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und  seine  Ableitungen  im  algebraischen  Sinne  irreductibel  ist.     Da 
wird  diese  Differentialgleichung  auch  befriedigt  durch 

wenn  wir,  wie  gewöhnlich,  durch  r\v  rjv  •  •  -  r}n  ein  beliebiges  Syst 
von  Integralen  der  Differentialgleichung  (9)  (S.  48)  bezeichnen. 
Bedeute  nun  u  eine  unbestimmte  Function  von  x  und  sei 

W=  uB(yv  y2,  •  •  •  yn)  +  S(riv  rj2,  ■ . .  ^), 
so  genügt  W  der  Differentialgleichung 

(15)  *(  W  -  uBült9v  ■■■yn))=  0. 

Bilden  wir  andererseits  die  Differentialgleichung  niedrigster  0 
nung,  der  die  Function 

W  =  uE(filf  •  •  •  O  +  S(rlv  '  *  *  ^«) 
Gentige  leistet, 

(16)  V(W)  =  0, 

so  müssen  die  gemeinsamen  Lösungen  der  Differentialgleichungen  ( 
und  (16)  die  Gleichung 

«s(y„  •  •  •  sO  +  S(yp  •••*„)  =  m^(^!,  •  •  •  %)  +  S(^,  •  •  •  i?J 

erfüllen,  wo  y17  •  •  •  yn  ein  bestimmtes  Fundamentalsystem  von  (9) 
deutet.     Es  muss  also,  da  u  eine  Unbestimmte  ist, 

R(y19  •••  JÜ  =  BG»i»  •••  17J, 

£(&»  •••  ij8-^!»  •'•  *ü 

sein.     Da  aber  S  und  JJ  bei  denselben  Transformationen  der  line« 
Gruppe  L  ungeändert  bleiben,  muss  allemal,  wenn 

ü(yv  "  yJ  =  R(rii>  -  ■  •  *0 

ist,  auch 

8(9i>  '"  »«) -=  ^(fli»  •"•  O 

sein,  so  dass  also  die  Gleichungen  (15),  (16)  nur  das  eine  gemein» 
Integral 

WQ  =  uB(yv  yv...  yn)  -f  5(y17  y3,  •  .  .  yj 

besitzen  können.     Um    hieraus   den  zu    beweisenden   Satz   erschüft 
zu   können,  müssen  wir  einen  allgemeinen   Satz  aus  der  Theorie 
Differentialgleichungen  kennen  lernen. 
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146.  Allgemeine  Sätse  über  Differentialgleichungen.     Sata,  der  dem 

Theoreme  des  Lagrange  analog  ist. 

Wir  behaupten  zuvorderst: 

Wenn  zwei  algebraische  Differentialgleichungen  ein  und 
nur  ein  particiliares  Integral  mit  einander  gemein  haben,  so 
ist  dasselbe  nothwendig  eine  algebraische  Function. 

Dieser  Satz  ist  ein  besonderer  Fall  des  folgenden  allgemeinen  von 
Herrn  Koenigsberger  herrührenden  Satzes: 

Hat  eine  algebraische  Differentialgleichung  /t**'  Ordnung 

(I)  F(z,  z,  *',...  z^)  =  0 

mit  einer  Differentialgleichung  von  niedrigerer,  etwa  mUT 
Ordnung  (m  <  p) 

ill)  /•(*,  z,  z',..-  z(m))  =  0, 

die  in  Bezug  auf  z{m)  im  algebraischen  Sinne  irreductibel  ist, 
ein  Integral  gemein,  welches  keiner  Differentialgleichung 
Ton  noch  niedrigerer  Ordnung  genügt,  so  befriedigen  die 
sämmtlichen  Lösungen  von  (II)  die  Differentialgleichung  (I). 

In  der  That  ergiebt  sich  aus  (II)  durch  Differentiation 

(Uli  II     SlK)  =  /*  (X     Zy  Z'     .  .  .    >'>)  («-»+!,  m+S  ••-,,), 

r,  Jm)  '  x-     '      f       i 

wo  fMlx,  z,  z',  -  -  -  zm )  eine  ganze  rationale  Function  seiner  Argumente 
bedeutet;  wenn  wir  also  durch  zl  das  den  Differentialgleichungen  (I) 
Ufld  (II)  gemeinsame  Integral  bezeichnen,  so  werden  die  Ableitungen 
vo&  2V  deren  Ordnung  höher  ist  als  die  mte,  durch  die  Formeln  (III) 
■k  rationale  Functionen  der  m  ersten  Ableitungen  gegeben,  da  der 
Factor  von  zlx) 

IL 

der  in  Bezug  auf  z{m)  von  niedrigerem  Grade  ist  wie  die  linke  Seite 
V°Q  (II),  für  z  =  zt  nicht  verschwinden  kann. 

Wäre  dies  nämlich  der  Fall,  so  müsste  sich,  indem  man  auf 
/*(*,  :,  *',--.  zUn))  und 

IL 

cz^9 

*»  ganze  Functionen  von  2(m)  aufgefasst,  das  Verfahren  zur  Aufsuchung 
des  grössten  gemeinsamen  Theilers  anwendet,  entweder  eine  Differential- 
gleichung von  niedrigerer  als  der  mten  Ordnung  ergeben,  der  z   genügt, 
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oder  es  müsste  f(x,  zf  •  •  •  z{m))  in  Factoren  zerfallen,  die  in  Bezug  auf 
z  ganze  rationale  Functionen  sind;  beides  würde  aber  gegen  die 
gemachten  Annahmen  Verstössen. 

Setzen  wir  die  sich  aus  (III)  ergebenden  Werthe  von 

Z  y  Z  y        '     '     «        Z 

in  (I)  ein,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung  von  der  Form 

*(*,  z,  ,',...  /"')  =  0, 

die  für  z  =  zl  befriedigt  werden  muss.    Diese  darf  mit  (II)  zusammen 

eine  Elimination  von  z{m)  nicht  gestatten,  da  sonst  zt  einer  Differential— 
gleichung  von  niedrigerer  als  der  wten  Ordnung  genügen  würde;  ebenso- 
wenig kann  O  in  Bezug  auf  z  von  niedrigerem  Grade  sein  als  /l 
Also  muss  zufolge  von  bekannten  Sätzen  der  Algebra 

*(*,  t,  ■  ■  ■  z(m))  =  f(z,  z,  ■  ■  ■  zlm))  V{x,  z,.-.  z(m) 

sein,  wo  V  ebenso  wie  O  eine  ganze  rationale  Function  seiner  Argu- 
mente bedeutet.  Also  verschwindet  &  für  alle  Lösungen  der  Differen- 
tialgleichung (II),  und  folglich  befriedigen  auch   diejenigen  Lösungen 

von  (II),  die  nicht 

ci 


dz{m) 


zu  Null  machen,  d.  h.  die  nicht  singulare  Integrale  (im  gewöhnlichen 
Sinne)  sind,  die  Differentialgleichung  (I). 

Hat    nun    eine    Differentialgleichung    von    der   Form   (I)    mit    der 
Differentialgleichung  vter  Ordnung 

(IV)  G(x,  z,  z',-..  zir))  =  0 

ein  und  nur  ein  particiliares  Integral  zl  gemein,  so  muss  es  eine  Diffe- 
rentialgleichung niedrigster  Ordnung,  die  in  Bezug  auf  die  höchste  in 
derselben  auftretende  Ableitung  in  algebraischem  Sinne  irreductibel  ist, 
geben,  der  dieses  Integral  zx  Genüge  leistet;  sei  dies  die  Differential- 
gleichung (II).  Dann  sind  also  die  sämmtlichen  Integrale  von  (II) 
sowohl  Integrale  von  (I)  als  auch  von  (IV),  d.  b.  sie  sind  gemeinsame 
Lösungen  dieser  beiden  Differentialgleichungen.  Also  muss  die  Diffe- 
rentialgleichung (II)  von  der  nullten  Ordnung,  d.  h.  eine  algebraische 
Gleichung  sein;  die  gemeinsame  Lösung  zv  ist  demnach,  wie  behauptet 
wurde,  eine  algebraische  Function. 

Wenden  wir  dies  auf  die  Untersuchung  der  Nr.  145  (S.  54)  an,  so 
schliessen  wir  also,  dass  llr0  eine  algebraische  Function  der  Coefficienten 
der  Differentialgleichungen  (15),  (16)  sein  müsse.  Da  aber  ferner, 
wenn  yv  yv  •  •  •  yn  als  eindeutige  Functionen  von  x  gewählt  werden, 
sowohl  R(y)  als  auch  S(y)  eindeutige  Functionen  von  x  sind,  so  muss 
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die  algebraische  Gleichung  für   WQ  vom  ersten   Grade,  d.  h.  W0  eine 

rationale  Function  der  Coefficienten  der  Gleichungen  (15),  (16)  sein. 

Es  ist  also  W0  und  folglich  auch  S(yt,  •  •  •  yn)  eine  rationale  Function 

von  B(ylf  •  •  •  //J  und  seinen  successiven  Ableitungen,  d.  h.   da  R(y) 

der  Differentialgleichung  (8)  genügt,  eine  rationale  Function  der  durch 

die  Gleichung  (8)  mit  einander  verknüpften  Grössen 

*&)>   *,&)>  •  •  •  3.,_rG0, 

mit  Coefficienten,  die  noch  von  den  pv  •••/>„  nebst  deren  Ableitungen 
abhängen. 

Dieses  Ergebniss  entspricht  dem  Lagrange 'sehen  Theoreme  von 
den  ähnlichen  Functionen  in  der  Algebra,  demzufolge  eine  rationale 
Function  der  n  Unbestimmten   #,,  x09  •  •  •  x  ,    die    bei    derselben  Per- 

1"  2'  *> 

mntationsgruppe  ungeändert  bleibt,  wie  eine  andere  rationale  Function 
R(/p  •  •  •  xj  dieser  Unbestimmten  sich  rational  durch  R  und  die 
elementaren  symmetrischen  Functionen  darstellen  lässt.  Wir  können 
auch  sofort  den  folgenden  einer  bekannten  Verallgemeinerung  des 
Lagrange'schen  Theorems  entsprechenden  Satz  beweisen: 

Wenn  die  rationale  Differentialfunction  S(yl7  yi}  •  •  •  yn) 
hei  denjenigen  Transformationen  ungeändert  bleibt,  welche 
den  Gruppen,  die  beziehungsweise  die  Differentialfunctionen 

^i(y)>  -Rj(y)>  ' " "  -^*G/)  ungeändert  lassen,  gemeinsam  sind,  so 
ist  S(y)  rational  durch  die 

und  deren  Ableitungen  darstellbar. 
Bilden  wir  nämlich  den  Ausdruck 

B(y)  =  uAk,)  +  u.B^j)  +  •  ■  •  +  «AG>)> 

*o  die  ttj,  m2,  •  •  nx  unbestimmte  Functionen  von  x  bedeuten,  so  bleibt 
%)  bei  den  Transformationen  der  Gruppe,  die  diesen  Ausdruck  un- 
ftöndert  lässt,  ebenfalls  ungeändert,  und  hierdurch  ist  der  zu  be- 
weisende Satz  auf  den  bereits  bewiesenen  (S.  53)  zurückgeführt. 


Fünftes  Kapitel. 

147.   Besolventen.     Insbesondere  solche,  die  ausgezeichneten 
Untergruppen   entsprechen.      Empfindliche   Function.      Picard'sohe 

Besolvente. 

Wir  können  die  Differentialgleichung  niedrigster  Ordnung,  der 
eine  rationale  Differentialfunction  R(yv  y2,  •  •  •  yn)  genügt,  unter  An- 
wendung einer  in  der  Algebra  gebräuchlichen  Terminologie  als  eine 
Resolvente  der  linearen  Differentialgleichung  (9)  (S.  48)  bezeichnen 
(vergl.  Nr.  136,  S.  19).  Die  Natur  dieser  Resolvente  hängt  offenbar 
wesentlich  von  der  Beschaffenheit  der  Transformationsgruppe  ©  ab, 
die  R(y)  unverändert  lässt. 

In  der  Algebra  spielen  bekanntlich  diejenigen  Resolventen  einer 
Gleichung  eine  besonders  wichtige  Rolle,  für  welche  die  Permutations- 
gruppe der  der  Resolvente  genügenden  Function  eine  ausgezeichnete 
Untergruppe  der  symmetrischen  Gruppe  aller  w!  Permutationen  ist. 
Wir  wollen  hier  das  analoge  Verhalten  für  die  Gruppe  ®  voraus- 
setzen, d.h.  rationale  Differentialfunctionen  untersuchen,  deren 
Gruppe  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  der  allgemeinen 
linearen  Gruppe  L  ist. 

Hat  man  allgemein  eine  rationale  Differentialfunction  R(jflfyv"-yil) 
und  bedeutet  §  die  Gruppe  linearer  Transformationen,  bei  deren  An- 
wendung R(y)  umgeändert  bleibt,  geht  ferner  das  Fundamentalsystem 
f.1?«]  aus  [yj  durch  die  nicht  zur  Gruppe  !q  gehörige  lineare  Sub- 
stitution T  hervor,  d.  h.  ist 

[i„i  -  *Tja 

so   bleibt   die   Function   R(fj)   bei    den    Transformationen    der   mit   !q 
gleichberechtigten  Untergruppe  (vergl.  S.  36,  Nr.  140)    . 

ungeändert. 

Denn  sei,  in  leichtverständlicher  Schreibweise, 

R(V)  =  R(Ty)  =  B(y) , 
so  ist  offenbar 
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Sei  nun 

(IT)  ®(F)  =  0 

die  Differentialgleichung  niedrigster  Ordnung,  der  R(y)  genügt,  so  sind 

die  übrigen   nicht  singulären  Integrale   dieser  Differentialgleichung  in 

der  Form 

R(ij)  =  B(Ty) 

enthalten,  wenn  wir  jetzt  durch  T  die  allgemeinste  lineare  Transforma- 
tion mit  nicht  verschwindender  Determinante  bezeichnen.  Die  den- 
selben entsprechenden  Transformationsgruppen  sind  also  die  sämmtlichen 
mit  §  gleichberechtigten  Untergruppen 

der  allgemeinen  linearen  Gruppe  L. 

Ist  §  innerhalb  L  ausgezeichnet,  d.  h.  stimmen  alle  zu  §  gleich- 
berechtigten Untergruppen  mit  $  selbst  überein,  so  ist  jedes  R(rf) 
eine  Function,  die  dieselbe  Gruppe  zulässt  wie  R(y)  selbst;  es  ist 
folglich  je.des  R(rf)  eine  rationale  Function  von  R(y)  und 
«einen  successiven  Ableitungen  mit  Coefficienten,  die  sich 
rational  aus  den  p  9  pv  •  •  •  pn  nebst  deren  Ableitungen  zu- 
sammensetzen. 

Die  identische  Transformation  ist  in  L  offenbar  als  ausgezeichnete 
Untergruppe  enthalten;  die  soeben  für  R(y)  hervorgehobene  Eigen- 
schaft wird  also  sicherlich  einer  solchen  Differentialfunction  zukommen, 
deren  Gruppe  nur  aus  der  identischen  Transformation  besteht,  d.  h. 
e*ner  Function,  die  sich  bei  allen  linearen  Transformationen  verändert. 
Eine  so  beschaffene  Function  spielt  in  unserer  Theorie  die  analoge 
Rolle,  wie  die  von  Galois  eingeführte  sogenannte  empfindliche 
Function  in  der  Algebra;  wir  wollen  auch  dieselbe  Bezeichnung  für 
die  von  uns  zu  betrachtenden  Functionen  beibehalten. 

Sei  also  i?(//)  eine  empfindliche  Function.  Dann  ist  die  früher  mit 
r  bezeichnete  Zahl  gleich  Null,  also  sind  nach  dem  Satze  der  Nr.  145 
'§•  52)  die  w2  +  1  Gleichungen  (12)  von  einander  unabhängig  in  dem 
Sinne,  dass  wir  etwa  aus  den  n  ersten  derselben  die  Grössen  (13) 
ausrechnen  können,  und  dass  dann  diese  Werthe  in  die  letzte  Gleichung 
eingesetzt  die  Differentialgleichung  von  der  Ordnung  n  ergeben,  der 
*e  Function  R(y)  genügt. 

Die  Berechnung  der  Grössen  (13)  muss  aber  überdies  auf  ein- 
deutige Weise  erfolgen  können.  Denn  ergäben  sich  zwei  verschiedene 
" erthesysteme  dieser  Grössen,  so  müssten  dieselben  zunächst  offenbar 
durch  eine  (n  —  l)-mal  erweiterte  Transformation  der  Gruppe  L  aus 
einander   hervorgehen    und    R(y)    müsste    bei    dieser    Transformation 
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ungeändert  bleiben.  Also  ergeben  sich  die  Grössen  (13)  nothwendig  als 
rationale  Functionen  von  R(y)  und  seinen  successiven  Ableitungen  mit 
Coefficienten,  die  von  den  pv  •  •  •  pn  nebst  deren  Ableitungen  rational 
abhängen,  d.  h.  wir  haben  den  einem  bekannten  Satze  der  Algebra 
analogen  Satz: 

Eine  empfindliche  Function  R(y),  d.  h.  eine  solche,  die 
bei  keiner  linearen  Transformation  der  y  9  y%J  •  •  •  yn  un- 
geändert bleibt,  genügt  einer  Differentialgleichung  von  der 
Ordnung  n  ;  jede  nicht  singulare  Lösung  derselben  lässt  sich 
ebenso  wie  die  yv  yv  •  •  •  yn  und  deren  Ableitungen  durch  R(}/), 
seine  Ableitungen,  die  pv  pv  ••  •  pn  und  deren  Ableitungen 
rational  darstellen. 

Ein  Beispiel  einer  empfindlichen  Function  liefert  der  von  Herm_ 
Picard  betrachtete  Ausdruck 

X  =  l  X=l  X  =sl 

in  welchem   die  A.x  (»=o,  i,     *)  willkürliche  (unbestimmte)  Functionen 

von  x  bedeuten.  Differentiiren  wir  denselben  (n  —  l)-mal  nach  x 
und  schaffen  die  Ableitungen  von  höherer  als  der  (n  —  l)*6*  Ordnung 
der  yv  y2,  •  •  •  yn  mit  Hülfe  der  Differentialgleichung  (9)  weg,  so  er- 

halten  wir  n  lineare  Gleichungen  für  die  n  Grössen  (13),  aus  denen 
sich  diese  Grössen  in  der  Form 

/1Q\  (0  11     i  dVi    I  i  d*  -1U 

(18)  yx}  =  wxilU  +  wxii  —  +  ...  +  wxin%  —j-^ 

/x=l,2,        n       \ 
\.  =  0,1,        n-l)  > 

also  in  diesem  Falle  als  lineare  Functionen  von  U  und  seinen  Ab- 
leitungen berechnen  lassen,  wo  die  Coefficienten  wxil  sich  aus  den  A.  , 
deren  Ableitungen,  sowie  den  pv  pv  •  •  •  pn  nebst  deren  Ableitungen 
rational  zusammensetzen.  Fügt  man  noch  die  Ableitung  der  Ordnung 
n*  von  U  hinzu,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  in  dieselbe  die  gefundenen 
Werthe  der  y{x  einführt,  die  Differentialgleichung  von  der  Ordnung  n* , 
der  U  genügt,  und  zwar  ist  dies  in  diesem  Falle  eine  lineare  homo- 
gene Differentialgleichung 

(19)  ^iJ  +  Wi^Z^  +  ...  +  WnSU  =  0. 

dxn  dxn  -1 

Wir  nennen  dieselbe  die  Picard'sche  Resolvente  der  Differen- 
tialgleichung (9);  die  Coefficienten  itv  •  •  •  %n%  derselben  setzen  sich 
rational  aus  den  Aix,  pv  •  •  •  pn  und  deren  Ableitungen  zusammen. 
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Ffir  manche  Betrachtungen  genügt  es,  einen  besonderen  Fall  der 
Function  U(t/)  zn  Grande  zu  legen,  der  auch  noch  den  Charakter  einer 
empfindlichen  Function  besitzt,  und  den  man  erhält,  indem  man  die 

A.     =  0  («  =  l,2,-n  — 1) 

nimmt     Die  so  entstehende  Function 

<V)  =  ^oi^i  +  4)2^  +  •  •  •  +  A0nyn, 

in    welcher    die  AQV  AoV  •  •  •  A0n   noch   als  unbestimmte   Functionen 

von  x  anzusehen  sind,  hat  mit  U(y)  die  beiden  Eigenschaften  gemein, 

dass  sie  einer   linearen   homogenen  Differentialgleichung   der  Ord- 

nung  n    genfigt,  und  dass  sich  die   Grossen  (13)  durch  die  Function 

u(j/)  und  ihre  Ableitungen  linear  mit  von  den  AQ1,  AQi,  •••  AQn,  den 

PlJPv"Pn  und  deren  Ableitungen  rational  abhängenden  Coefficienten 

darstellen  lassen. 

Die  Einführung  der  empfindlichen  Function  ermöglicht  es  nun- 
mehr, wie  Herr  Picard  zum  ersten  Male  gezeigt  hat,  für  die  linearen 
homogenen  Differentialgleichungen  eine  Theorie  aufzustellen,  die  der 
Galois'schen  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  in  vielen  Punkten 
analog  ist. 

148.  Einige  Sätse  aus  Galois9  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen. 

Wir  erinnern  zunächst  an  einige  Hauptsätze  der  Galois'schen 
Theorie. 

Hat  man  n  willkürliche  Grössen  x.,  xQ,  •  •  •  x  ,  so  kann  man  die- 
selben  auffassen  als  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung 

ii)     fix)  =  x'-  fa-1  +  /;*"-* +  (-  i)Y.  -  o, 

*°  fvf*>  '  '  '  fn  ^e  eleganteren  symmetrischen  Functionen  bedeuten, 
kien  av  aif  •  •  •  an  n  Unbestimmte,  so  genügt  die  empfindliche, 
i  k.  bei  allen  n!  Permutationen  der  x.,  •  •  •  x    veränderliche  Function 

v  =  atxx  +  a.x,  -\ f-  anxn 

wr  Gleichung  vom  Grade  n! 

(I1)  30)  =IJ(l    -  *&x  -  «2*.* an\) 

=  vnl  —  gy1-1  h h  5»,  =  °, 

wo  das  Productzeichen  77  sich   auf  alle    möglichen   «!   Permutationen 
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der  Zahlen  1,  2,  •  •  •  n  bezieht,  und  deren  Coefficienten  %l9  52>  •  •  •  gwl 
symmetrische  Functionen  der  xv  xv  •  •  •  xn  sind. 

Diese  Gleichung,  die  sogenannte  Galois'sche  Itesolvente,  ist  irre- 
ductibel,  solange  die  xv  #„,  •  •  •  xn  von  einander  unabhängige  Variable 
bedeuten.  Die  Gleichung  (I)  hat  dann  die  Eigenschaft,  dass  jede  ratio- 
nale Function  ihrer  Wurzeln,  die  rational  durch  die  Coefficienten  aus- 
gedrückt werden  kann,  bei  sämmtlichen  n!  Permutationen  der  sym- 
metrischen Gruppe  ungeändert  bleibt;  umgekehrt  kann  natürlich  jede 
bei  allen  n!  Permutationen  unveränderliche  Function  der  Wurzeln 
rational  durch  die  Coefficienten  fi9  fi9  '  -  -  fn  dargestellt  werden. 

Hat  man  dagegen  eine  specielle  Gleichung  n**  Grades 

(III)  xn  -  c^"-1  +  •••  +  (-  l)\  =  0 

und  bezeichnet  durch  %v  £2,  •  ■  •  |n  die  Wurzeln  derselben,  so  kann  es 
sich  ereignen,  dass  die  Gleichung  (II)  reductibel  wird,  wenn  man 
für  xv  #s,  •  •  •  xn  die  %v  §„,  •  •  •  |n  einsetzt,  d.  h.  dass  sie  in  Factoren 
zerfällt,  deren  Coefficienten  demselben  Rationalitätsbereiche  an- 
gehören, wie  die  Coefficienten  der  Gleichung  (III). 

Sei  dann  Fx(v)  derjenige  irreductible  Factor  der  linken  Seite 
von  (II),  der  für 

verschwindet,  und  mögen  allgemein  durch 

aJAl  +  «2^2H f-«JÄ„ 

die  Wurzeln  der  Gleichung 

dargestellt  werden,  wo  also  hv  /*.,,  •  •  •  h  gewisse  Permutationen  der 
Zahlen  1,  2,  •  •  •  n  bedeuten.     Die  Permutationen 

bilden  dann  eine  Gruppe,  die  man  die  Galois'sche  Gruppe  der  Glei- 
chung nennt  und  die  die  folgende  Doppeleigenschaft  besitzt: 

Eine  rationale  Function  der  Wurzeln  |,  |2,  •  •  •  £  ,  die 
ihren  numerischen  Werth  nicht  ändert,  wenn  man  auf  die 
S1?  §2,  •  •  •  %n  eine  Permutation  der  Gruppe  anwendet,  ist 
rational  bekannt,  und  umgekehrt  verändert  eine  rationale 
Function  der  Wurzeln,  die  rational  bekannt  ist,  ihren  nume- 
rischen Werth  nicht,  wenn  man  mit  den  £1?  §ä,  •••£  eine 
Permutation  jener  Gruppe  vornimmt. 

Die  Galois'sche  Gruppe  der  speciellen  Gleichung  (III)  besitzt  also 
dieselben   Eigenschaften    in   Bezug   auf  jene   Gleichung,    wie   die  sym — 
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metrische  Gruppe  in  Bezug  auf  die  Gleichung  (I).  Der  specielle 
Charakter  der  Gleichung  (III)  besteht  darin ,  dass  für  dieselbe  die 
Gleichung  (II)  reductibel  wird;  man  drückt  dies  nach  Kronecker 
dadurch  aus,  dass  man  sagt,  die  Gleichung  (III)  besitze  einen  Affect. 
Der  Affect  einer  Gleichung  kann  dann  in  folgender  Weise  dargestellt 
werden. 

Denken  wir  uns  den  irreductiblen  Factor  Ft(v)  in  seine  linearen 
Factoren  zerlegt 

so  können  wir,  indem  wir  diese  linearen  Factoren  statt  nach  den 
*v*v  ' "  a*  nÄC*1  ^en  %\>  %>v  ' ' *  K  ordnen,  Fx(v)  auch  in  der  Form 

schreiben.  Es  erscheint  dadurch  Ft(v)  als  ganze  rationale  Function 
der  Unbestimmten  alf  «2,  •  •  •  an}  die  formell  ungeändert  bleibt, 
wenn  mit  diesen  Unbestimmten  eine  Permutation  der  Galois 'sehen 
Gruppe  der  Gleichung  (III)  vorgenommen  wird.  Setzen  wir  an  die 
Stelle  der  «  ,  a„,  •  •  •  an  die  x19  xt,  •  •  •  xn,  so  haben  wir  auf  diese 
Weise  die  Gesammtheit  der  Functionen  der  n  unbestimmten  Grössen 
xv  xv  * '  *  x%  charakterisirt,  die  bei  den  Permutationen  unserer  Gruppe 
ungeändert  bleiben.  Diese  Gesammtheit  oder,  wie  Kronecker  sich 
ausdrückt,  diese  Gattung  von  Functionen  der  xv  xv  -  -  -  x  (die  sich 
nach  dem  Lagrange'schen  Satze  alle  rational  durch  eine  derselben 
und  die  elementaren  symmetrischen  Functionen  fvfv  •  •  -  fn  darstellen 
kssen)  hat  die  Eigenschaft,  dem  Rationalitätsbereiche  der  Coefficienten 
der  Gleichung  (III)  anzugehören,*  wenn  man  die  xlf  x2,  •  •  •  xn  durch 
die  \v  lv...  Ih  ersetzt. 

Bedeutet  also  ff(xlf  x*,  •  •  •  #n)  eine  Function  dieser  Gattung,  so 
werden  die  Affect-Eigenschaften  der  Gleichung  (III)  charakterisirt  durch 
das  System  von  n  +  1  Gleichungen 

AOv  xv  "  •  '  xn)  =  Cl> 

(I\r)  .    ',    , x   '         '         ' 

'  tn(XVX*>-'X,)  =  Cn> 

g(xl7  ar8>  •  -  •  xm)  =  g$v  §2,  •  •  •  £n)  =  c, 
wo  c  einen  bestimmten    rationalen  Werth  bedeutet,    und   dieses   Glei- 
chungasystem  wird  nur  befriedigt  durch  die  Werthesysteme 

e  den  Perinutationeu  der  Gruppe  unserer  Gleichung  (111)  entsprechen. 
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Function. 

Wir  wollen  nun  nach  Herrn  Picard  die  analogen  Betrachtung 
für  lineare  Differentialgleichungen  anzustellen  versuchen. 

Eine  Bemerkung  haben  wir  noch  vorauszuschicken. 

Aus  den  Gleichungen  (18)  folgt,  dass  jeder  Lösung  der  lineai 
Differentialgleichung  (19)  ein  wohlbestimmtes  System  von  n  Integral 
der  linearen  Differentialgleichung  (9)  entspricht.  Dieses  System  mx 
aber  nicht  noth wendig  ein  Fundamentalsystem  sein;  die  Bedingu 
dafür,  dass  zwischen  den  durch  die  Gleichungen  (18)  definirten  n  In 
gralen  von  (9)  eine  homogene  lineare  Beziehung  mit  constanten  Coei 
cienten  stattfindet,  ist  (Nr.  14,  Band  I,  S.  38)  das  Verschwinden  d 
Determinante 

Das  giebt,  wenn  man  die  y^  durch  ihre  Ausdrücke  (18)  ersetzt,  ei 
algebraische  Differentialgleichung  für  U 

deren  Ordnung  6  höchstens  gleich  n  —  1  ist,  und  deren  Coefficient 
sich  rational  aus  den  A.x,  den  2}i*  P**  '  '  PH  un^  deren  Ableitung 
zusammensetzen.  Dieser  Differentialgleichung  genügen  also  die  in  « 
Nr.  144  (S.  49)  sogenannten  singulären  Lösungen  der  Differenti 
gleichung  (19).  Denjenigen  Integralen  der  letztgenannten  Differenti 
gleichung,  die  nicht  auch  die  Differentialgleichung  (20)  befriedig 
entspricht  dann  vermöge  der  Gleichungen  (18)  ein  Fundament 
System  von  (9). 

Aus  den  allgemeinen  Untersuchungen  der  Nummern  144 — J 
folgt  nunmehr,  dass,  solange  die  Functionen  y1?  y„,  •  •  •  ym  beliebig  o* 
unbestimmt  bleiben,  keine  Lösung  von  (19),  die  nicht  der  Differenti 
gleichung  (20)  genügt,  eine  algebraische  Differentialgleichung  ^ 
niedrigerer  als  der  Ordnung  n"  befriedigen  kann.  In  diesem  F« 
sind  nur  diejenigen  Differentialfunctionen  der  i/  ,  y2,  •  •  •  yn,  die 
den  sammtlichen  Transformationen  der  allgemeinen  linearen  Gruppe 
ungeändert  bleiben,  rational  durch  die  Coeflicienten  p  .  #,,  •  •  •  p  « 
Differentialgleichung  und  deren  Ableitungen  darstellbar:  es  entspri« 
dies  dem  Falle  einer  algebraischen  Gleichung,  deren  Galois'sc 
Resolvente  irreductibel  ist. 


149.   Differentialgleichung  der  empfindlichen  Function.  65 

Dagegen  kann  es  sich  bei  speci eller  Wahl  der  Functionen 
yvyv-  •  -  ym  ereignen,  dass  Integrale  der  Picard'schen  Resolvente  (19), 
die  der  Differentialgleichung  (20)  nicht  genügen,  doch  eine  algebraische 
Differentialgleichung  von  niedrigerer  als  der  nnx*n  Ordnung  befriedigen. 

Wir  wollen  der  Einfachheit  wegen  annehmen,  die  yv  yv  •  •  •  yn 
bildeten  ein  Fundamentals ystem  einer  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung mit  in  x  rationalen  Coefficienten.  Sei  dies  die  Differential- 
gleichung 

CA)        PH(x)y(K)  +  P^X^y'""1'  +  •  •  •  +  P0(*)y  =  o. 

Für  eine  solche  Differentialgleichung  verwandelt  sich  eine  rationale 
Differentialfunction  eines  Fundamentalsystems  yv  yv  •  •  •  ym,  wenn  man 
mit  Hülfe  der  Differentialgleichung  die  Ableitungen  höherer  als  (n  —  l)Ur 
Ordnung  wegschafft,  in  eine  Differentialfunction  höchstens  (n  —  l)** 
Ordnung  mit  in  x  rationalen  Coefficienten. 
Möge  ferner 

(21)  •  ®(U)  =  0 

die  algebraische  Differentialgleichung  niedrigster  Ordnung  bedeuten, 
Welche  die  folgenden  Eigenschaften  besitzt:  Ihre  Coefficienten 
sind  rational  in  den  Aifg7  deren  Ableitungen  und  in  x\  sie  ist 
**i  Bezug  auf  U  und  seine  Ableitungen  im  algebraischen 
kinne  irreductibel;  wenigstens  eines  ihrer  Integrale  befriedigt 
die  Differentialgleichung  (19),  ohne  der  Differentialgleichung 
(20)  zu  genügen. 

Betrachten  wir  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung  (21)   als 
ganze  rationale  Function  der  höchsten  Ableitung  von  U.     Wäre  diese 
ganze  Function  reductibel,  d.  h.  in  Factoren  zerlegbar,  die  ganze  Func- 
tionen der  höchsten  Ableitung  sind  mit  Coefficienten,  die  sich  aus  den 
AWeitungen   niedrigerer  Ordnung  von  U,  den  Aix  nebst  deren  Ablei- 
tungen und  aus  x  rational   zusammensetzen,  so   würde,  nach  einem 
bekannten  Satze   der  Algebra,   dieser   Zerlegung   von   <9(U)   eine  Zer- 
legung in  Factoren,  die  in  Bezug  auf  alle  Ableitungen  von  U  ganz 
sind,  entsprechen  müssen,  falls  wir  von  einem  Factor  absehen,  der  in  den 
Ableitungen  von  U,  deren  Ordnung  niedriger  ist  als  die  Ordnung  der 
Differentialgleichung  (21),  ganz  und  rational  ist.    Dies  ist  aber  offenbar 
Erstattet,  da  wir  (21)  als  die  Differentialgleichung  niedrigster  Ordnung 
angenommen  haben,  die  die  angegebenen  Eigenschaften  besitzt. 

Wir  können  also  die  Forderung,  dass  <9(U)  in  Bezug  auf  alle 
AWeitungen  von  U  im  algebraischen  Sinne  irreductibel  sei,  dahin 
Ländern,   dass   wir   voraussetzen,   ®(U)  sei    in    Bezug   auf  die 

Bchletiugtr,  Differentialgleichungen.     II.  *•  5 
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Ableitung    höchster    Ordnung,    die    darin    auftritt,    im    al 
braischen  Sinne  irreductibeL 

Wir    schliessen   dann   zunächst   auf    Grund   des   in   der   Nr. 
(S.  55)  bewiesenen  Koenigsberger'schen  Satzes,  dass  die  sämmtlic 
Lösungen  der  Differentialgleichung  (21)  der  Differentialgleichung  ( 
genügen    müssen.     Es   könnten  aber    einige   Lösungen   von   (21) 
Differentialgleichung  (20)  befriedigen.    Ware  dies  der  Fall,  so  müss 
diese    Lösungen   einer   Differentialgleichung   von    niedrigerer   Ordn 
wie  &(\X)  Genüge  leisten,    da  widrigen  Falles  zufolge  des   Koeni 
berger'schen  Satzes  jede  Lösung  von  (21)  auch  eine  Lösung  von  ( 
sein   müsste,   was    der  Voraussetzung   widerspricht.     Wir   wollen 
Einfachheit  wegen  annehmen,  dass  kein  Integral  von  (21)  die  D 
rentialgleichung  (20)  befriedigt,  bemerken  aber,  dass  diese  Einsch; 
kung  auf  die  im  Folgenden  zu  ziehenden  Schlüsse  ohne  Einfluss 
indem  nämlich  diese  Schlüsse  auch  bestehen  bleiben,  wenn   man  j 
Einschränkung  fallen  lässt.   Machen  wir  jene  Annahme,  so  folgt,  dass 
Differentialgleichung  (21)  mit  keiner  algebraischen  Differentialgleichi 
niedrigerer  Ordnung  und  vom  selben  Charakter  eine  Lösung  gen 
haben  kann.    Es  ist  also  in  diesem  Falle  die  Differentialgleichung  ( 
im  Sinne  von  Herrn  Koenigsberger  irreductibeL 

Herr  Koenigsberger  sagt  nämlich  von  einer  algebraischen  Di 
rentialgleichung,  sie  sei  irreductibel,  wenn  ihre  linke  Seite  in  Be 
auf  die  höchste  Ableitimg  im  algebraischen  Sinne  irreductibel  ist  i 
wenn  sie  mit  keiner  algebraischen  Differentialgleichung  von  niedrige 
Ordnung  und  vom  selben  Charakter  in  Bezug  auf  die  Coefficien 
ein  Integral  gemein  hat. 

Aus  dieser  Definition  folgt  auf  Grund  des  erwähnten  Koeni: 
berger'schen  Satzes,  dass,  wenn  eine  irreductible  Differentialgleichi 
mit  einer  anderen  Differentialgleichung  ein  Integral  gemein  hat,  d 
sie  dann  auch  ihre  sämmtlichen  Lösungen  mit  derselben  gemein  hal 
muss.  Ein  analoger  Satz  besteht  bekanntlich  für  irreductible  al 
braische  Gleichungen. 

Ferner  ist  leicht  einzusehen,  dass  eine  irreductible  Different 
gleichung  auch  mit  keiner  Differentialgleichung  von  derselben  Ordnu 
die  aber  in  Bezug  auf  die  höchsten  Ableitungen  von  niedrigerem  Gr 
ist,  eine  Lösung  gemein  haben  kann. 

Wäre  dies  nämlich  der  Fall,  so  könnte  man  die  linken  Seiten 
beiden  Differentialgleichungen  als  Polynome  in  der  höchsten  Ableiti 
auffassen  und  mit  denselben  nach  der  Methode  des  grössten  gerne 
sainen  Theilers  verfahren.     Ergäbe  sich  ein  identisch  verschwinden« 
liest,   so   wäre   die   vorgelegte  Differentialgleichung   in   Bezug  auf 
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höchste  Ableitung  im  algebraischen  Sinne  reductibel.  Würde  dagegen 
ein  die  höchste  Ableitung  nicht  enthaltender  und  nicht  verschwindender 
Rest  zum  Vorschein  kommen,  so  müsste  dieser  Rest  durch  die  gemein- 
same Losung  nothwendig  zu  Null  gemacht  werden,  d.  h.  aber,  die  ge- 
gebene Differentialgleichung  hätte  mit  einer  Differentialgleichung  von 
niedrigerer  Ordnung  eine  Lösung  gemein.  Beides  widerstreitet  den  in 
der  Definition  der  Irreductibilität  enthaltenen  Voraussetzungen. 

Es  möge  noch  ausdrücklich  auf  den  Unterschied  hingewiesen 
werden,  der  zwischen  einer  in  diesem  (Koenigsberger'schen)  Sinne 
irreductiblen  linearen  homogenen  Differentialgleichung  und  einer  solchen 
Gleichung,  die  im  Sinne  des  Herrn  Frobenius  irreductibel  ist,  besteht. 

Wenn  die  Differentialgleichung  (21)  nicht  als  irreductibel  voraus- 
gesetzt würde,  so  könnten  wir  nur  schliessen,  dass  eine  Lösung  der- 
selben, die  nicht  der  Differentialgleichung  (20)  genügt,  keiner  Diffe- 
rentialgleichung derselben  Ordnung  und  niedrigeren  Grades  in  Bezug 
auf  die  höchste  Ableitung  genügen  könne.  Dementsprechend  wäre 
im  Folgenden  auch  immer  hinzuzufügen,  dass  nur  Integrale  von  (21) 
gemeint  sind,  die  nicht  auch  die  Gleichung  (20)  befriedigen.  Um  dieser 
Weitläufigkeit  aus  dem  Wege  zu  gehen,  halten  wir  die  gemachte  Ein- 
schränkung für  (21)  fest. 

150.  Transformationsgruppe  einer  linearen  Differentialgleichung. 
Methode  zur   Herstellung   derselben.     Formale   Unveränderliehkeit. 

Sei  U  ein  particulares  Integral  der  Differentialgleichung  (21)  und 
möge  demselben  gemäss  der  Gleichung  (18)  das  Fundamentalsystem 
*v  yv" '  Vn  der  Differentialgleichung  (A)  entsprechen.  Sei  ferner  V 
euw  beliebige  andere  Lösung  von  (21)  und  zv  zv  •  •  •  z  das  ent- 
sprechende Fundamentalsystem  von  (A). 

Dann  ist 

Wir  wollen  die  Gesammtheit  der  linearen  Transformationen 

(ßix)  (',  x  =  1,  2,  •  •    ») 

m  s  Auge  fassen,  die  auf  diese  Weise  dem  Uebergange  von  einem  parti- 
kularen Integrale  Ux  der  Differentialgleichung  (21)  zu  allen  übrigen 
Integralen  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  zu  dem  allgemeinen 
htegrale  von  (21)  entsprechen. 

Das  allgemeine  Integral  von  (21)  ist  eine  Lösung  der  homogenen 
waren  Differentialgleichung  (19);  wenn  wir  also  durch 

6* 
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ein  Fundamentalsystem  von  (19)  bezeichnen,  so  ist  das  allgeme 
Integral  U  von  (21)  in  der  Form 

(22)  U  =  c^  +  c2w8  H (-  cniun* 

darstellbar,  wo  die  cv  cv  •  •  •  cn2  von  x  unabhängige  Grössen  bedem 

Differentiiren  wir  nunmehr  den  Ausdruck  (22)  n  -mal  nach  x}  und 
r  die  Ordnung  der  Differentialgleichung  (21). 

Dann  folgt  aus  dem  Umstände,  dass  U  das  allgemeine  Intej 
der  Differentialgleichung  (21)  darstellen  soll,  dass  zwischen  den  n*  C 
stauten  cv  cv  •  •  •  cn*   eine   gewisse  Anzahl   algebraischer  Beziehun, 

bestehen  muss,  die  ein  Gebilde  in  dem  n  -fach  ausgedehnten  Geb 
der  ct.  ca9  •  •  •  c  2  bestimmen.  Dieses  muss  in  seine  irreductiblen  Tb 
gebilde  zerlegt,  mindestens  ein  irreductibles  Gebilde  der  Stufena 
n  — r  enthalten,  während  die  übrigen  Theilgebilde  von  derselben  o 
von  höherer  Stufenzahl  sein  könnten.  Jedes  einzelne  dieser  irrec 
tiblen  Gebilde  kann  dargestellt  werden,  indem  man  die  clf  c%,  •  •  • 
als  algebraische  Functionen  gewisser  Parameter  auffasst,  deren  Anz 
von  n  subtrahirt,  die  Stufenzahl  des  betreffenden  Gebildes  lie 
(vergl.  hierfür  die  analogen  Betrachtungen  der  Nr.  136,  S.  22).  Mo 
die  Gleichungen 

(23)  «,-*?(##••■*$        u-u%-* 

(,=l,2,..n*) 

die  v  verschiedenen  irreductiblen  Theilgebiete  darstellen,  wo  also  e 
destens  eine  der  Zahlen  r.  gleich  r,  die  übrigen  nicht  grösser  als  r  s 
Bilden  wir  mittelst  der  Gleichungen  (18)  das  zu  dem  allgemei 
Integrale  U  von  (21)  gehörige  Fundamentalsystem  der  Differeni 
gleichung  (A)  und  denken  wir  uns  dasselbe  etwa  durch  das  der  p* 
ciliaren  Lösung  VLt  entsprechende  Fundamentalsystem  y  f  yv  •  •  •  y9 
der  Form 

(24)  any1  +  aityt  -\ |-  ainyn         («  =  i,2,-») 

dargestellt,  so  erscheinen  die  Substitutionscoefficienten  a.  ,  entsprecb 
den  v  irreductiblen  algebraischen  Gebilden  (23),  als  algebraische  Fi 
tionen  der  Parameter  k^\  $  >  ' '  '  ^f-     Seien  diese  Functionen 

(24a)  «,.-W,4V--l$         (,•=.,*,..,) 

(r,X=»l,  2,  •••  n). 

Diese  Formeln  bestimmen  uns  dann  die  Gesammtheit  der  lineai 
Transformationen    (24),    die    dem   Uebergange    von   dem    particulai 


150.   Transformationsgruppe  einer  Differentialgleichung.  69 

Xntegrale  Uj  der  Differentialgleichung  (21)  zu  allen  übrigen  Integralen 
dieser  Differentialgleichung  entsprechen. 

Von  dieser  Gesammtheit  ist  zunächst  evident,  dass  sie  eine  Gruppe 
mit  paarweise  inversen  Transformationen  ausmacht.    Die  v  continuir- 
lichen  Schaaren  von  Transformationen,  welche  durch  die  Formeln  (24) 
*xnd  (24  a)  bestimmt  werden,  stellen  also  eine  algebraische  Untergruppe 
€2m  der  allgemeinen   linearen  Gruppe  L  dar,   und   hieraus   folgt   dann 
<^ergl.  Nr.  140,  S.  37),  dass  alle  Zahlen  r.  mit  r  übereinstimmen. 
VTir  nennen   mit  Herrn  Picard  diese  Gruppe,  zum  Unterschiede  von 
cler  in   der  Nr.  132   (S.  5)    definirten   „Gruppe    der   Differential- 
gleichung", die  zur  Differentialgleichung  (A)  gehörige  Transforma- 
tionsgruppe und  werden  beweisen,   dass  dieselbe  in  Bezug  auf  die 
Gleichung  (A)  eine  ähnliche  Rolle  spielt,  wie  die  Galois'sche  Gruppe 
in  Bezug  auf  eine  algebraische  Gleichung.    Ehe  wir  auf  diesen  Beweis 
eingehen,  schicken  wir  noch  zwei  Bemerkungen  voraus. 

Die  erste  Bemerkung  bezweckt  zu  zeigen,  wie  man,  falls  die 
Differentialgleichung  (21)  bekannt  ist,  zu  einer  expliciten  Darstellung 
der  Gruppe  G  gelangen  kann. 

Denken  wir  uns  nämlich  der  Einfachheit  wegen  die  Function  U(y) 
durch  die  speciellere  Function  u(y)  ersetzt,  d.  h.  nehmen  wir  die  Func- 
tionen 

Aix  (»  =  1,2,    •    n-1;  *  =  1,  V  ••*) 

sämmtlich  gleich  Null,  so  wird  das  allgemeine  Integral  der  Differential- 
gleichung (21)  durch  den  Ausdruck 

(25)  «^JVXy,,    4  =  4,,., 

X  =  l    1  =  1 

dargestellt,  wo  die  «  als  die  durch  die  Gleichungen  (24)  gegebenen 
algebraischen  Functionen  von  r  Parametern  anzusehen  sind.  Differen- 
tiiren  wir  diese  Gleichung  r-mal  nach  x  und  setzen  die  sich  so  er 
gebenden  Werthe  in  die  linke  Seite  von  (21)  ein,  so  wird  dieselbe 
^entisch  gleich  Null,  wenn  wir  die  yv  yi7  •  •  •  yn  als  Lösungen  der 
Differentialgleichung  (A)  betrachten;  es  ist  also  (21)  nichts  anderes 
a«  das  Resultat  der  Elimination  der  r  Parameter,  von  denen  die  a 
abhängen,  zwischen  (25)  und  den  aus  dieser  Gleichung  durch  r  malige 
Differentiation  nach  x  abgeleiteten  Gleichungen.  Hieraus  schliesst  man 
leicht  (vergl.  den  Satz  der  Nr.  141,  S.  41,  42),  dass  die  linke  Seite 
4er  Differentialgleichung  (21)  mit  einem  geeigneten  Factor  multiplicirt, 
^Qe  Differentialinvariante  der  Gruppe  G  sein  muss,  sofern  man  die 
^'  ^v  "  '  yn  a^8  unbestimmte  Functionen  ansieht. 
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Nun  kann  man  aber,  statt  auf  die  [f/J  die  Substitution 


2a>.* 


x  (.*  =  !,  2,    ••  M) 


x  =  l 


anzuwenden,  die  [-4J  durch  die  Substitution 


(26)  2^-" 


1« 


x  =  l 


transformiren.  Dann  ist,  wie  aus  der  Symmetrie  von  u  in  Bezug  i 
die  [yj  und  die  [At]   folgt,  die  linke  Seite  von  (21)  auch  eine  Di: 

rentialinvariante   der  durch   die  Formeln  (26)  dargestellten  Gruppe 
von  Transformationen  der   [-4J.     Die   unbestimmten  Functionen  Q- 
kommen  aber  in  dem  Ausdrucke  der  linken  Seite  von  (21)  explic 
vor,  man  kann  also  nach  dem  in  der  Nr.  136  (S.  21)  für  die  dort 
trachtete  rationale  Differentialfunction  R(y)  dargelegten  Verfahren    < 
Gruppe  G  finden,  welche  die  linke  Seite  von  (21),  aufgefasst  als  rat 
nale  Differentialfunction  der  [-4.],  ungeändert  lässt.    Mit  der  Gruppe 
ist  aber  auch   die  Gruppe   G  bekannt,   denn  wir  erhalten  die   Trai 
formationen  von  G  aus  denen  der  Gruppe  G7  indem  wir  die  letzter 
einfach  transponiren  (vergl.  Nr.  30,  Bd.  I,  S.  95).     Da  die  Grupp« 
G  und  G  aus  paarweise  inversen  Substitutionen  bestehen,  können  w 
uns  auch  so   ausdrücken,  dass  wir  sagen:   die  Gruppe  G   besteht  ai 
den    reeiproken    Transformationen    (vergl.  a.  a.  0.)   von   G7  od* 
kürzer,  G  ist  die  zu  G  reeiproke  Gruppe. 

Wenn  wir  auf  diese  Weise  die  Gruppe  G  beziehungsweise  G  durc 
eine  Differentialinvariante  rter  Ordnung  derselben,  in  den  n  unbestimn 
ten  Functionen  [X]  dargestellt,  bestimmen,  so  ist  die  Unveränderlicl 
keit  dieser  rationalen  Differentialfunction  der  \A.\  bei  den  Transfonm 

tionen  von  G,  wie  es  bisher  auch  immer  geschehen  musste,  in  de] 
Sinne  gefasst,  dass  jene  Differentialfunction  formell  ungeändert  bleib 
Wesentlich  zu  unterscheiden  ist  hiervon  der  Fall  —  und  darauf  beziel 
sich  unsere  zweite  Bemerkung  —  wo  etwa  eine  rationale  Differentia 
funetion  der  Elemente  [t/J  eines  Fundamentalsystems  der  speciellc 
Differentialgleichung  (A),  als  Function  von  x  betrachtet,  ung 
ändert  bleibt,  wenn  mau  auf  die  fyj  eine  lineare  Transformation  od< 
eine  Gruppe  solcher  Transformationen  anwendet.  Wenn  wir  es  als 
mit  Differentialfunctionen  zu  thun  haben,  die  aus  Systemen  von  n  sp« 
ciellen,  d.  h.  nicht  mehr  willkürlichen  oder  unbestimmten  Functione 
gebildet  sind,  so  werden  wir  die  formelle  Unveränderlichkeit  von  d^ 
Unveränderlichkeit  als  Function  von  x  wohl  zu  unterscheiden  habe 


f 
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Dies  kommt  sogleich  in  dem  in  der  folgenden  Nummer  darzulegenden, 
ron  den  Herren  Picard  und  Vessiot  herrührenden   Doppelsatze  zur 

Geltung,  der  die  Analogie  der  Gruppe  G  mit  der  Galois'schen  Gruppe 

einer  algebraischen  Gleichung  begründet. 


151.  Fundamentaltheorem  von  Fioard  and  Vessiot.     Die   Trans- 
formationsgruppe ist  nur  abhängig  von  der  Differentialgleichung. 

Der  Picard-Vessiot'sche  Doppelsatz,  der  die  Grundlage  der  hier 
behandelten  Theorie  bildet,  lautet  wie  folgt: 

Jede  rationale  Differentialfunction  der  Elemente  [yj 
eines  Fundamentalsystems  der  Differentialgleichung  (A),  die 
gleich  einer  rationalen  Function  von  x  ist,  bleibt  als  Func- 
tion von  x  ungeändert,  wenn  man  auf  die  [yj  eine  Transfor- 
mation der  Gruppe  G  anwendet,  und  umgekehrt: 

jede  rationale  Differentialfunction  der  [yj,  die  als  Func- 
tion von  x  bei  den  Transformationen  von  G  ungeändert 
bleibt,  ist  eine  rationale  Function  von  x. 

Sei,  zum  Beweise  des  ersten  Theiles,  R(y)  eine  rationale  Diffe- 
rentialfunction von  der  vorauszusetzenden  Beschaffenheit.  Ersetzt  man 
die  yv  ys,  •  •  •  yn  und  deren  Ableitungen  durch  ihre  Ausdrücke  (18), 
so  verwandelt  sich  R(y),  wenn  für  U  eine  beliebige  particulare  Lösung 
der  Differentialgleichung  (21)  genommen  wird,  in  einen  Ausdruck 


(»£  »'-1), 


der  zufolge    der  Voraussetzung  gleich   einer   rationalen  Function  f(x) 
von  x  ist.     Dann  hat  die  Differentialgleichung 


*(n«...g)-«,) 


***it  der  irreductiblen  Differentialgleichung  (21)  eine  Lösung  gemein, 
si*  wird  folglich  (vergl.  Nr.  149,  S.  66)  durch  alle  Lösungen  von  (21) 
"^friedigt.  Der  Ausdruck  F  ändert  sich  also  nicht,  d.  h.  er  bleibt 
^^selbe  Function  von  xy  wenn  man  darin  U  durch  ein  beliebiges  an- 
^^res  Integral  von  (21)  ersetzt.  Dies  besagt  aber  nichts  anderes,  als 
^^sö  R(yj  als  Function  von  x  unverändert  bleibt,  wenn  man  auf  die 
"i»0i>  •  •  •  .V„  eine  Transformation  von  G  ausübt. 

Sei  umgekehrt  die  rationale  Differentialfunction  R(y)f  als  Function 

von  x  betrachtet,   eine   Invariante   von   G.     Ersetzt   man   wieder   die 

^v  yV"  yn  und  ihre  Ableitungen  durch  die  Ausdrücke  (18),  wodurch 

S1ch  J{(y)  in  F  verwandelt,  so  stellt  wegen  der  Unveränderlichkeit  von 
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B(f/)  bei  Anwendung   einer  Transformation   von   G   der  Ausdruc" 
dieselbe  Function  von  x  dar,  welches  Integral  der  Differentialgleicl 
(21)  man  auch  für  U   in   denselben    einsetzen  mag.     Bedeutet  ft 
Grad  der  höchsten  (rteu)  Ableitung  in  der  Gleichung  (21),  so  hat  < 
Gleichung  für  willkürliche  Werthe  von 

lt    du  «f-1!! 

p  verschiedene  Wurzeln  als  Gleichung  für 

daf 

Vermöge  der  Gleichung  (21)  kann  man  bewirken,  dass  F  \ 
höhere  als  die  r*6  Ableitung  von  U  und  diese  höchstens  zur  (ft  — 
Potenz  enthält.     Sei  in  diesem  Sinne 

V'   *X>  dx*)  *\*>dx>  dxrJ> 

wo  also  F  in  der  rten  Ableitung  von  U  höchstens  vom  (ji  —  l)*611  G 
ist.  Für  einen  gegebenen  Werth  von  x  nimmt  F  denselben  Yi 
an,  wenn  für 

(27^  U    d-     •  •  •  — 

irgend  ein  diesem  x  -Werthe  entsprechendes  Werthesystem  gesetzt  ^ 
welches  der  Gleichung  (21)  genügt;  daraus  schliessen  wir  aber 
Grund  der  Irreductibilität  der  Differentialgleichung  (21),  dass  I 
Grössen  (27)  überhaupt  nicht  mehr  enthalten  kann.  'Es  ist  also  F 
rationale  Function  von  x,  was  zu  beweisen  war. 

Die    Gruppe    G   ist   für   eine   gegebene   Differentialgleichung 
nicht  vollkommen   bestimmt,    vielmehr  hängt   dieselbe   von  der  A 
des  Fundamen talsystems  yv  yv  •  •  •  yn  ab.    Geht  man  von  dem  Fi 
mentalsysteme   [t/J  zu  einem    anderen  Fundamentalsysteme    [#J 
welches  mit  [yj  durch  die  lineare  Substitution 

verknüpft  ist,  so  entspricht  dem  neuen  Fundamentalsysteme  die  ir 
gleichberechtigte  Untergruppe 

S~lGS 

als  Transformationsgruppe  von  (A).  Es  kann  also,  ebenso  wi 
selbst,  auch  jede  mit  G  innerhalb  der  allgemeinen  line 
Gruppe  gleichberechtigte  Untergruppe  als  die  Transfo] 
tionsgruppe  von  (A)  angesehen  werden. 
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Im  Anschlösse  hieran  bemerken  wir,  dass  es  im  Allgemeinen  für 
eine  gegebene   lineare   Differentialgleichung  (A)    mehrere  Differential- 
gleichungen   von    der   für   (21)    vorausgesetzten   Beschaffenheit    geben 
kann.    Da  aber  (Nr.  147,  S.  59)  jede  Lösung  der  Picar d 'sehen  Resol- 
vente als  rationale  Function  einer  beliebigen  nicht  singulären  Lösung 
mit  in  x  rationalen  Coefficienten  darstellbar  ist,  so  gehen  alle  diese 
verschiedenen  Differentialgleichungen  aus  einer  derselben  durch  ratio- 
nale Transformation   hervor.     Sie   entstehen   also    z.  B.   aus   (21), 
indem  man  in  dieser  Differentialgleichung   an  die  Stelle  von  U   eine 
gewisse   rationale   Function   von   U   und   x  setzt.     Daraus   folgt   aber 
durch  einfache  Schlüsse,  dass  sich,  wenn  wir  statt  von  (21)  von  irgend 
einer  anderen  der  ebenso  beschaffenen  Differentialgleichungen  ausgehen, 
als  Transformationsgruppe   der   Differentialgleichung  (A)    entweder  G 
selbst  oder   eine   mit    G   innerhalb   L  gleichberechtigte   Untergruppe 
ergiebt,  so  dass  es  also  gleichgültig  ist,  von  welcher  jener  algebraischen 
Differentialgleichungen  niedrigster'  Ordnung,  die  mit  (19)  nicht  singu- 
lare Lösungen  gemein  haben,  wir  ausgehen. 

Unter  allen  (algebraischen  linearen  homogenen)  Gruppen,  die 
die  Eigenschaft  haben,  dass  eine  rationale  Differentialfunction  der 
{3v9v '  • '  9m),  die  bei  den  Transformationen  jener  Gruppe  ungeändert 
bleibt,  rational  in  x  ist,  ist  die  Gruppe  G  die  engste,  denn  jede 
solche  Gruppe  muss  G  als  Untergruppe  enthalten.  Umgekehrt  muss 
jede  Gruppe,  bei  deren  Anwendung  eine  rationale  Differentialfunction 

^er  (^p  Vn  '  '  '  $0?  ^e  e'nen  'n  x  rationalen  Werth  besitzt,  ungeändert 
bleibt,  in  G  als  Untergruppe  enthalten  sein. 

Daraus  folgt,  dass  die  durch  den  Picard-Vessiot'schen 
Doppelsatz  ausgedrückten  Eigenschaften  der  Transforma- 
tionsgruppe einer  Differentialgleichung  (A)  für  diese  Gruppe 
auch  charakteristisch  sind,  d.  h.  dass  sie  auch  zur  Definition 
dieser  Gruppe  dienen  können. 

Diese  Bemerkung  ist  insofern  von  Wichtigkeit,  als  sie  uns  zeigt, 
dass  die  Transformationsgruppe  etwas  der  Differentialgleichung  selbst 
Eigenthümliches  ist,  wenn  wir  ein  bestimmtes  Fundamentalsystem  zu 
Grunde  legen.  Also  ist  z.  B.  auch  die  besondere  Wahl  der  empfind- 
lichen Function  unwesentlich. 
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152.   Bationalitätsbereich.     Gattungen.    Aequivalenz  einer  speciellen 
linearen  Differentialgleichung  mit  der  allgemeinen  unter  Adjunction 

einer  gewissen  Gattung. 

Wenn  G  innerhalb  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  als  aus- 
gezeichnete Untergruppe  enthalten  ist,  so  ist  die  Transformations- 
gruppe der  Differentialgleichung  (A)  unabhängig  von  der  Wahl  des 
Fundamentalsystems. 

Dies  ist  z.  B.  allemal  der  Fall,  wenn  die  Picard'sche  Resolvente 
(19)  der  Differentialgleichung  (A)  so  beschaffen  ist,  dass  keines  ihrer 
Integrale,  welches  nicht  der  Differentialgleichung  (20)  genügt,  eine 
algebraische  Differentialgleichung  von  niedrigerer  als  der  nnion  Ordnung 
befriedigt,  denn  in  diesem  Falle  ist  die  Transformationsgruppe  von  (A) 
offenbar  nichts  anderes  als  die  allgemeine  lineare  Gruppe  L  selbst. 
Wenn  dies  eintritt,  so  hat  also  die  Differentialgleichung  (A)  denselben 
„Gruppencharakter"  wie  die  allgemeine  lineare  Differentialgleichung  (1) 
(Nr.  134,  S.  15),  der  die  n  unbestimmten  Functionen  yv  t/2,  •  •  •  y 
Genüge  leisten.  Charakteristisch  für  die  Differentialgleichung  (A)  ist 
dann  nur  der  Umstand,  dass  ihre  Coefficienten  rationale  Functionen 
sind,  und  dass  wir  für  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (21) 
auch  die  Forderung  aufstellen,  sie  seien  rationale  Functionen  von  x 
(und  den  unbestimmten  Functionen  Afx),  d.  h.  wie  wir  uns  kurz  aus- 
drücken wollen,  dass  wir  den  Bereich  der  rationalen  Functionen 
von  x  als  den  der  bekannten  Functionen  oder  als  den  Ratio- 
nalitätsbereich ansehen. 

Die  Sätze,  die  wir  in  den  Nummern  149 — 151  unter  dieser  Vor- 
aussetzung abgeleitet  haben,  bleiben  aber  nebst  den  für  dieselben  ge- 
gebenen Beweisen  ohne  Weiteres  bestehen,  wenn  wir  nebst  den  ratio- 
nalen Functionen  von  x  noch  gewisse  andere  Functionen  {[(j),  f2(x),  ••• 
als  bekannt  ansehen,  sofern  wir  nur  allenthalben  den  Ausdruck  „ratio 
nale  Function  von  afl  durch  „rationale  Function  von  x,  ft(x\  f'2(x),  ••• 
und  deren  Ableitungen"  ersetzen.  Die  Functionen  ft(x),  f2(x)>  •  •  • 
brauchen  auch  nicht  in  den  Coefficienten  von  (A)  explicite  aufzutreten, 
es  genügt,  wenn  wir  sie  ein  für  alle  Mal  als  bekannt  ansehen,  oder 
wie  wir  sagen  wollen,  dem  Rationalitätsbereiche  adjungiren. 

Wir  werden  also,  von  der  Transformationsgruppe  einer  homogenen 
linearen  Differentialgleichung  sprechen,  unter  Zugrundelegung  eines 
gewissen  Rationalitätsbereiches,  d.  h.  indem  wir  gewisse  Functionen 
von  x,  deren  Ableitungen  und  rationale  Verbindungen  aus  x,  jenen  Func- 
tionen und  ihren  Ableitungen  als  bekannt  ansehen.  Für  eine  Differen- 
tialgleichung   mit   in   x    rationalen    Coefficienten    sprechen    wir    dann 
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einfach  von  ihrer  Transformationsgruppe  (schlechthin),  wenn  nur  die 
rationalen  Functionen  von  x  allein  den  Rationalitätsbereich  ausmachen, 
oder  von  ihrer  Transformationsgruppe  unter  Adjunction  gewisser  Func- 
tionen /;(*), /2(*),  .--. 

Für  die  „allgemeine"  Differentialgleichung  (1)  (Nr.  134,  S.  15), 
der  die  unbestimmten  Functionen  yv  y2,  •  •  •  y  genügen,  constituiren 
dann  die  invarianten  Determinantenquotienten 

Pv  Pv  '  *  *  Pn 

den  Rationalitätsbereich,  bei  dessen  Zugrundelegung  die  allgemeine 
lineare  Gruppe  L  als  Transformationsgruppe  dieser  Differentialgleichung 
erscheint. 

Adjungirt  man  eine  rationale  Differentialfunction  der  yv  */2,  •  •  •  ya7 
so  ist  in  dem  so  entstehenden  Rationalitätsbereiche  die  Transformations- 
gruppe von  (1)  (Nr.  184,  S.  15)  nichts  anderes  als  diejenige  Unter- 
gruppe von  L,  bei  deren  Anwendung  jene  adjungirte  Differentialfunction 
ungeändert  bleibt.  Denn  diese  Gruppe  geniesst  offenbar  die  in  dem 
Picard'schen  Theorem  enthaltene  Doppeleigenschaft,  wobei  man  be- 
denken muss,  dass  für  eine  Differentialfunction  der  unbestimmten 
Functionen  yv  y*7  •  -  -  yn  die  Unveränderlichkeit  als  Function  von  x  mit 
der  formalen  Unveränderlichkeit  identisch  ist. 

So  ordnet  sich  also  der  Gruppencharakter  der  allgemeinen  linearen 
Differentialgleichung  gleichsam  als  besonderer  Fall  unter  die  Gruppen- 
charaktere spezieller  Differentialgleichungen  bei  gegebenen  Rationalitäts- 
bereichen ein. 

Wenn  für  eine  gegebene  lineare  Differentialgleichung 

(28)  yw  +  kj-"  +  Asy("-2'  +  •  •    -M„y  =  0, 

wo  die  X  j  A2,  •  •  Xn  Functionen  sind,  die  einem  gewissen  Rationalitäts- 
bereiche angehören,  die  Picard'sche  Resolvente  (19)  kein  nicht  singu- 
läres  (d.  h.  der  Differentialgleichung  (20)  genügendes)  Integral  mit  einer 
Differentialgleichung  von  niedrigerer  Ordnung,  deren  Coefficienten,  ab- 
gesehen von  den  unbestimmten  Functionen  Afxf  demselben  Rationalitäts- 
hereiche angehören,  gemein  hat,  d.  h.  wenn  für  diesen  Rationalitäts- 
hereich  die  Transformationsgruppe  der  gegebenen  Differentialgleichung 
die  allgemeine  lineare  Gruppe  L  ist,  so  stimmt  der  Gruppencharakter 
der  8peciellen  Differentialgleichung  (28)  mit  dem  der  allgemeinen 
Differentialgleichung  (1)  (Nr.  134,  S.  15)  überein,  und  es  kann  ein 
willkürliches  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  (28)  als 
durch  die  n  Differentialgleichungen 
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definirt  angesehen  werden. 

Wenn  dagegen  für  den  betreffenden  Rationalitätsbereich  die  Trans- 
formationsgruppe  der  gegebenen  Differentialgleichung  unter  Zugrunde- 
legung eines  bestimmten  Fundamentalsystems  rj19  rjv  •  •  •  rjn  eine  Unter- 
gruppe G  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  L  ist,  so  denken  wir  uns 
z.  B.  mit  Hülfe  des  in  der  Nr.  141  (S.  41)  angedeuteten  Verfahrens 
eine  rationale  Differentialinvariante  von  G  gebildet,  d.  h.  also  eine 
rationale  Differentialfunction  der  unbestimmten  Functionen  yv  yv  •  •  yn7 
^{Vv  Vv  ' '  '  y»)>  ^e  ke*  den  Transformationen  von  G  und  nur  bei 
diesen  (formell)  ungeändert  bleibt.  Dann  wird  diese  gleich  einer 
wohlbestimmten,  dem  Rationalitätsbereiche  angehörenden  Function  A, 
wenn  man  die  yv  yv  •  •  •  yn  durch  die  rjl9  i?2,  •  •  •  rjn  ersetzt,  und  das 
System  der  n  -f-  1  Differentialgleichungen 

#(— l)»2>Jf(yltyai--.affl)         ,  t      t%        % 

I ^r-, * =  A  (x  =  1,  2,    •  •  w) , 

(29)  n{yi,yV''yn) 

I      Rbfv  yv-"  sO  = x 

definirt  uns  das  Fundamentalsystem  rj1J  rj2,  •  •  •  rjn  in  dem  Sinne,  dass 
es  dann  und  nur  dann  befriedigt  wird,  wenn  für  die  yvyv-*-y  ©in 
Functionssystem  gesetzt  wird,  welches  aus  rjl,  rj27  •  •  -  rjn  durch  die 
Transformationen  von  G  hervorgeht. 

Die  Differentialfunction  B(yv  yv  •  •  •  yn)  ist  hierbei  nur  als  der 
Repräsentant  der  Gesammtheit  von  Differentialinvarianten  der  Gruppe 
G  anzusehen,  die  sich  ja  zufolge  des  Satzes  der  Nr.  145  (S.  53)  sämmt- 
lich  durch  B(y)  und  seine  Ableitungen,  sowie  die  pv  pv  •  •  •  pn  und 
deren  Ableitungen  rational  darstellen  lassen.  Wenn  wir  also,  im  An- 
schlüsse an  die  Kronecker'sche  Bezeichnung  in  der  Algebra,  diese 
Gesammtheit  von  rationalen  Differentialfunctionen  als  eine  Gattung 
bezeichnen,  so  erscheint  in  dem  Gleichungssysteme  (29)  R(y)  nur  als 
Repräsentant  einer  bestimmten  Gattung. 

Durch  diese  Auffassung  sind  wir  also  in  der  Lage,  von  der  spe- 
ciellen  gegebenen  Differentialgleichung  (28)  überzugehen  zu  einer  ge- 
wissen Gattung  von  Differentialfunctionen  der  n  unbestimmten  Func- 
tionen y  9  y2,  •  •  •  yn,  indem  nämlich  der  Gruppencharakter  der 
speciellen  Differentialgleichung  (28)  identisch  wird  mit  dem 
Gruppencharakter  der  allgemeinen  Differentialgleichung 

(«)  (-  1)"2%,  yv  9v  ■  •  •  yj  =  0, 


152.    Rationalitätabereich.    Gattungen.  77 

falls  wir   dem    Rationalitätsbereiche    der   letzteren    die    Gat- 

0 

tung,  der  die  Differentialfunction  B(ylf  y2,  •  •  •  yn)  angehört, 
adjungiren  (vergl.  S.  75). 

Hieraus  folgt  nun  unmittelbar,  dass  alle  Sätze,  die  wir  im 
vierten  Kapitel  für  DifFerentialfunctionen  der  unbestimmten  Func- 
tionen y  9  yv  -  •  •  ynJ  die  bei  den  Transformationen  einer  gewissen 
Untergruppe  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  L  formell  ungeändert 
bleiben,  bewiesen  haben,  sich  übertragen  lassen  auf  DifFerentialfunc- 
tionen gebildet  aus  den  Elementen  eines  Fundamentalsystems  der 
speciellen  Differentialgleichung  (28),  wenn  wir  in  diesen  Sätzen  an  die 
Stelle  von  „formeller  Unveränderlichkeit"  setzen  „Unveränderlichkeit 
ab  Function  von  #"  und  zugleich  überall  an  die  Stelle  der  allgemeinen 
bnearen  Gruppe  L  die  Transformationsgruppe  der  Differentialgleichung 
(28)  treten  lassen.     So  haben  wir  z.  B.  die  Sätze : 

Eine  rationale  Beziehung  zwischen  den  Elementen  yv  yv  •  •  •  yn 
eines  Fundamentalsystems  der  Differentialgleichung  (28)  und  den  Ab- 
leitungen dieser  Elemente  mit  Coefficienten,  die  dem  Rationalitäts- 
bereiche angehören,  bleibt  erhalten,  wenn  man  auf  die  yv  y2,  •  •  •  yn 
eine  Transformation  der  Gruppe  G  anwendet. 

Die  Transformationen  von  G,  bei  denen  eine  rationale  Differential- 
function S(y)  der  y}  yv  •  •  •  yn  als  Function  von  x  ungeändert  bleibt, 
bilden  eine  Untergruppe  Gs  von  G. 

Ferner  ergiebt  sich  aus  dem  Satze  der  Nr.  145  (S.  53),  dass  eine 
rationale  Differentialfunction  S(y)  der  yv  yv  •  •  •  yn,  die  als  Function 
fon  x  bei  denselben  Transformationen  von  G  ungeändert  bleibt  wie 
die  Function  S(y),  als  rationale  Function  von  S(y)  und  deren  Ab- 
leitungen mit  Coefficienten,  die  dem  Rationalitätsbereiche  angehören, 
darstellbar  ist. 


Sechstes  Kapitel. 

153.    Bedeutung   der   Transformationsgruppe    für   das   Integrations- 
problem.    Beduotion  der  Transformationsgruppe  durch  Adjunotion. 

Die  Bedeutung  der  Galois'schen  Theorie  der  algebraischen  Glei- 
chungen liegt  darin,  dass  die  Auflösung  einer  gegebenen  Gleichung 
wesentlich  von  der  Structur  ihrer  Galoi suchen  Gruppe  abhängt.  Ins- 
besondere lassen  sich  z.  B.  nothwendige  und  hinreichende  Bedingungen 
angeben,  die  für  die  Gruppe  einer  Gleichung  erfüllt  sein  müssen, 
damit  diese  Gleichung  algebraisch,  d.  h.  durch  Wurzelausziehungeu 
auflösbar  sei.  Es  wird  also  dasselbe  Auflösungsverfahren  gültig  sein 
für  alle  Gleichungen,  die  dieselbe  Gruppe  haben,  und  da,  im  Sinne  des 
Gleichungssystems  (IV)  der  Nr.  148  (S.  63),  der  Gruppencharaktei 
einer  gegebenen  speciellen  Gleichung  stets  identisch  ist  mit  dem  dei 
allgemeinen  Gleichung  (der  die  n  Unbestimmten  xv  xv  •  •  •  x%  genügen] 
unter  Adjunction  einer  gewissen  Gattung  rationaler  Functionen  dei 
xv  x29  •  •  •  xn9  so  kann  man,  wie  Kronecker  betont  hat,  die  Theorie 
der  Auflösung  algebraischer  Gleichungen  unmittelbar  an  der  allgemeiner 
Gleichung  (mit  unbestimmten  Wurzeln)  und  an  den  Gattungen  vor 
Functionen  unbestimmter  Grössen  entwickeln. 

In  ähnlicher  Weise  bestimmt  für  eine  lineare  Differentialgleichung 
die  ihr  zugehörige  Transformationsgruppe  in  gewissem  Sinne  das 
bei  derselben  anzuwendende  Integrationsverfahren;  in  welchem  Sinne 
dies  der  Fall  ist,  wird  aus  den  nachfolgenden  Erörterungen  deutlich 
hervorgehen;  vorläufig  können  wir  nur  Folgendes  feststellen. 

Die  Integration  einer  vorgelegten  linearen  Differentialgleichung  isl 
als  vollzogen  anzusehen,  wenn  derjenige  Rationalitätsbereich  bekannl 
ist,  für  welchen  die  Transformationsgruppe  der  gegebenen  Differential 
gleichung  nur  die  identische  Transformation  enthält,  denn  dann  sine 
die  Elemente  des  Fundamentalsystems  y  9  y2,  •  •  •  yn  selbst  rational  be 
kannt.  Es  wird  also  wesentlich  darauf  ankommen,  den  Rationalität« 
bereich  so  zu  erweitern,  dass  sich  die  Transformationsgruppe  der  DifFe 
rentialgleichung  reducirt. 
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Jedenfalls  wissen  wir,  dass  wir  die  auf  den.  Gruppencharakter 
bezuglichen  Untersuchungen  direct  an  die  allgemeine  lineare  Differen- 
tialgleichung 

(«)  (-i)'D(*,9t,9„  •••jü  =  °> 

der  das  System  der  n  willkürlichen  linear  unabhängigen  Functionen 
y„  yv  •  •  •  yn  Genüge  leistet,  und  an  die  derselben  zu  adjungirenden 
rationalen  Differentialfunctionen  dieser  y  }  y2,  •  •  •  yn  knüpfen  können, 
da,  wie  wir  bewiesen  haben,  stets  eine  rationale  Differentialfunction 
gefunden  werden  kann,  bei  deren  Adjunction  die  Transformationsgruppe 
der  allgemeinen  linearen  Differentialgleichung  («)  mit  der  einer  ge- 
gebenen speciellen  Differentialgleichung  von  derselben  Ordnung  über- 
einstimmt. 

Wir  hatten  bereits  bemerkt,  dass  sich  durch  Adjunction  einer 
rationalen  Differentialfunction  Ii(y)  (beziehungsweise  der  durch  dieselbe 
reprasentirten  Gattung)  die  Transformationsgruppe  L  der  allgemeinen 
Differentialgleichung  (a)  auf  diejenige  Gruppe  G  reducirt,  bei  deren 
Anwendung  R(y)  invariant  bleibt. 

Denken  wir  uns  nun,  es  sei  ein  für  alle  Mal  die  Differentialglei- 
chung (a)  unter  Adjunction  von  B(y)  vorgelegt,  so  dass  also  G  ihre 
Transformationsgruppe  darstellt,  und  adjungiren  wir  noch  die  rationale 
Differentialfunction  S(?/),  die  bei  den  Transformationen  der  Unter- 
gruppe H  von  G  ungeändert  bleibt,  während  sie  sich  bei  jeder  nicht 
m  S  enthaltenen  Substitution  von  G  verändert.  Dann  ist  H  offenbar 
die  umfassendste  Gruppe,  die  in  der  Gruppe  G  und  in  der  zu  S(y) 
gehörigen  Transformationsgruppe  gleichzeitig  enthalten  ist;  es  reducirt 
sieb  folglich  die  Transformationsgruppe  der  Differentialgleichung  (a) 
°wb  Adjunction  von  S(y)  auf  die  Untergruppe  H. 

Sei  z.  B.  G  eine  Gruppe,  die  aus  v  Schaaren  von  Transformationen 
besteht,  und  bedeute  F  die  umfassendste  in  G  enthaltene  und  von  in- 
finitesimalen Transformationen  erzeugte  continuirliche  Gruppe.  Dann 
l^  (Nr.  140,  S.  38)  F  innerhalb  G  ausgezeichnet  und  G  besteht  aus 
v  Schaaren  von  der  Form 

r,   i\r,   Tsr,  ...  T_,r, 

wo  die  Tv  jT2,  ■  •  •  Tv_    Transformationen  bedeuten,  für  welche 

T'XTT  =  r       (*  =  i,2,  ...v-i) 

X  X 

l»t  Bedeutet  nun  P(y)  eine  charakteristische  Differential- 
Variante  von  JH,  d.  h.  eine  Differentialfunction  der  yv  yv  •  •  •  y  , 
("e  bei  den  Transformationen  von  T  und  nur  bei  diesen  ungeändert 
bleibt,  so  reducirt  sich  zufolge   des  vorhin    bewiesenen  Satzes  bei  Ad- 
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junction  von  P(y)  die  Transformationsgruppe  der  vorgelegten  Differ 
tialgleichung  auf  F.    Möge  nun  bei  Anwendung  der  Transformation 
die  Function  P(y)  übergehen  in 

Px(y)  («-1,2,. -.r-l); 

dann  genügen  die  v  Functionen 

P(y),  PM  •  •  ■  rr-M 

einer    algebraischen    Gleichung    i/ten    Grades,    deren    Coefficienten 
Differentialinvarianten  von  G  dem  Rationalitätsbereiche  angehören. 

Wir  können  also  sagen,  dass  sich  durch  Adjunction  « 
Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung,  deren  Coefficien- 
dem    Rationalitätsbereiche    angehören,    die    Gruppe    unse 
Differentialgleichung    auf    eine    von    infinitesimalen   Tra, 
formationen    erzeugte,   also    durch   ein    einziges    Gleichua 
System  darstellbare  Gruppe  reduciren  lässt. 

Da  wir  in  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  algebrais 
Operationen  stets  als  ausführbar  ansehen  können,  so  dürfen  wir 
Folgenden  die  Annahme  machen,  dass  die  Transformationsgruppe  ei 
vorgelegten  Differentialgleichung  eine  aus  infinitesimalen  Transfer: 
tionen  erzeugte  sei,  und  dass  wir  es  auch  stets  nur  mit  solchen  rai 
nalen  Differentialfunctionen  zu  thun  haben,  die  bei  so  beschaffe! 
Gruppen  von  Transformationen  ungeändert  bleiben. 

Für  die  in  G  enthaltene  umfassendste  aus  infinitesimalen  Tra 
formationen  erzeugte  continuirliche  Gruppe  F  gilt  dann  offenbar  < 
folgende  Doppelsatz: 

Jede  rationale  Differentialfunction  der  ylf  y2,  •  •  •  yn7  die  glei 
einer  algebraischen  Function  ist  (d.  h.  die  einer  algebraischen  Gleichu 
genügt,  deren  Coefficienten  dem  Rationalitätsbereiche  angehören),  ble 
bei  den  Transformationen  von  JH  ungeändert,  und 

jede  rationale,  bei  den  Transformationen  von  F,  oder  was  dasse 
heisst,  bei  den  infinitesimalen  Transformationen  von  G  unverändert 
Differentialfunction  der  yv  yv  •  •  •  yn  ist  algebraisch  ausdrückbar. 

Wenn  G  selbst  aus  infinitesimalen  Transformationen  erzeugt,  a 
mit    r   identisch   ist,    so    fällt    dieser   Doppelsatz    mit    dem    auf 
Gruppe  G  bezüglichen  der  Nr.  151  (S.  71)  zusammen. 


154.  Adjunction  des  allgemeinen  Integrals  einer  Dilferentialgleiohui 
Normalzerlegungen  der  Transfonnationsgruppe. 

Wir  setzen  also  von  nun  ab  voraus,  dass  schon  von  Anfang 
die  Gruppe  G  der  Differentialgleichung  eine  aus  infinitesimalen  Tra 
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Formationen  erzeugte  continuirliche  sei  und  bezeichnen  nach  wie  vor 
durch  ü(y)  die  den  Rationalitätsbereich  charakterisirende  Function. 

Sei  S(y)  eine  beliebige  Differentialfunction  der  yv  yv  •  •  •  yn,  die 
bei  den  Transformationen  der  Untergruppe  Gs  von  G  ungeändert  bleibt, 
'fahrend  sich  dieselbe  bei  jeder  nicht  in  Gs  enthaltenen  Transformation 
von  G  verändert,  und  bilden  wir  £(17),  wo 

n 
(30)  Vi  =  2] Äi*(ai>  a2>  '  '  '   ar)y*  P-l,!.-«) 


allgemeinste  Transformation  von  G  darstellen  möge. 
Wenn  dann  die  Untergruppe  Gs  nur  von  q  =  r  —  6  Parametern 
abhängt,  so  enthält  der  Ausdruck  S(rj)  nach  dem  Satze  von  Herrn 
Vessiot  (Nr.  144,  S.  50)  genau  6  =  r  —  q  wesentliche  Parameter. 
EKfierentiiren  wir  also  S(rj)  tf-mal  nach  x  und  eliminiren  zwischen 
S(ij)  und  seinen  6  ersten  Ableitungen  jene  6  Parameter,  so  erhalten 
wir  eine  algebraische  Differentialgleichung 

(31)  0(5)  =  0 

*****  Ordnung  für  S(rj),  deren  Coefficienten  offenbar  rationale  Differen- 
fciaKanctionen  der  y  9  y2,  •  •  •  yn  sind,  die  bei  den  Transformationen  von 
G  ungeändert  bleiben  und  folglich  dem  Rationalitätsbereiche  angehören. 
Diese  Differentialgleichung  (31),  die  wir  uns  in  Bezug  auf  S  und  seine 
Ableitungen  im  algebraischen  Sinne  irreductibel  denken  können,   hat 
keines  ihrer  nicht  singulären  Integrale  (im  Sinne  der  Nr.  144,  S.  49) 
tnit  einer  Differentialgleichung   niedrigerer  Ordnung  und   vom   selben 
Charakter  gemein;  denn  eine  solche  Differentialgleichung  müsste  dann 
*Uch  durch  S(rf)  selbst  befriedigt  werden,  d.  h.  sie  besässe  eine  Lösung, 
<**«  0  wesentliche  willkürliche  Parameter  enthält,  und  das  ist  unmög- 
iicl  (yergl.  Nr.  144,  S.  52).     Wir    können    folglich    die    Differential- 
gleichung (31)   auch  als  die  Differentialgleichung  niedrigster  Ordnung 
***it  dem  Rationalitätsbereiche  angehörigen  Coefficienten  definiren,   der 
<lie  rationale  Differentialfunction  S(y)  Genüge  leistet. 

Die  Transformationen  von  G7  bei  denen  S(rj)f  aufgefasst  als  Diffe- 
rentialfunction   der   y  9  ya,  •  •  •  ynJ   ungeändert   bleibt,    bilden   offenbar 
ö*xie  Untergruppe   von   G}   die  aus   Gs  hervorgeht,   indem  man  diese 
letztere  Gruppe  durch  die  Substitution,    die    [17.]    mit    [yj    verknüpft, 
^"»nsfonnirt.     Wir  nannten  (Nr.  140,  S.  3G)  eine  solche  Untergruppe 
mit  G8  innerhalb  G  gleichberechtigt. 

Adjungiren  wir  nunmehr  der  Differentialgleichung  (a)  die  sämmt- 

ucnen  Lösungen  von  (31),  so  reducirt  sich  die  Transforraationsgruppe 

**  auf  diejenige  Untergruppe,    die  allen  mit   Gs  innerhalb   G  gleich- 

^t'letinger,  Differentialgleichungen.   11.  6 
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berechtigten  Untergruppen  gemeinsam  ist;  diese  ist  aber  offenbar  inner- 
halb G  ausgezeichnet,  und  zwar  ist  es  die  umfassendste  ausgezeichnete 
Untergruppe  von  G,  bei  deren  Anwendung  S(y)  ungeändert  bleibt; 
wir  können  also  sagen: 

Durch  Integration  der  Differentialgleichung  niedrigster 
Ordnung  mit  dem  Rationalitätsbereiche  angehörigen  Coeffi- 
cienten,  der  eine  rationale  Differentialfunction  der  y  f  y2,  •  •  •  yn 
Genüge  leistet,  reducirt  sich  die  Gruppe  G  unserer  linearen 
Differentialgleichung  (a)  auf  eine  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe. 

Auf  Grund  dieses  Satzes  können  wir  nun  übersehen,  in  welcher 
Weise  die  Structur  der  Transformationsgruppe  G  das  bei  der  Integra- 
tion der  Differentialgleichung  (a)  einzuschlagende  Verfahren  bestimmt. 

Sei  Gl  eine  umfassendste  in  G  enthaltene  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe, d.  h.  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  von  G,  die  in  keiner 
anderen  ausgezeichneten  Untergruppe  von  G  enthalten  ist;  sei  ebenso 
(r2  eine  umfassendste  ausgezeichnete  Untergruppe  von  G  }  G$  eine 
solche  von  G2f  und  so  fort,  dann  muss  in  dieser  Folge  von  Gruppen 
endlich  eine  Gruppe  Gm_l  zum  Vorschein  kommen,  die  ausser  sich 
selbst  und  der  identischen  Transformation  keine  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe enthält,  die  also  (vergl.  Nr.  140,  S.  36)  eine  einfache  Gruppe 
ist.     Die  Folge 

G0>    GV    GV    '  '        Gm-V      (G0  =  G)> 

soll  dann  nach  Herrn  Vessiot  eine  Normalzerlegung  von  G  heissen. 
Wir  denken  uns  nun  für  x  =  1,  2,  •  •  •  m  eine  Untergruppe  F 
von  G  —1  bestimmt,  die  G  enthält  und  überdies  von  der  grösstmög- 
lichen  Anzahl  von  Parametern  abhängt.  Sei  ferner  f  (y)  eine  Diffe- 
rentialinvariante von  r  }  die  bei  keiner  nicht  in  JH  enthaltenen  Trans- 
formation von  G  x  ungeändert  bleibt,  und  bedeute  k  die  Differenz 
zwischen  den  Anzahlen  der  Parameter  in  den  Gruppen  G  x  und  JH 
Dann  befriedigt  fx(ff)  eine  Differentialgleichung 

von  der  Ordnung  Ar  Denkt  man  sich  dieselbe  integrirt  und  adjungiii 
ihr  allgemeines  Integral  dem  Rationalitätsbereiche  von  («),  so  reducin 
sich  die  Transformationsgruppe  auf  Gv  Hiernach  genügt  f2(y)  einei 
Differentialgleichung 

von  der  Ordnung  A2,  durch  deren  Integration  sich  die  Transformatione 
gruppe  von  (a)   auf   G2  reducirt.     So  kann  man  fortfahren,  bis  mal 
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endlich  Gm_1  als  Transformationsgruppe  von  (a)  hat.  Wenn  man 
dann  noch  die  allgemeine  Lösung  der  Differentialgleichung  Amter  Ordnung 

0  (/")  — 0, 

der  fm  Genüge  leistet,  adjungirt,  so  reducirt  sich  die  Transformations- 
grappe  von  (a)  auf  die  identische  Transformation  (weil  G  x  eine 
einfache  Gruppe  ist),  so  dass  also  die  Integrale  yv  y2,  •  •  •  yn  selbst 
dem  Rationalitätsbereiche  angehören. 

Die  Integration  von  (a)  ist  somit  auf  die  successive  Lösung  von 
Differentialgleichungen  der  Ordnungen 

(32)  k,  *,,-••  k 

zurückgeführt,  und  zwar  sind  diese  Hülfsdifferentialgleichungen  immer 
?on  der  möglichst  niedrigen  Ordnung,  weil  wir  uns  die  F  als  mit  der 
größtmöglichen  Parameteranzahl  behaftet  gewählt  dachten. 

Im  Allgemeinen  wird  es  natürlich  mehrere  von  einander  verschie- 
dene Normalzerlegungen  der  Gruppe  G  geben  können  und  entsprechend 
wird  man  auf  verschiedene  Ketten  von  Hülfsdifferentialgleichungen 
geführt  werden.  Stets  sind  aber  die  Zahlen  (32)  dieselben, 
i  h.  die  Hülfsdifferentialgleichungen,  die  den  verschiedenen 
Jformalzerlegungen  von  G  entsprechen,  haben  immer  die- 
selben Ordnungszahlen.  Dieses  interessante  Resultat,  auf  dessen 
Begründung  wir  nicht  eingehen,  ist  zuerst  von  Herrn  Vessiot  be- 
wiesen  worden. 

155.  Lineare  Differentialgleichungen,  durch  deren  Adjunction  sich  die 
fruisformationsgruppe  reducirt.  Reciprocitätssatz.  Hülfsdifferential- 
gleichungen mit  einfacher  Gruppe.    Integration  durch  Quadraturen. 

Das  einer  Normalzerlegung  von  G  entsprechende  Integrations- 
schema der  Differentialgleichung  (a)  gewinnt  nur  in  dem  Falle  prak- 
tische Bedeutung,  wenn  die  Untergruppen  F  als  algebraische 
^tergruppen  gewählt  werden  können.  Aber  selbst  in  diesem  Falle 
^W  die  Untersuchung  einer  linearen  Differentialgleichung  im  All- 
gemeinen auf  die  von  algebraischen  Differentialgleichungen  von  höherem 
a»  dem  ersten  Grade  zurückgeführt.  Diese  haben  zwar  insofern  einen 
SPM  besonderen  Charakter,  als  sich  die  Art,  wie  die  willkürlichen 
konstanten  in  das  allgemeine  Integral  eingehen,  genau  übersehen  lässt; 
Humerhin  wird  es  aber  von  Bedeutung  sein  zu  fragen:  wann  lässt 
sich  die  Transformationsgruppe  einer  vorgelegten  linearen  Differential- 
peichung  durch  Adjunction    der*  Lösungen    einer    anderen    ebenfalls 

•mearen  Differentialgleichung  reduciren? 

6* 
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Wenn  wir  die  Frage  in  dieser  Form  stellen,  so  gehen  wir  über 
die  bisher  festgehaltene  Art  der  Adjunction  hinaus.  Wir  hatten 
nämlich  bisher  immer  nur  rationale  Differentialfunctionen  der 
Elemente  eines  Fundamentalsystems  adjungirt  und  konnten  deshalb  die 
Untersuchung  an  der  allgemeinen  Differentialgleichung  (a)  führen, 
deren  Transformationsgruppe  wir  durch  Adjunction  einer  geeigneten 
rationalen  Differentialfunction  zur  Uebereinstimmung  gebracht  hatten 
mit  der  Transformationsgruppe  einer  vorgelegten  speciellen  Differential- 
gleichung. Die  so  gefundenen  Sätze  übertragen  sich  vermöge  des  in 
der  Nr.  152  (S.  76,  77)  dargelegten  Princips  unmittelbar  auf  specielle 
Differentialgleichungen,  indem  nur  an  Stelle  der  formellen  Unveränder- 
lichkeit  rationaler  Differentialfunctionen  die  Unveränderlichkeit  als 
Function  von  x  tritt. 

Wir  machen  von  dieser  Uebertragbarkeit  sofort  Gebrauch,  indem 
wir  uns  eine  specielle  Differentialgleichung  (A),  deren  Transformations- 
gruppe für  einen  gegebenen  Rationalitätsbereich  G  sein  möge,  vor- 
gelegt denken,  und  nach  der  Beschaffenheit  einer  anderen  linearen 
Differentialgleichung 

(B)  —  +  q,  ^-^  H h  9  *  =  ° 

V     )  dafn  -T  *i  dxm-l  -T  -!-¥„ 

mit  dem  Rationalitätsbereiche  angehörenden  Coefficienten  fragen,  durch 
deren  Integration  sich  die  Gruppe  G  von  (A)  reducirt. 

Es  sei  also  zv  z2,  •  •  •  zm  ein  Fundamen  talsystem  von  (B)  und 
möge  durch  Adjunction  desselben  die  Gruppe  G  von  (A)  auf  eine 
Untergruppe  G1  reducirt  werden,  die  genau  s  Parameter  weniger  ent- 
hält wie  G  selbst.  Möge  die  aus  den  Elementen  y  9  y2,  •  •  •  yn  eines 
Fundamentalsystems  von  (A)  gebildete  rationale  Differentialfunction 
R^y)  genau  bei  den  Transformationen  von  Gt  (als  Function  von  x) 
ungeändert  bleiben,  dann  ist  also  nach  dem  Picard-Vessiot'schea 
Doppelsatze 

wo  Ht(z)  eine  rationale  Differentialfunction  der  zv  zv  •  •  •  Zm  bedeutet 
Denken  wir  uns  nun  im  Sinne  der  Nr.  154  (S.  81)  die  Differential- 
gleichung niedrigster  Ordnung  mit  dem  ursprünglichen  Rationalitäts- 
bereiche angehörigen  Coefficienten  gebildet,  der  die  Function  ^(jfl 
genügt,  so  ist  dieselbe  von  der  sten  Ordnung.  Bilden  wir  ebenso  die 
Differentialgleichung  niedrigster  Ordnung  für  Hx{zl7  z%,  •  •  zr^)f  so 
haben  diese  beiden  Differentialgleichungen  eine  Lösung  mit  einander 
gemein  und  sind  folglich  mit  einander  identisch.  Bezeichnen  wir  also 
mit   rjl7  rji7  •  •  •  rin   das   durch  die  allgemeinste  Transformation  von   G 
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aUB  Vv  y%)  '  '  '  V*  entstehende  Fundamentalsystem  von  (A),  durch 
ti>tv'"  Zm  ^  ™*  8v  0v  '  "  zm  durch  &e  allgemeinste  Transforma- 
tion der  Gruppe  der  Differentialgleichung  (B)  verknüpfte  Fundamental- 
system von  (B),  so  enthalten  die  beiden  Ausdrücke 

Ri(v19  Vv  '  ''  %)     und     Hi(tv  tt>--  U 

genau  s  wesentliche  Parameter,  und  jeder  Werth,  den  einer  von  beiden 
fär  ein  bestimmtes  Werthesystem  der  in  ihm  enthaltenen  Parameter 
annimmt,  stimmt  mit  einem  Werthe  des  anderen  für  ein  gewisses 
Werthesystem  seiner  Parameter  überein. 

Daraus  schliessen  wir  zuvörderst,  dass  mit  der  Adjunction  der 
lv  *v  "  '  zm  auc^  a^e  verschiedenen  Werthe  von 

dem  Rationalitätsbereiche  hinzugefügt  werden,  da  jeder  derselben  gleich 
einer  rationalen  Differentialfunction  der  $,,$„•••*  wird,  dass  also 
die  Gruppe  Gx  in  G  nothwendig  als  ausgezeichnete  Untergruppe 
enthalten  sein  muss. 

Denken  wir  uns  aber  nun  umgekehrt  die  Integrale  yv  y%)  •  •  •  yn 
von  (A)  der  Differentialgleichung  (B)  adjungirt,  so  gehört  i2x(y)  und 
folglich  auch  Ht(zlf  js%7  -  >  -  zm)  dem  Rationalitätsbereiche  an.  Da  der 
Ausdruck 

genau  s  wesentliche  Parameter  enthält,  so  reducirt  die  Adjunction  der 
yv  }JV  •  •  •  ym  die  Transformationsgruppe  von  (B)  auf  eine  Gruppe,  die 
niindestens  s  Parameter  weniger  enthält.  Andererseits  kann  die  Reduc 
tion  auch  nicht  um  mehr  als  s  Parameter  erfolgen,  da  wir  ebenso  für 
die  Differentialgleichung  (A)  schliessen  können,  dass  ihre  Transforma- 
honsgruppe  bei  Adjunction  der  zv  £a,  •  •  -  zm  um  mindestens  so  viele 
Parameter  reducirt  werden  muss,  wie  die  Gruppe  von  (B)  bei  Adjunc- 
tion der  y  y2,  •  •  •  yn.  Also  findet  sich  die  Gruppe  von  (B)  durch 
Adjunction  der  y  y  y„,  •  •  yn  auf  eine  Untergruppe  und  zwar  offenbar 
auch  auf  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  reducirt,  die  genau  s  Para- 
meter weniger  enthält  wie  die  ursprüngliche.  Wir  haben  somit  den 
folgenden  Satz,  der  einem  bekannten  Theoreme  der  Algebra  analog  ist, 
^d  den  man  wohl  als  den  Reciprocitätssatz  bezeichnen  kann: 

Wenn  sich  die  Transformationsgruppe  einer  linearen 
Differentialgleichung  (A)  durch  Adjunction  der  Lösungen 
eiöer  anderen  linearen  Differentialgleichung  (B)  auf  eine 
Untergruppe  reducirt,  die  s  Parameter  weniger  enthält  wie 
d^  ursprüngliche,  so  reducirt  sich  die  Gruppe  von  (B)  durch 
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Adjunction  der  Lösungen  von  (A)  in  derselben  Weise,  im 
die  neuen  Transformationsgruppen  sind  beide  Male  in  d< 
ursprünglichen   als   ausgezeichnete  Untergruppen   enthalte 

Sei  insbesondere  die  Transformationsgruppe  der  Differentialgleichui 
(B)  eine  einfache^  wenn  sich  dann  durch  Adjunction  der  Lösung 
von  (B)  die  Transformationsgruppe  von  (A)  wirklich  reducirt,  so  mu 
sich  zufolge  des  Reciprocitätssatzes  die  Gruppe  von  (B)  durch  Adjur 
tion  der  Lösungen  von  (A)  auf  die  identische  Transformation  reduem 
d.  h.  es  sind  die  Lösungen  von  (B)  rationale  Differentia 
funetionen  der  Lösungen  yv  y2,  •  •  •  yn  von  (A). 

Wenn  man  sich  also  auf  die  Adjunction  der  Lösung« 
von  linearen  Hülfsdifferentialgleichungen  mit  einfach 
Gruppe  beschränkt,  so  bleibt  man  im  Rahmen  der  Betrac 
tungen,  die  sich  auf  die  Adjunction  rationaler  Differentia 
funetionen  der  Elemente  eines  Fundamentalsystems  der  g 
gebenen  Differentialgleichung  beziehen  und  bei  denen  d 
gegebene  specielle  Differentialgleichung  durch  die  allg 
meine  Differentialgleichung  (a)  unter  Adjunction  einer  g 
wissen  Gattung  rationaler  Differentialfunctionen  erset 
werden  kann. 

Dies  ist  insbesondere  der  Fall,  wenn  es  sich  um  die  Frage  hande 
ob  eine  vorgelegte  lineare  Differentialgleichung  durch  Quadratur« 
integrirt  werden  kann. 

In  der  That  kann  eine  Quadratur,  d.  h.  also  die  Ausführung  ein 
Integrals 

u  =  I  f(x)dx, 

wo  f(x)  eine  dem  Rationalitätsbereiche  angehörige  Function  bedeui 
stets  ersetzt  werden  durch  die  Integration  der  homogenen  linear 
Differentialgleichung  erster  Ordnung 

(33)  5i -/(*>» 

wenn 

u  =  log  v 

gesetzt  wird.  Die  Transformationsgruppe  einer  Gleichung  von  d 
Form  (33)  ist  aber  die  homogene  lineare  Gruppe  in  einer  Variabein 
und  diese  ist  offenbar  einfach. 

Wenn  also  die  Integration  einer  (homogenen)  linear« 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  die  Transformation 
gruppe  einer  gegebenen  linearen  Differentialgleichung  r 
ducirt,  so  ist  die  Lösung  der  Hülfsdifferentialgleichung  ei 
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rationale  Differentialfunction  der  Elemente  eines  Funda- 
mentalsystems der  gegebenen  Gleichung,  und  die  reducirte 
Gruppe  ist  eine  ausgezeichnete  Untergruppe,  die  von  einem 
Parameter  weniger  abhängt  wie  die  ursprüngliche. 


156.    Bedingung   für   die    Integrabilität   einer   linearen   Differential- 
gleichung durch  Quadraturen.    Integrable  Gruppen.    Die  allgemeine 
lineare  Differentialgleichung  ist  nicht  durch  Quadraturen  lösbar. 

Soll  sich  also  die  Integration  der  Differentialgleichung  (a),  deren 
Transformationsgruppe  unter  Adjunction  der  Differentialfunction  B(y) 
wieder  durch  G  bezeichnet  werden  mag,  durch  eine  Kette  von  lauter 
linearen  homogenen  Hülfsdifferentialgleichungen  erster  Ordnung  absol- 
viren  lassen,  d.  h.  soll  es  möglich  sein,  die  Gruppe  G  durch  successive 
Adjunction  der  Lösungen  solcher  Hülfsdifferentialgleichungen  auf  die 
identische  Transformation  zu  reduciren,  so  muss  sich  die  Transforma- 
tionsgruppe der  gegebenen  Differentialgleichung  allemal,  wenn  sie  sich 
reducirt,  auf  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  reduciren,  die  einen 
Parameter  weniger  enthält.  Es  muss  demnach  G  eine  ausgezeichnete 
Untergruppe  Gl  besitzen,  die  einen  Parameter  weniger  enthält  wie  6r, 
ebenso  G1  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  G  ,  die  einen  Parameter 
weniger  enthält  wie  Gt  u.  s.  w. 

Eine  aus  r  infinitesimalen  Transformationen 

erzeugte  Gruppe  G,  die  diese  Eigenschaft  besitzt,  nennt  Herr  Lie  eine 
integrable  Gruppe. 

Wir  können  also  sagen:  Damit  eine  lineare  Differential- 
gleichung durch  eine  Kette  von  homogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  integrirbar  sei,  ist  noth- 
wendig,  dass  sie  eine  integrable  Transformationsgruppe 
besitze. 

In  analytischer  Form  lässt  sich  die  Bedingung  dafür,  dass  die 
r-gliedrige  Gruppe  G  integrabel  sei,  dahin  aussprechen,  dass  es  mög- 
lich sein  muss,  r  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transforma- 
tionen derselben 

so  auszuwählen,  dass  Relationen  von  der  Form 
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bestehen,  wo  die  c  Constanten  bedeuten;  denn  in  diesem  Falle  erzeugen 

offenbar  eine  i-gliedrige  Untergruppe,  die  (vergl.  Nr.  140,  S.  37) 

der  aus  den 

Txft  ■■■  TJt   Y{+1f 

erzeugten  (i  -f-  l)-gliedrigen  ausgezeichnet  enthalten  ist. 

Herr   Lie   hat   nun    über   integrable   homogene   lineare   Grupj 
einen  wichtigen  Satz  aufgestellt,  auf  den  wir  kurz  eingehen  müss 

Sei 

(35)  v=22a*<y<w. 

eine  infinitesimale  homogene  lineare  Transformation,  dann  beweist  n 
leicht  mit  Hülfe  derselben  Methode,  die  wir  im  dritten  Abschnitte 
die  Reduction  einer  linearen  Substitution  auf  die  canonische  Form, 
gewandt  haben,  dass  sich  stets  neue  Veränderliche 


n 


(36)  ^=2^«        «  =  M.--») 

X=st 

so  einführen  lassen,  dass  die  infinitesimale  Transformation  £f  c 
canonische  Form 

(37)  buMt  §f  +  (Vi  +  V,)  #  +  ••■  +  Q>nl'i  +  •'■  +  »..0  0 

1  4» 

annimmt. 

Der  Satz  des  Herrn  Lie  besagt  nun,  dass,  wenn  die  infinitesimale 
Transformationen 

ä      yj,  y2/;  •••  Yf 

eine  integrable  lineare  homogene  Gruppe  erzeugen,  d.  h.  wenn  z wisch* 
diesen  infinitesimalen  Transformationen  die  Beziehungen  (34)  bestehe? 
dass  sich  dann  stets  neue  Variable  (36)  so  einführen  lassen,  dass  all 
Y.  f  (« ;  =  l,  2,  •  •  •  r)  g  1  e  i  c h  z e i  t i  g  die  canonische  Form  (37)  annehmen. 

Nach  Einführung  dieser  neuen  Variabein  [#.]  ist  also  eine  jec 
integrable  lineare  homogene  Gruppe  in  der  aus  den  infinitesimale 
Transformationen 

IL 

Zi  dzx  > 

cf_  Cf 


cf  cf  cf 

1  CZ„  '       2  CZ„'  *  f}Zm 
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erzeugten  Gruppe,  d.  h.  in  der  Gruppe 

(38)  ti  =  «n  zi  +  a22  *2  7 

t  =  a  ,#,  +  a  0£a  +  •  •  •  +  a    8 

X9n  nlli        »2    S     >  •        nn    n 

als  Untergruppe  enthalten;  wir  können  demnach  das  Lie'sche  Theorem 
auch  so  aussprechen: 

Jede  integrable  lineare  homogene  (aus  infinitesimalen 
Transformationen  erzeugte)  Gruppe  geht  durch  Transforma- 
tion mit  einer  linearen  Substitution  in  eine  Untergruppe  der 
Gruppe  (38)  über,  oder,  was  dasselbe  besagt,,  sie  ist  mit  einer 
Untergruppe  von  (38)  innerhalb  der  allgemeinen  linearen 
homogenen  Gruppe  L  gleichberechtigt. 

Auf  Grund  dieses  Satzes  werden  wir  nun  im  Stande  sein  zu  über- 
sehen, dass  die  für  die  Integrabilität  einer  linearen  Differentialgleichung 
durch  Quadraturen  oben  als  nothwendig  erkannte  Bedingung  zugleich 
hinreichend  ist. 

Sei  also  die  Gruppe  G  unserer  Differentialgleichung  (a)  integrabel 
und  denken  wir  uns  das  Fundamentalsystem  [yj  gleich  von  vorneherein 
so  gewählt,  dass  G  in  der  Gruppe  von  der  Form  (38)  als  Untergruppe 
enthalten  sei. 

Offenbar  bleiben  die  rationalen  Differentialfunctionen 

^logy,       rflog  D(ylty,)        d\ogD(yljy%,yz)  d\ogD(ylyy2,  ••■y,.1) 

d*     '  dx  '  dx  '  dx 

umgeändert,  wenn  man  auf  die  [yj  eine  Substitution  von  der  Form  (38) 
ausübt;  sie  sind  folglich  Differentialinvarianten  der  Gruppe  (38)  und 
demnach  auch  der  in  (38)  als  Untergruppe  enthaltenen  Gruppe  6r,  also 
8l^d  sie,  zufolge  des  Picard-Vessiot 'sehen  Doppelsatzes,  Functionen 
v°n  x,  die  dem  Rationalitätsbereiche  angehören. 
Setzen  wir 

d  log  yi       tt  \ 
~dx~   -rt*), 
*>  ist 

ff(x)dx 

**•  k  ein  Integral  unserer  Differentialgleichung  genügt  einer  homogenen 
"nearen  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  deren  Coefficienten  dem 
^tionalitatsbereiche  angehören.  Benützen  wir  dieses  Integral  nach 
tau  in  der  Nr.  18  (Band  I,  S.  47)  dargelegten  Verfahren  zur  Reduc- 
tion  der  Differentialgleichung  (a),  indem  wir  setzen 
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so  genügt  z  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  (n  —  l)ler 
Ordnung,  deren  Coefticienten  sich  zufolge  der  Gleichungen  (3)  Nr.  18 
(Band  I,  S.  48)  aus  den  Coefticienten  von  («)  und  den  successiven 
Ableitungen  von  log  yx  rational  zusammensetzen  und  somit  dem  Ratio- 
nalitätsbereiche  angehören.  Für  diese  Differentialgleichung  (n  —  Xf*x 
Ordnung  constituiren  die  Ausdrücke 


=  d-  (y*±j) 

dx\  yt    / 


Zx  =    .,-  I    -  -1-  ]  (x=  1,  2,  •  •  •  n  -  1) 


ein  Fundamentalsystem,  und  da,  wie  sich  aus  den  Formeln  der  Num- 
mern 18  und  22  ergiebt, 

D(ylf  y2,  •  •  •  yj)  —  yjD(^,  *v  •  •  •  *x_t) 

ist,  so  sind  die  Ausdrücke 

d  log  zx        d  log  D(zl1  zt)  d  log  D{z^  z%>  •  •  •  *n_s) 

dx      }  dx  f  dx 

Functionen,  die  dem  Rationalitätsbereiche  angehören.  Die  Differential- 
gleichung (w  —  l)16'  Ordnung  für  z  hat  also  genau  dieselbe  Beschaffen- 
heit wie  die  ursprüngliche  für  y,  wir  können  somit  das  Verfahren  der 
Nr.  18  weiter  anwenden,  indem  wir  setzen 


z  =  z. 


1  i  udx, 


und  so  fortfahren,  bis  wir  endlich  zu  einer  linearen  homogenen  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung 

dw  ,  N 

Tx  =  *(*)» 

kommen,  wo  (p(x)  eine  dem  Rationalitätsbereiche  angehörige  Function 
bedeutet. 

Es  ist  dann 

/  ff(x)dx     /*f/ii*)dx 

zi(jx  =  e  I  e  dx, 

w_.  •_ 

wo 

gesetzt  wurde,  und  so  fortfahrend  erhalten  wir  endlich 


Vn  =  e 


(*><**     f*  fh(x)dx  f*  /*  fy(x)dx 

je  dx  I  •  •  ■  I  e  dx, 


ß 
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d.  h.  die  Elemente  des  Fundamentalsystems  der  Differentialgleichung  (a) 
bestimmen  sich  durch  Quadraturen,  und  zwar  sind  zur  Bestimmung  von 
yx  im  Allgemeinen  x  übereinandergesetzte  Quadraturen  erforderlich,  so 
dass  also  die  Integration  von  (a)  im  Allgemeinen 

Quadraturen  erfordert. 

Damit  ist  also  in  der  That  bewiesen,  dass  eine  lineare 
Differentialgleichung,  deren  Transformationsgruppe  inte- 
grabel  ist,  auch  stets  durch  Quadraturen  gelöst  werden  kann. 

Wir  erkennen  zugleich,  dass,  wenn  eine  lineare  Differentialgleichung 
durch  Quadraturen  integrirbar  ist,  eines  ihrer  Integrale  eine  dem  Ratio- 
nalitatebereiche  angehörige  logarithmische  Ableitung  besitzt,  und  dass 
die  Bestimmung  der  übrigen  Integrale  auf  dem  in  der  Nr.  18  dar- 
gelegten Wege  erfolgen  kann,  wobei  dann  immer  nur  lineare  homogene 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  mit  dem  Rationalitätsbereiche 
angehörenden  Coefficienten  zu  lösen  und  auf  deren  Lösungen  wieder- 
holte Quadraturen  auszuüben  sind. 

Die  Bedingung  dafür,  dass  die  Transformationsgruppe  der  gegebenen 
Differentialgleichung  integrabel  sei,  setzt  implicite  voraus,  dass  diese 
Gruppe  eine  aus  infinitesimalen  Transformationen  erzeugte  continuirliche 
i*t.  Um  dieses  zu  erreichen,  wird  man  im  Allgemeinen  dem  Rationalitäts- 
bereiche noch  die  Wurzeln  einer  bestimmten  algebraischen  Gleichung 
niit  dem  Rationalitätsbereiche  angehörigen  Coefficienten  zu  adjungiren 
haben  (vergl.  Nr.  154,  S.  80).  Wenn  also  z.  B.  die  vorgelegte  lineare 
Differentialgleichung  in  x  rationale  Coefficienten  besitzt,  so  wird,  falls 
dieselbe  durch  Quadraturen  integrirbar  sein  soll,  ihre  Transformati ons- 
gnippe  nach  Adjunction  einer  gewissen  algebraischen  Function  von  x 
eine  integrable  sein  müssen,  und  es  wird  sich  dann  eine  ihrer  Lösungen 
in  der  Form 

f/(x)dx 

e 

darstellen  lassen,  wo  f(x)  eine  rationale  Function  des  adjungirten  alge- 
braischen Gebildes  bedeutet,  d.  h.  der  Logarithmus  einer  Lösung 
l§t  ein  zu  diesem  Gebilde  gehöriges  Abel'sches  Integral. 

Die  entwickelte  Theorie  der  durch  Quadraturen  integrirbaren 
linearen  Differentialgleichungen  ist  der  Galois'schen  Theorie  der  durch 
>  urzelgrössen  auflösbaren  algebraischen  Gleichungen  analog.  Es  ist 
nun  auch  leicht,  einen  Satz  aufzustellen,  der  dem  Ruffini-Aberschen 
oatze  von  der  Unauflösbarkeit  der  allgemeinen  Gleichung  (höheren  als 
vierten  Grades)  durch  Wurzelzeichen  entspricht. 
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Es  ist  nämlich  die  allgemeine  lineare  Differentialglei- 
chung n*6*  Ordnung  für  w>l  nicht  durch  Quadraturen  inte- 
grirbar. 

In  der  That  ist  die  Transformationsgruppe  dieser  Differential- 
gleichung die  allgemeine  lineare  homogene  Gruppe  L, 

n 
x=  1 

Diese  besitzt  eine  algebraische  ausgezeichnete  Untergruppe  mit  n  —  1 
Parametern,  nämlich  diejenige,  deren  Transformationen  die  Bedingung 

tt.     \   =   1  (!,*=:  1,2,     .n) 

•      I 

erfüllen  und  die  Herr  Lie  als  die  specielle  lineare  homogene 
Gruppe  bezeichnet.  Die  specielle  lineare  homogene  Gruppe  L  ist 
aber,  wie  Herr  Lie  bewiesen  hat,  einfach,  also  ist  L  nicht  integrabel. 


Siebentes  Kapitel. 

157.  Probleme,    die   sich  auf  die  Transformationsgruppe  beliehen. 
Algebraische  Beziehungen  zwischen  Integralen  und  deren  Ableitungen. 

Der  Fall  algebraischer  Integrale. 

Nachdem  wir  so  die  auf  die  Betrachtung  der  Transformations- 
gruppe einer  gegebenen  Differentialgleichung  gegründete  Integrations- 
theorie dargelegt  haben ,  wollen  wir  uns  über  die  Probleme  zu  orien- 
tiren  suchen,  die  sich  an  diese  Theorie  noch  anknüpfen  oder  derselben 
unterordnen  lassen. 

Die  erste  Aufgabe,  deren  Lösung  als  wünschenswerth  erscheint, 
ist  die,  alle  möglichen  Arten  von  Transformationsgruppen,  die  bei 
linearen  homogenen  Differentialgleichungen  überhaupt  auftreten  können, 
aufzufinden.  Das  heisst  mit  andern  Worten:  Man  suche  für  ein 
gegebenes  n  alle  algebraischen  Untergruppen  der  linearen 
homogenen  Gruppe  in  n  Variabein.  Diese  Aufgabe  ist  für  n  =  2 
und  n  =  3  gelöst.     Wir  kommen  hierauf  später  zurück. 

Kennt  man  eine  algebraische  Untergruppe  G  von  L,  so  denke  man 
sich  eine  zu  derselben  gehörige  Differentialinvariante  B(yv  y2,  •  •  •  yn) 
aufgestellt.  Dann  besitzt  die  allgemeine  lineare  Differentialgleichung 
[a)  unter  Adjunction  von  -ß(y)  eine  bestimmte  Integrationstheorie, 
die  allen  denjenigen  linearen  Differentialgleichungen  gemeinsam  ist, 
deren  Transformationsgruppe  mit  G  übereinstimmt.  Man  kann  sich 
dann  weiter  die  Aufgabe  stellen,  für  einen  gegebenen  Rationalitäts- 
bereich, etwa  den  der  rationalen  Functionen  von  x7  alle  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen nUt  Ordnung  aufzufinden,  deren  Transformations- 
gruppe G  ist.  Es  wird  sich  also  darum  handeln,  Functionen  des 
Rationalitätsbereiches  zu  finden,  die  in  den  Gleichungen  (29)  (S.  76) 
die  rechten  Seiten  bilden  können. 

Eine  lineare  Differentialgleichung  (A),  deren  Transformationsgruppe 
ü  ist,  hat  die  besondere  Eigenschaft,  dass  zwischen  den  Elementen 
$i>  y%y' ' '  y  eines  Fundamentalsystems  und  deren  Ableitungen  die 
durch  die  Gleichung 
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dargestellte  Beziehung  besteht,  wo  f\x)  eine  dem  Rationalitätsberei 
angehörige  Function,  also  z.  B.,  wenn  wir  den  einfachsten  Fall 
trachten,  wo  der  Rationalitätsbereich  aus  den  rationalen  Functio 
von  x  gebildet  wird,  eine  rationale  Function  bedeutet.  Aus  di< 
Beziehung  folgen  durch  Differentiation  nach  x  noch  eine  Reihe  and« 
Beziehungen,  in  denen  wir  uns  stets  die  Ableitungen  von  höherer 
der  (n  —  l)1611  Ordnung  weggeschafft  denken  können,  und  die  du 
die  Lösungen  [yj  von  (A)  ebenfalls  identisch  befriedigt  werden.  A 
wenn  die  Gruppe  G  von  r  Parametern  abhängt,  so  sind  nur  diejenij 
dieser  Beziehungen  von  einander  und  von  (39)  unabhängig,  die  du 
weniger  als  (n  —  r)-malige  Differentiation  entstehen,  denn  R(y)  gen 
in  diesem  Falle  (vergl.  Nr.  145,  S.  52)  einer  algebraischen  Different 
gleichung  (n  —  r)ter  Ordnung. 

Wenn  umgekehrt   von   der  Differentialgleichung  (A)  bekannt 
dass  die  Elemente  yl7  y2,  •  •  •  yn  eines  Fundamentalsystems  und  de 
Ableitungen    gewisse    algebraische   Gleichungen    mit   rationalen   Co« 
cienten  # 

C40)      fm(üi>  •  •  •  y»>  y^  •••?»'»"••  y{i~l\  •  •  •  s£" l\ x)  —  ° 

(x  =  1,  2,  3,  •  •  •) 

erfüllen,  so  folgt  aus  den  Sätzen  der  Nr.  152  (S.  77),  dass  diese  G 
chungen  erhalten  bleiben,  wenn  wir  auf  die  [y.J  eine  Transformation 
Transformationsgruppe  G  der  Differentialgleichung  anwenden.    Dar 
kann  man  eine  für  die  Gruppe  G  bedeutsame  Folgerung  ziehen. 

Denken    wir   uns    nämlich  die  Relationen  (40)  beliebig  oft   di 
rentiirt    und    die    Ableitungen    höherer    als    (n  —  l)*6'    Ordnung 
Vn  y%>  '  '  '  yn  m^  Hülfe  der  Differentialgleichung  (A)  entfernt.     Di 
entsteht  ein  gewisses  Gleichungssystem  für  die  n   -f-  1  Grössen 

(41)  x,  y17  •  •  •  yn,   ylf  •  •  -  yn,  yx       ,  •  •  >  ym      ', 

dessen  Gleichungen  einander  nie  widersprechen  können,  weil  sie  ja 
folge   der  Voraussetzung  durch   die  Lösungen  y1}  y2 ,  •  •  •  yn  befriec 
werden.     In  diesem  Gleichungssysteme  wird  es  dann  eine  gewisse  „ 
zahl  von  einander  unabhängiger  Gleichungen 

(42)  Fl  =  0,     F3  =  0,  •  •  •  Fy  =  0 

geben;  d.  h.  diese  y  Gleichungen  (42)  werden  die  Eigenschaft  hal 
dass,  wenn  man  sie  nach  x  differentiirt  und  überdies  die  Ableitum 
höherer  als  (n  —  l)ter  Ordnung  der  [?/#.]  entfernt,  sich  nur  Gleichunj 
ergeben,  die  schon  eine  Folge  der  Gleichungen  (42)  sind.  Wie  B 
Lie  gelegentlich  bemerkt  hat,  kann  man  diese  Eigenschaft  des  G 
chungssystem8    (42)    kurz     dadurch     charakterisiren,     dass    man    sj 
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dasselbe  gestatte  in  den  n"  -\-  1  Grössen  (41)  die  infinitesimale  Trans- 
formation 


df 


(*)  jlj  \  »-iV )yi        l         ■     oV  ;y«/  ajf}»-1) 


*=i 


Deuten  wir  nun  die  n  -\-  1  Grössen  (41)  als  Coordinaten  eines 
Punktes  in  der  ebenen  (n  +  1) -fachen  Mannigfaltigkeit  oder  dem 
(n  -f  l)-dimensionalen  Räume  -Bnn+1,  so  erscheinen  dieselben,  wenn 
wir  die  [yj  als  die  so  bezeichneten  Lösungen  der  Differentialgleichung 
(A)  ansehen,  als  Functionen  von  x:  wir  erhalten  also  in  dem  R  .  , 
ein  eindimensionales  Gebilde,  eine  Curve,  die  wir  als  Integralcurve  6 
von  (A)  bezeichnen  können.  Diese  Art  der  geometrischen  Deutung 
eines  Fundamentalsystems  ist  ausserordentlich  anschaulich.  Da  nämlich 
ein  Fundamentalsystem  durch  die  in  einem  beliebigen  nicht  singulären 
x  -Werthe  vorgeschriebenen  Anfangswerthe  seiner  n  Elemente  und  deren 
(n  —  1)  ersten  Ableitungen  bestimmt  ist,  so  können  wir  sagen,  dass 
durch  jeden  Punkt  des  B  ,j  eine  und  nur  eine  Integralcurve  geht, 
rxxx^  Ausnahme  derjenigen  Punkte,  die  auf  der  durch  die  Gleichung 

-*>(&>  jfi,  •  ■  •  sO  —  o 

klimmten  Mannigfaltigkeit  liegen,  letzteres  aus  dem  Grunde,  weil  die 
Determinante    eines    Fundamentalsystems    für   keinen    nicht    singulären 
**rth  von  x  verschwinden  darf. 

Auf  der   anderen    Seite    stellen    die    Gleichungen   (42)    eine    alge- 
^^ische  Mannigfaltigkeit  im  JtnHtl    dar,  auf  welcher  unsere  Integral- 
curve (£  liegt.     Diese  algebraische  Mannigfaltigkeit  muss  nun   in   sich 
^Ibst  übergehen,  wenn  man  auf  die  yn  y!7  •  •  •  y"~     (i  =  i,a,  •••«)  irgend 
^iH»  Transformation  der   Gruppe   G    anwendet.     Denkt  man  sich  also 
**le  Gesammtheit  derjenigen  linearen  homogenen  Transformationen  der 
".■    aufgestellt,   die  auf   die    y.7  */.',  •  •  •  y|.*~~1)    simultan   angewandt,    bei 
^^verändertem  x  jene  Mannigfaltigkeit  in  sich  selbst  transformiren,  so 
^Üden  dieselben  offenbar  eine  Gruppe  und  zwar  eine  algebraische  Unter- 
gruppe der  allgemeinen  linearen  Gruppe  L.    In  dieser  Gruppe  muss 
dann  G  als  Untergruppe  enthalten  sein. 

Wir   sehen    daraus,    dass    das   Bestehen    von    Relationen    von    der 
rorm  (40)    einen    gewissen    besonderen    Gruppencharakter    der   Diffe- 
rentialgleichung   (A)    oder    (vergl.  Nr.  148,  S.  63)    einen    besonderen 
Affect  derselben   bedingt,    und  dass  sich   demnach  die  Untersuchung 
von  linearen  Differentialgleichungen,  zwischen  deren  Integralen  solche 
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Relationen    bestehen,   in   gewissem    Sinne   in   die  Theorie   der  Tra: 
formationsgruppen  dieser  Differentialgleichungen  einordnet. 

In  der  Entwickelung  der  Lehre  von  den  linearen  Differenti 
gleichungen  wurde  die  Frage  nach  der  Beschaffenheit  einer  Differenti 
gleichung,  deren  Lösungen  gewisse  algebraische  Gleichungen  erfüll 
zuerst  von  Herrn  Fuchs  im  Zusammenhange  mit  der  Frage  unt 
sucht,  wann  eine  lineare  Differentialgleichung  durch  algebraische  Fu 
tionen  integrirt  werden  kann.  Dass  dieser  Fall  wirklich  hierher  gehe 
lässt  sich  leicht  übersehen. 

Denken    wir   uns   nämlich,    die   durch    die  Gleichungen  (42) 
stimmte  Mannigfaltigkeit  sei  selbst  eine  Curve  in  dem  Bnn  ,  1#     D« 
muss  diese  Curve   mit  der  Integralcurve  ß    zusammenfallen    oder  * 
selbe   wenigstens   enthalten,   so   dass   also   £    selbst    eine   algebraia 
Curve  darstellt.     Das  heisst  aber  nichts  anderes,  als  es  lassen  sich 

/  /  (n—  1)  (n  — 1) 

aus  den  Gleichungen  (42)  als  algebraische  Functionen  von  x  berechi] 

Wenn  umgekehrt  von   der  Differentialgleichung  (A)  bekannt 
dass  ihre  Lösungen  algebraische  Functionen  von  x  sind,  so  beste! 
offenbar   zwischen    den    Elementen    yv  y2,  •    •  yn    eines    Fundament 
Systems  und  x  gewisse  algebraische  Gleichungen. 


158.    Algebraisch  integrirbare  lineare  Differentialgleichungen. 
Für  dieselben  ist  die  Transformationsgruppe  endlich. 

Verweilen  wir  einen  Augenblick  bei  der  Betrachtung  einer  solche 
wie  wir  kurz  sagen,  algebraisch  integrirbaren  Differentia 
gleichung  und  fragen  insbesondere  nach  der  Beschaffenheit  d 
Transformationsgruppe  einer  derartigen  Gleichung. 

Wir  setzen  voraus,  dass  die  Coefficienten  der  zu  betrachtend 
linearen  Differentialgleichung  (A)  rationale  Functionen  von  x  sin 
Dann  wird  ein  Fundamentalsystem  yv  yv  •  •  •  yn  von  (A)  einem  Systei 
von  algebraischen  Gleichungen 

genügen,  wo  die  /*  ganze  rationale  Functionen  ihrer  Argumente  l 
deuten,  von  dem  wir  voraussetzen  können,  dass  es  irreductibel  i 
Wir  verstehen  hierunter  das  Folgende. 

Bedeutet  x  =  x0  einen  regulären  Werth  von  x}  d.  h.  einen  Werl 
in  dessen  Umgebung  sich  die  Integrale  von  (A)  in  gewöhnliche  Potei 
reihen  entwickeln  lassen,  so  sei 
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«*)     y,  =  *.(*l<0,  y,  -  ¥,(*!*.),  •  •  •  yn  =  *„(*!*„) 

£in  System   solcher   linear  unabhängiger  Potenzreihen,    die  der  Diffe- 
rentialgleichung   (A)    und    folglich    auch    dem   Gleichungssysteme  (43) 
Genflge  leisten.    Diese  definiren  ein  eindeutig  bestimmtes  System  parti- 
cularer  Losungen  yv  yv  •  •  •  yn  von  (A)  in  der  Fläche  T,  die  aus  der 
ar-  Ebene  durch  Aussonderung  der  wesentlichen  singulären  Stellen  und 
Zerschneidung    in    eine    einfach    zusammenhängende    Fläche    entsteht. 
Nach  den  Grundlagen   der  Functionentheorie  muss  dann  jedes  System 
von  Potenzreihen,  welches  aus  (44)  durch  analytische  Fortsetzung  ent- 
steht,  ebenfalls    die    Gleichungen    (43)   befriedigen.      Das    Gleichungs- 
system (43)  wird  nun  als  irreductibel  bezeichnet,   wenn  auch   um- 
gekehrt jedes  System  von  Potenzreihen,  welches,  für  y  9  t/2,  •  •  •  y    ein- 
gesetzt,  dasselbe   befriedigt,   aus   den    Reihen   (44)    durch   analytische 
Fortsetzung  abgeleitet  werden  kann.    Da  aber  jedes  solche  System  von 
Potenzreihen  die  Differentialgleichung  (A)  befriedigen  muss,  so  muss 
sich  dasselbe  durch  die  aus  (44)  entspringenden  innerhalb  T  eindeutig 
definirten  ylf  yi7  •  •  •  yn   homogen   linear  mit   constanten   Coefficienten 
darstellen  lassen,  d.  h.  mit  anderen  Worten,  jedes  Lösungssystem  der 
Gleichungen  (43)  geht  aus  den  yl9  y2,  •  •  •  yn  durch  Anwendung  einer 
homogenen   linearen  Transformation  hervor.     Die  Gesammtheit   dieser 
linearen  Transformationen,  deren  Anzahl  offenbar  eine  endliche  sein 
ttHM8,   bildet    dann   im    Sinne    der   Nr.  132  (S.  5)    die    Gruppe    der 
Differentialgleichung  (A). 

Bilden  wir  uns  nunmehr  die  empfindliche  Function 

U  =  Ayi   +  ^2y2H \-AnVn 


t*Hi  unbestimmten  A  f  Av  •  •  •  An7  so  ist  dieselbe  eine  algebraische 
**  ^»nction  von  x,  d.  h.  sie  genügt  einer  gewissen  irreductiblen  alge- 
t>:»^ai8chen  Gleichung 

0*5)  e(u)  =  o, 

^^ren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  x  und  den  Ai7  A27  •  •  •  An 
^^^i  Diese  algebraische  Gleichung  ist  in  unserem  Falle  die  in  der 
"^  *.  149  (S.  65)  definirte  Differentialgleichung  niedrigster  Ordnung  (21), 
<  fiir  die  Bestimmung  der  Transformationsgruppe  von  (A)  massgebend 
•  Da  (45)  als  irreductibel  vorausgesetzt  ist,  so  gehen  zufolge  des 
^iseux'schen  Fundamentalsatzes  der  Theorie  der  algebraischen  Func- 
tionen alle  Lösungen  dieser  Gleichung  aus  einer  derselben,  also  etwa 
^*18  tt,  durch  die  Umläufe  der  unabhängigen  Variabein  x  hervor.  Wir 
erhalten  demnach  diese  Lösungen  aus  u7  indem  wir  die  yl7  y27  •  •  •  yn 
<lurch  die  aus    denselben  mittelst  der  Substitutionen    der  Gruppe   der 

^chleiinger,  Differentialgleichungen.    IL  7 
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Differentialgleichung   (A)   hervorgehenden  Grössen   ersetzen.     Die 
verschiedenen  Lösungen  der  Differentialgleichung  (21),  also  in  unsi 
Falle    der    Gleichung    (45),    entsprechenden   Fundamentalsysteme 
aber  mit  den  y19  y2,  •  •  •  yn  durch  die  Operationen  der  Transformat 
gruppe  der  Differentialgleichung  (A)  verknüpft. 

Wir  schliessen  hieraus,  dass  für  eine  algebraisch  i 
grirbare  lineare  Differentialgleichung  mit  in  x  ration 
Coefficienten  die  Transformationsgruppe  mit  der  Gruppe 
Differentialgleichung  zusammenfällt. 

In  diesem  Falle  ist  also  die  Transformationsgruppe  der  Differei 
gleichung  eine  endliche,  d.  h.  sie  besteht  nur  aus  einer  endli 
Anzahl  von  Operationen,  ist  also  jedenfalls  abzählbar  (vergl.  Nr. 
S.  11).  Es  ist  dies  aber  zugleich  der  einzige  Fall,  wo  die  T 
formationsgruppe  einer  linearen  Differentialgleichung  eine  abzah 
Gruppe  ist. 

In  der  That  besteht  im  Allgemeinen  die  Transformationsgrup] 
einer  linearen  Differentialgleichung  aus  einer  endlichen  discreten 
zahl  v  von  continuirlichen  Transformationsschaaren  (Nr.  150,  S. 
die  aus  einer  dieser  Schaaren  (nämlich  aus  derjenigen,  welche  die 
fassendste  in   G  enthaltene    und  von  infinitesimalen  Transformati 
erzeugte  continuirliche  Untergruppe  r  darstellt)  durch  Zusammenset 
mit  v  bestimmten  Transformationen,  unter  denen  sich  auch  die 
tische   Transformation  befindet,   hervorgehen  (Nr.  153,  S.  79).     "V 
diese  continuirliche  Untergruppe  r  eine  r-gliedrige  Gruppe  und  r 
Null  verschieden  ist,  so   enthält  r  und  somit  G  jedenfalls  eine 
tinuirliche  Schaar  von  Transformationen,  da  ja  die  Definitionsgleichu 
von  r  r  stetig  veränderliche  Parameter   in  sich    schliessen.     G 
also  (vergl.  Nr.  140,  S.  38)  dann  und  nur  dann  eine  abzahlbare  Gr 
sein,  wenn  die  Anzahl  dieser  Parameter,  d.  h.  r  gleich  Null  ist; 
reducirt  sich  r  auf  die  identische  Transformation   und  G  besteh! 
v  Transformationen,  ist  also  eine  endliche  Gruppe. 

Gleichwohl  bleibt  auch  in  diesem  Falle  der  Gruppe  G  ihr 
rakter  als  algebraische  Untergruppe  von  L  gewahrt. 

Um  das  einzusehen,  brauchen  wir  nur  auf  die  ursprüngliche 
finition  einer  algebraischen  Gruppe  zurückzugehen,  wie  sie  sich  ir 
Nr.  136  (S.  21)  aus  der  Betrachtung  einer  rationalen  Differentialfun 
ergab.  Der  Charakter  einer  algebraischen  Untergruppe  von  L  bei 
nämlich  darin,  dass  zwischen  den  n  Coefficienten  der  allgem< 
homogenen  linearen  Substitution  eine  gewisse  Anzahl  von  algebrais 
Beziehungen  gesetzt  wurde,  die  ein  Gebilde  in  der  w*-fachen  Mai 
faltigkeit  dieser  Coefficienten  bestimmten.     Wenn   dieses  Gebilde  • 
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von  nnUT  Stufe  ist,  so  liefern  jene  algebraischen  Beziehungen  eine 
endliche  Anzahl  discreter  Werthesysteme  der  n  Substitutionscoefficienten, 
so  dass  wir  also  eine  endliche  Gruppe  erhalten. 

Wenn  die  Transformationsgruppe  G  einer  linearen  Differential- 
gleichung mit  in  x  rationalen  (oder  allgemeiner  mit  in  x  algebraischen) 
Coefficienten  eine  endliche  ist,  so  ist  die  Differentialgleichung  aber 
offenbar  algebraisch  integrirbar.  Denn  bilden  wir  aus  den  Elementen 
des  Fundamentalsystems  y17  y2,  •  •  •  yn  und  aus  den  daraus  durch  die 
sammtlichen  Transformationen  von  6r,  deren  Anzahl  etwa  gleich  v  sein 
möge,  hervorgehenden  Integralen  eine  symmetrische  Function,  so  ist 
diese  eine  ganze,  rationale  Function  der  ylf  y2,  •  •  •  ynf  die  bei  den 
Transformationen  der  Transformationsgruppe  ungeändert  bleibt,  also 
rational  (beziehungsweise  algebraisch)  in  x  ausdrückbar.  Jene  nv  Inte- 
grale genügen  also  einer  algebraischen  Gleichung  mit  in  x  rationalen 
(beziehungsweise  algebraischen)  Coefficienten. 


15i).  Besiehungen    zwischen    der   Transformationsgruppe    und    der 
Gruppe  einer  linearen  Differentialgleichung.    Differentialgleichungen 

der  Fuchs 'sehen  Claeae. 

Wir  hatten  erkannt,  dass  im  Falle  einer  algebraisch  integrirbaren 
Differentialgleichung  die  Transformationsgruppe  mit  der  Gruppe  der 
Differentialgleichung  zusammenfällt.  Hieran  schliesst  sich  naturgemäss 
<*i«  Frage,  welche  Beziehung  im  allgemeinen  Falle  zwischen  der  zu 
euier  Differentialgleichung  (A)  mit  rationalen  Coefficienten  gehörigen 
«anrformationsgruppe  G  und  der  Gruppe  g  dieser  Differentialgleichung 
*><*teht 

Um  uns  darüber  zu  orientiren,  betrachten  wir  wieder  eine  empfind- 
liche Function,  also  etwa 

Xl*&  die  Differentialgleichung   niedrigster  Ordnung  (21),   der   dieselbe 
Rsnügt    Lassen  wir  die  unabhängige  Variable  x  einen  beliebigen  Um- 
**uf  vollziehen,  so  erleiden  die  [yj  eine  Substitution  der  Gruppe  g  der 
Differentialgleichung  und  u  verwandelt  sich  in  eine  andere  Lösung  u{ 
«HrPicard'schen  Resolvente  (19).    Nach  einem  allgemeinen  functionen- 
*keoretiachen  Principe    muss  aber,   wenn   eine  Function  u  einer  alge- 
braischen Differentialgleichung  genügt,  auch  jeder  Zweig  dieser  Func- 
*1°d,  der   durch   analytische    Fortsetzung   aus   u   hervorgeht,    dieselbe 
Differentialgleichung  erfüllen,  also  ist  n.  jedenfalls  auch  eine  Lösung 
Von  (21).     Die  den  verschiedenen  Lösungen  von   (21)  entsprechenden 
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Fundamentalsysteme  von  (A)  sind  aber  mit  [t/J  genau  durch  die  Trans- 
formationen von  G  verknüpft,  also  muss  jede  Transformation  von  g  in  G 
enthalten  sein,  d.  h.  die  Gruppe  g  von  (A)  ist  eine  Untergruppe 
von  G. 

Sei  nun  G  irgend  eine  algebraische  Untergruppe  der  allgemeiner 
linearen  Gruppe  L,  welche  die  abzählbare  Gruppe  g  als  Untergruppe 
enthält.  Denken  wir  uns  eine  ''rationale)  DifFerentialfunction  B(y)  dei 
Vv  Vty  '  ' '  Vn  bestimmt,  die  bei  den  Transformationen  von  G  als  Fune 
tion  von  x  ungeändert  bleibt,  dann  bleibt  dieselbe,  da  g  in  G  enthalter 
ist,  bei  allen  Umläufen  von  x  ungeändert,  ist  also  eine  eindeutige 
Function  von  x.  Dieselbe  kann  aber  im  Allgemeinen  noch  Unbestimmt 
heitsstellen  besitzen,  d.  h.  also  eine  transcendente  Function  von  a 
sein.  Dies  ist  offenbar  dann  und  nur  dann  möglich,  wenn  eine  ode 
mehrere  der  wesentlichen  singulären  Stellen  der  Differentialgleichuni 
(A)  Unbestimmtheitsstellen  ihrer  Integrale  sind.  Wenn  dagegen  (A 
keine  derartigen  singulären  Stellen  besitzt,  d.  h.  wenn  die  gegeben 
Differentialgleichung  zur  Fuchs'schen  Classe  gehört,  so  können  wr 
leicht  zeigen,  dass  jede  rationale  Differentialfunction  de 
yvyv-  -  -  yn,  die  gleich  einer  eindeutigen  Function  von  x  is 
nothwendig  eine  rationale  Function  von  x  sein  muss. 

Jede  Lösung  y.  einer  Differentialgleichung  der  Fuch s 'sehen  Cla&s 
ist  nämlich  in  der  Umgebung  irgend  einer  Stelle  x  =  $0  in  der  For- 

y,  <=  (*— *q)*[<Po(*)  +  logO— *<>i(*)  H 1-  *,(*)[kg(*— *©)] 

darstellbar,  wo  q  eine  Constante,  <p0(x),  (pfo),  •  •  •  <pr(x)  nach  positiv 
ganzen   Potenzen    von   x  —  xQ   fortschreitende   Reihen    bedeuten.     F"" 

x  =  oo  ist  an  die  Stelle  von  x  —  xn  einfach        zu  setzen. 

Setzen  wir  diese  Ausdrücke  und  die  sich  aus  denselben  für  er 
Ableitungen  der  y{   ergebenden    in   den  Algorithmus   einer   rational- 

Differentialfunction  B(y)  ein,  so  ergiebt  sich  für  B(y)  eine  in  eim 
gewissen  Umgebung  von  x  =  x^  gültige  Entwickelung  von  derselbe 

Form.  Soll  nun  R(y)  gleich  einer  eindeutigen  Function  sein,  so  müsa 
in  der  Entwickelung  dieser  Function  in  der  Umgebung  jeder  St» 
x  =  xQ  zunächst  die  Logarithmen  wegfallen,  und  ferner  können  auch  n» 
Potenzen  von  x  —  x0  mit  ganzzahligen  Exponenten  auftreten.    Es  ksv: 

folglich  R(y)  an  einer  Stelle,  in  deren  Umgebung  sich  diese  Functi« 
nicht  regulär  verhält,  nur  von  einer  endlichen  ganzzahligen  OrdnüLi 
unendlich  werden,  also  ist  B(y)  in  der  That  eine  rationale  Functio 
von  x. 
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Hieraus  folgt  nun,  mit  Rücksicht  auf  den  Picard-Vessiot'schen 
Doppelsatz,  dass  B(y)  bei  den  Transformationen  der  Transformations- 
gruppe  G  unserer  Differentialgleichung    ungeändert  bleiben   muss,  es 
ist  also  G  nothwendig  als  Untergruppe  in  der  Gruppe  G  enthalten. 
In  diesem  Falle  ist   also   G   in  jeder   algebraischen  Untergruppe   der 
allgemeinen  linearen  Gruppe  L}  die  g  zur  Untergruppe  hat,  als  Unter- 
gruppe enthalten,  d.  h.  wir  haben  den  Satz: 

Wenn    die    Differentialgleichung    (A)    der    Fuchs'schen 
Classe    angehört,     so    ist    ihre    Transformationsgruppe    die 
engste  algebraische  Gruppe  linearer  homogener  Transforma- 
tionen, die  die  Gruppe  der  Differentialgleichung  als  Unter- 
gruppe in  sich  schliesst. 

Dass  dieser  Satz  für  Differentialgleichungen,  die  nicht  der  Fuchs- 
schen  Classe  angehören,  nicht  immer  gültig  ist,  kann  man  leicht  an 
dem  Beispiele  der  linearen  Differentialgleichung  mit  constanten  Coeffi- 
cienten  bewahrheiten. 

Sei  nämlich 

^ine  solche  Differentialgleichung  und  setzen  wir  der  Einfachheit  wegen 
voraus,  dass  die  charakteristische  Gleichung  (Nr.  69,  Bd.  I,  S.  245) 

<p(o)  =  Qn  -f-  c^"1  -\ h  cn  =  0 

die  n  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  rx ,  r2 ,  •  •  •  rn  habe,  so  sind 
*  Tergl-  a.  a.  0.)  die  n  Fundamentalintegrale 

r«  x  r*x  r„x 

Eindeutige  Functionen  von  x.  Die  Gruppe  g  der  Differentialgleichung 
besteht  demnach  allein  aus  der  identischen  Substitution  und  kann 
folglich  selbst  als  eine  algebraische  Untergruppe  G  der  allgemeinen 
linearen  Gruppe  L  angesehen  werden.  Dagegen  ist  die  Transformations- 
gruppe Gf  z.  B.  durch  die  rationale  Differentialfunction 

l   *V±  _ 
yx   dx  i 

bestimmt,  die  offenbar  dem  Rationalitätsbereiche  angehört.  Man  über- 
sieht leicht,  dass  G  die  n-gliedrige  aus  den  infinitesimalen  Transforma- 
tionen 

cf_  cf  cf 

yidyx>     y*dyt>  '  '■'  y*cyn 

erzeugte  Gruppe  ist;  dieselbe  bietet  zugleich  ein  Beispiel  einer  inte 
8r*blen  Gruppe  dar. 
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160.    Satz  über  die  Monodromiegruppe.     Anwendung  auf  den  Fall 
der  algebraischen  Integrabilität  und  auf  die  Frage  der  Reduotibüit&t. 

Beductibilität  der  Monodromiegrnppe. 

Aus  dem  in  der  vorigen  Nummer  bewiesenen  Satze  können  wir 
einige  wichtige  Folgerungen  ziehen. 

Die  Gruppe  g  der  Differentialgleichung  (A)  hat  mit  der  zu  dieser 
Gleichung  gehörigen  Transformationsgruppe  G,  da  sie  in  derselben  als 
Untergruppe  enthalten  ist,  die  Eigenschaft  gemein,  dass  jede  rationale 
Differentialfunction  der  yv  yv  •  •  •  yn,  die  gleich  einer  rationalen  Func- 
tion von  x  ist,  bei  den  Transformationen  der  Gruppe  g  ungeandert 
bleibt.  Dagegen  gilt  für  g  im  Allgemeinen  die  erste  Aussage  des 
Picard-Vessiot 'sehen  Doppelsatzes  nicht,  denn  von  einer  rationalen 
Differentialfunction,  die  bei  den  Transformationen  von  g  ungeanderi 
bleibt,  kann  man  nur  behaupten,  dass  sie  eine  eindeutige  Functioi 
von  x  sei. 

Dann  und  nur  dann,  wenn  die  Differentialgleichung  (A 
der  Fuchs'schen  Classe  angehört,  bleibt  -der  Picard-Vessiot 
sehe  Doppelsatz  in  vollem  Umfange  richtig,  wenn  man  darii 
an  die  Stelle  der  Transformationsgruppe  G  die  abzahlbare 
Untergruppe  g  derselben  treten  lässt. 

Diese  Bemerkung  rechtfertigt  eine  von  Herrn  F.  Klein  vorgeschla 
gene  Benennung  für  die  beiden  Gruppen  G  und  g7  zufolge  deren  die 
Transformationsgruppe  G  als  die  Rationalitätsgruppe,  die  abzahl 
bare  Gruppe  g  als  Monodromie-  oder  Eindeutigkeitsgruppe  be 
zeichnet  werden  soll.  Wir  werden  im  Folgenden  von  dieser  Bezeich 
nung  in  der  Regel  Gebrauch  machen. 

Die  Endlichkeit  der  Monodromiegruppe  g,  die  als  noth  wendig 
für  die  algebraische  Integrirbarkeit  einer  linearen  Differentialgleichung 
erkannt  worden  war,  ist  im  Allgemeinen  hierfür  nicht  hinreichend,  wi( 
schon  die  Thatsache  lehrt,  dass  es  lineare  Differentialgleichungen  giebt 
deren  allgemeines  Integral  eine  transcendente  eindeutige  Function  ist 
Soll  das  allgemeine  Integral  einer  gegebenen  linearen  Differential 
gleichung  eine  algebraische  Function  sein,  so  muss  die  Differential 
gleichung  offenbar  zur  Fuchs'schen  Classe  gehören;  ferner  ist  noth 
wendig,  dass  die  zu  den  singulären  Punkten  gehörigen  determiniren 
den  Fundamentalgleichungen  lauter  rationale  Wurzeln  besitzen  un< 
dass  in  den  Entwickelungen  der  canonischen  Fundamentalsysteme  kein« 
Logarithmen  auftreten.  Allein  auch  diese  nothwendigen  Bedingungei 
sind  nicht  hinreichend. 
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Nothwendig  und  hinreichend  dafür,  dass  eine  lineare 
Differentialgleichung  durch  algebraische  Functionen  inte- 
grirt  werden  könne,  ist,  dass  die  Differentialgleichung  der 
Fnchs'schen  Classe  angehört  und  dass  ihre  Monodromiegruppe 
eine  endliche  ist. 

Denn  aus  der  Endlichkeit  der  Monodromiegruppe  folgt  zunächst, 
im  das  allgemeine  Integral  einer  gewöhnlichen  algebraischen  Gleichung 
mit  in  x  eindeutigen  Coefficienten  genügen  muss,  und  daraus,  dass 
die  Differentialgleichung  zur  Fuchs'schen  Classe  gehört,  ergiebt  sich 
ferner,  dass  die  die  Coefficienten  darstellenden  eindeutigen  Functionen 
keine  Unbestimmtheitsstellen  haben  können,  also  rationale  Functionen 
Ton  x  sind. 

Um  weitere  Anwendungen  der  zwischen  den  beiden  Gruppen  G 
und  g  gefundenen  Beziehungen  geben  zu  können,  greifen  wir  auf  den 
Begriff  der  Irreductibilität  einer  linearen  Differentialgleichung 
znrück,  wie  wir  ihn  im  Anschlüsse  an  Herrn  Frobenius  in  den 
Nummern  27 — 29  erörtert  hatten.  Es  wurden  daselbst  vorzüglich 
lineare  Differentialgleichungen  betrachtet,  deren  Coefficienten  innerhalb 
eines  gewissen  Bereiches  E  eindeutige  Functionen  sind,  und  eine 
solche  Differentialgleichung 

(I)  P(y)  -  yw  +  ^j/-1'  +  •  •  •  +  <pHy  -  0 

hiess  reductibel,  wenn  sie  mit  einer  linearen  Differentialgleichung 
von  niedrigerer  Ordnung 

und  vom  selben  Charakter  (d.  h.  deren  Coefficienten  auch  innerhalb  E 
eindeutig  sind)  Integrale  gemein  hatte.  Es  gab  dann  stets  mindestens 
eine  irreductible  Differentialgleichung  (Nr.  27,  Bd.  I,  S.  85) 

(IH)        R{y)  =  f>  +  XJv-l)  +  •  •  •  +  M  =  0,     (y  <  n), 

vom  selben  Charakter,  deren  sämmtliche  Lösungen  die  Differential- 
gleichung (I)  befriedigen. 

Sei  yv  y%y  •  •  •  yn  ein  Fundamentalsystem  von  (I),  rjv  r\%y  •  •  •  rjv 
ein  solches  von  (HI);  dann  lassen  sich  also  nv  Constanten  ciK  bestimmen, 
"fr  welche  die  Gleichungen 

n 
x  =  l 

erftUt  sind  und  die  ein  rechteckiges  System  vom  Range  v  bilden 
vvergl  Nr.  34).  Denken  wir  uns  den  Bereich  E  so  gewählt,  dass 
unterhalb  desselben  kein  singulärer  Punkt  der  Differentialgleichung  (I) 
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liege,  und  dass  er  von  endlichem,  etwa  A- fächern  Zusammenhange  sei_ 
Zersehneiden  wir  JE  durch  (A  —  1)  geeignet  gewählte  Querschnitte* 
h>  h>  ' ' '  h— i  *n  e^nen  einfach  zusammenhängenden  Bereich  E,  so 
erleiden  die  innerhalb  E  durch  ihre  Anfangswerthe  eindeutig  determi- 
nirten  Integrale  y  t  yv  •  •  •  yn  allemal,  wenn  die  unabhängige  Variable* 
x  einen  oder  mehrere  dieser  Querschnitte  überschreitet,  eine  lineare 
Substitution,  und  die  Gesammtheit  dieser  Substitutionen  bildet  offenbar 
eine  Gruppe  //,  die  wir  als  die  Gruppe  der  Differentialgleichung 
(I)  in  Bezug  auf  den  Bereich  E  bezeichnen  wollen. 

Die  Ausdrücke  (IV)  können,  wenn  x  die  Querschnitte  von  E 
überschreitet,  d.  h.  wenn  auf  die  y19  y2,  •  •  •  yn  die  Substitutionen  von  A 
ausgeübt  werden,  offenbar  nur  in  lineare  homogene  Functionen  ihrer 
selbst  übergehen,  da  sie  zufolge  der  gemachten  Voraussetzung  ein 
Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  (III)  constituiren.  Und 
umgekehrt,  wenn  sich  nv  Constanten  cix,  die  ein  rechteckiges  System 
vom  Range  v  bilden,  so  angeben  lassen,  dass  die  mit  denselben  gebil- 
deten Ausdrücke  (IV)  sich  nur  in  lineare  homogene  Functionen  ihrer 
selbst  verwandeln,  falls  man  auf  die  y  ,  yi7  •  •  •  yn  irgend  eine  Substi- 
tution der  Gruppe  h  ausübt,  so  sind  die  Coefficienten  der  linearen 
Differentialgleichung 

(_  i)-  ^.«..-••«J  _  o 

innerhalb  E  eindeutige  Functionen  von  x,  und  die  Differentialgleichung 
(I)  ist  demnach  reductibel.     Wir  erhalten  also  den  Satz: 

Damit  eine  lineare  Differentialgleichung  (I)  mit  inner- 
halb E  eindeutigen  Coefficienten  (in  Bezug  auf  diesen  Be- 
reich) reductibel  sei,  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die 
Gruppe  h  derselben  in  Bezug  auf  E  die  folgende  Beschaffen- 
heit besitzt:  es  lassen  sich  v<n  linear  unabhängige  homo- 
gene lineare  Combinationen  der  Integrale  yl9  y2,  •  •  •  y  mit 
von  x  unabhängigen  Coefficienten  angeben,  die  sich  in  homo- 
gene lineare  Functionen  ihrer  selbst  verwandeln,  wenn  man 
auf  die  yl7  y2,  •  •  •  yn  die  Substitutionen  der  Gruppe  h  ausübt. 

Wir  drücken  diese  Beschaffenheit  einer  Gruppe  h  kurz  so  aus, 
dass  wir  sagen,  h  sei  reductibel  auf  eine  Gruppe  in  v  Variabein. 

Betrachten  wir  nun  die  Differentialgleichung  (A)  mit  rationalen 
Coefficienten.  Wenn  wir  als  Bereich  E  einen  zweifach  zusammen- 
hängenden Theil  des  Bereiches  T  wählen,  der  aus  der  #-Ebene  durch 
Aussonderung  der  wesentlichen  singulären  Stellen  der  Differential 
gleich ung  hervorgeht,   so  besteht  die   Gruppe   von  (A)  in  Bezug   au: 


161.    Reductibilität  der  Transformationsgruppe.  105 

diesen  so  gewählten  Bereich  E  einfach  aus  den  sämmtlichen  Potenzen 
einer  einzigen  Substitution.  Von  dieser  Gruppe  —  so  können  wir  uns 
jetzt  ausdrücken  —  haben  wir  im  dritten  Abschnitte  bewiesen,  dass 
sie  stets  reductibel  ist. 

Nehmen  wir  nun  als  Bereich  E  die  Fläche  T  selbst,  dann  ist  die 
ach  auf  diesen  Bereich  beziehende  Gruppe  nichts  anderes  wie  die  Mono- 
dromiegruppe  g  der  Differentialgleichung  (A).  Wenn  nun  diese  Gruppe 
reductibel  ist,  so  ist  die  Differentialgleichung  (A)  auch  reductibel  in 
dem  Sinne,  dass  sie  mit  einer  linearen  Differentialgleichung  von  niedri- 
gerer Ordnung,  deren  Coefficienten  innerhalb  T  eindeutig  sind,  Inte- 
grale gemein  hat. 

Im  Sinne  der  Erörterungen  der  Nr.  27  wird  es  aber  naturgemäss 
scheinen,  eine  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten  nur 
dann  als  schlechthin  reductibel  zu  bezeichnen,  wenn  sie  mit  einer 
linearen  Differentialgleichung  von  niedrigerer  Ordnung  mit  ebenfalls 
rationalen  Coefficienten  Lösungen  gemein  hat.  Für  diese  Art  der 
Reductibilität  ist  die  Reductibilität  der  Monodromiegruppe  g  offenbar 
auch  nothwendig,  jedoch  im  Allgemeinen  nicht  hinreichend.  Um 
eine  auch  hierfür  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  zu  finden, 
müssen  wir  an  Stelle  der  Monodromiegruppe  die  Trans formations- 
oder  Rationalitätsgruppe  G  in  Betracht  ziehen. 

161.  Beductibilität  der  Transformationsgruppe.    Fuchs 'sehe  Classe. 

Zunächst  folgt  aus  dem  allgemeinen  Satze  der  Nr.  27  (Bd.  I, 
S.  %,  oben),  dass  die  Differentialgleichung  (A),  falls  sie  in  dem  soeben 
angegebenen  Sinne  reductibel  ist,  durch  die  sämmtlichen  Lösungen  einer 
gewissen  Differentialgleichung  niedrigerer  Ordnung 

Hl         L(y)  -  yw  +  fj-l)  +  •••+/>  =  0,    (v<  »), 

deren  Coefficienten  flf  f29  •  •  •  fy  rationale  Functionen  von  x  sind,  be- 
friedigt werden  muss.  Sei  t)tJ  t)2,  •  •  •  \)v  ein  Fundamentalsystem  dieser 
Differentialgleichung,  so  ist  auch  wieder 


n 


'"'  9,-=^y„y,      ('=1,s' " '"' 

x  =  l 

ünd  die  Constanten  y     bilden  ein  rechteckiges  System  vom  Range  v. 
Da  nun 

,8*>  so  sind   die   Coefficienten   von   (1)  rationale  Differentialfunctionen 
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der  y  9  y%9  •  •  •  yn,    die  zugleich  rationale  Functionen  von  x  sind; 
bleiben  also  zufolge  des  Picard-Vessiot'schen  Doppelsatzes  bei  * 
Transformationen   von   G   ungeändert.     Möge   nun    durch   irgend   c 
Transformation  von  G  die  Function  i){  übergehen  in  i).}  dann  verw 
delt  sich  also  die  linke  Seite  der  identischen  Gleichung 

tf+/-l9(r1) +  •••+/;»,= o 

durch  Ausübung  dieser  Transformation  in 

f? + tä-* + •  •  • + w, 

und  dieser  Ausdruck  muss  auch  identisch  verschwinden,  da  (ve: 
Nr.  152,  S.  77)  eine  Beziehung  zwischen  den  ylf  y%9  •  •  •  yn  und  ih 
Ableitungen  mit  Goefficienten,  die  dem  Rationalitätsbereiche  angehöi 
bei  Ausübung  einer  Transformation  der  Gruppe  G  erhalten  ble 
Also  ist  auch  l).  eine  Lösung  von  (1),  d.  h.  die  linearen  Combinatio 
(2)  der  ylf  y2,  •  •  •  yn  verwandeln  sich  in  lineare  homogene  Functio 
ihrer  selbst,  wenn  auf  die  y17  y2,  •  •  •  yn  irgend  eine  Transformai 
von  G  ausgeübt  wird,  oder  mit  anderen  Worten,  die  Gruppe  G 
reductibel  auf  eine  Gruppe  von  v  Variabein. 

Nehmen  wir  nun  umgekehrt  an,  die  Transformationsgruppe  G 
Differentialgleichung  besitze  diese  Eigenschaft;  dann  lassen  sich  i 
nv  Constanten  y.%  so  bestimmen,  dass  die  mit  Hülfe  derselben  ge 
deten  v  Ausdrücke  (2)  linear  unabhängig  und  überdies  so  bescha 
sind,  dass  sie  sich  in  lineare  homogene  Functionen  ihrer  selbst  i 
wandeln,  wenn  die  yl9  y29  •  •  •  yn  eine  Transformation  von  G  erfahl 
Da  die  Ausdrücke  (3)  die  Eigenschaft  haben,  bei  jeder  linearen  Tra 
formation  der  t)19  tj2,  •  •  •  t)v  ungeändert  zu  bleiben,  so  sind  diese  Del 
minantenquotienten  rationale  Differentialfunctionen  der  y  9  y%9  •  •  • 
die  sich  bei  den  Transformationen  von  G  nicht  ändern,  sie  sind  a 
rationale  Functionen  von  x7  d.  h.  die  Ausdrücke  (2)  bilden  ein  Fun 
mentalsystem  der  linearen  Differentialgleichung  vteT  Ordnung 

i«  =  (-1)   ix^,,...*,)-"0 

mit  in  x  rationalen  Goefficienten.     Wir  haben  also  den  Satz: 

• 

Eine  lineare  Differentialgleichung  (A)  mit  in  x  rat 
nalen  Coefficienten  ist  dann  und  nur  dann  reductibel  in  d 
Sinne,  dass  sie  mit  einer  linearen  Differentialgleichung  v 
niedrigerer  Ordnung  mit  ebenfalls  rationalen  Coefficienl 
Lösungen  gemein  hat,  wenn  ihre  Transformationsgruppe 
reductibel  ist. 
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Wenn  die  vorgelegte  Differentialgleichung  (A)  der  Fuch suchen 
Classe  angehört  und  man  weiss,  dass  ihre  Monodromiegruppe  g  reduc- 
tibel  ist,  so  folgt  daraus  allein  schon,  dass  die  Differentialgleichung  in 
dem  jetzt  betrachteten  Sinne  reductibel  sein  muss.  In  der  That,  mögen 
die  linearen  Gombinationen  (2)  die  Eigenschaft  haben,  linear  unab- 
hängig zu  sein  und  in  lineare  homogene  Functionen  ihrer  selbst  über- 
zugehen, wenn  die  y  9  y%y  •  •  •  yn  eine  Substitution  der  Gruppe  g  er- 
fahren; dann  sind  die  Determinantenquotienten  (3)  nicht  nur  eindeutig, 
sondern,  weil  die  y.  keine  Unbestimmtheitsstellen  besitzen  sollten,  auch 
rational  in  x-  d.  h.: 

Wenn  die  vorgelegte  Differentialgleichung  der  Fuchs- 
sehen Classe  angehört,  so  ist  für  ihre  Reductibilität  in  dem 
jetzt  festgehaltenen  Sinne  schon  die  Reductibilität  der  Mono- 
dromiegruppe nothwendig  und  hinreichend. 

Wir  bemerken  gleich  hier,  dass  die  Zweckmässigkeit  des  auf  die 
Reductibilität  der  Transformationsgruppe  gegründeten  Begriffes  der 
Reductibilität  einer  linearen  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coeffi- 
cienten  unter  anderem  auch  daraus  erhellt,  dass,  wie  wir  an  späterer 
Stelle  (im  vierten  Kapitel  des  folgenden  Abschnittes)  zeigen  werden, 
für  eine  vorgelegte  Differentialgleichung  stets  durch  Ausführung  alge- 
braischer Operationen  entschieden  werden  kann,  ob  dieselbe  in  diesem 
Sinne  reductibel  ist,  oder  nicht.  Wenn  im  Folgenden  von  Reducti- 
bilität einer  linearen  Differentialgleichung  mit  rationalen  Goefficienten 
schlechthin  die  Rede  ist,  so  wollen  wir  stets  diese  Art  der  Reducti- 
bilität darunter  verstehen. 


Zehnter  Abschnitt. 
Speeielle  Probleme  der  (irnppentheorie.     Invarianten. 

Erstes  Kapitel. 

162.    Riemann 's  Problemstellung.    Extetensbeweise. 

Die  vorhergehenden  Betrachtungen  haben  uns  gezeigt,  dass  « 
Monodromiegruppe  g  uur  für  die  Differentialgleichungen  der  Fuc  t 
sehen  Classe  im  Stande  ist,  die  Tninsformationsgruppe  G  bei  den  * 
die  Reductibilität  bezüglichen  Fragen  zu  ersetzen.  Dagegen  führt  « 
Untersuchung  der  Eigenschaften  der  Monodromiegruppe  einer  Difi 
rentialgleichung  auf  Probleme,  die  weit  tiefer  in  die  Natur  der  Inf 
grale  eindringen,  als  es  bei  den  auf  die  Betrachtung  der  Transform 
tionsgruppe  gegründeten  Aufgaben  der  Fall  ist.  Es  liegt  das  eben  dara 
dass  die  Monodromiegruppe  eine  Untergruppe  der  Transformationsgrupp 
ist,  und  dass  Differentialgleichungen,  deren  Transformationsgruppe* 
übereinstimmen,  verschiedene  Monodromiegruppen  haben  können. 

Während  die  Structur  der  Transformationsgruppe  diejenigen  Kli- 
erkennen lässt,  in  denen  sich  die  Integration  einer  vorgelegten  Diffe- 
rentialgleichung auf  die  Integration  einfacherer  Differentialgleichungei 
zurückführen  lässt,  liefert  die  Monodromiegruppe  ein  vollständiges  Bil( 
von  der  Verzweigungsart  eines  Fundamentalsystems  und  leistet  dadurcl 
für  die  lineare  Differentialgleichung  dasselbe,  wie  die  Riemann'scht 
Flache  für  eine  algebraische  Gleichung  mit  rationalen  Coefficienten. 

Wenn  man  also  im  Sinne  der  von  Riemann  in  die  Analysis  ein 
geführten  Principien  eine  Function  durch  ihre  singulären  Stellen  un< 
die  Art,  wie  sie  sich  in  der  Umgebung  dieser  Stellen  verhält,  bestim 
men  will,  so  wird  man  für  die  Integrale  einer  linearen  Differential 
gleichung  von  der  Monodromiegruppe  derselben  ausgehen  müssen.  L 
der  That  hat  Riemann  diesen  Ausgangspunkt  für  seine  Theorie  de 
durch  die  Gauss'sche  Differentialgleichung  (Nr.  70,  Bd.  I,  S.  252 
definirten  Function  gewählt  und  hat  auch  (vergl.  Nr.  130)  den  Versucl 
gemacht,  in  analoger  Weise,   wie  es  ihm  für  diese  Function  gelungei 
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m       *ar,  die  Theorie   der  allgemeinen  linearen  Differentialgleichungen  ge- 
J       äugenden  Functionen  zu  begründen.     Leider  lässt  sich  aber  die  Rie- 
Jaannsche  Methode,  die  in  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen 
zu  so  glänzenden  Ergebnissen  geführt  hat,  mit  den  der  Analysis  gegen- 
wärtig zu  Gebote  stehenden  Hülfsmitteln  für  die  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen  nicht  unmittelbar  nutzbar  machen.     Der  Grund 
hierfSr  liegt  in  der  Schwierigkeit  der  sogenannten  Existenzbeweise. 
Schon   in   der  Theorie    der   algebraischen   Functionen    und   deren 
ttegralen  bietet  es  bedeutende  Schwierigkeiten  dar,  zu  beweisen,  dass 
einer   gegebenen   Riemann 'sehen  Fläche   stets   algebraische   Func- 
onen  gehören,  die  auf  derselben  eindeutig  sind.    Riemann  begegnet 
esen  Schwierigkeiten  in  seinen  Arbeiten,  indem  er  sich  bei  Führung 
fraglichen  Nachweises  der  Existenz  eines  Princips  bedient,  welches 
irichlet   bei  Fragen  der  Potentialtheorie  angewandt  hat,  das   aber, 
ieHerr  Weierstrass  bemerkte,  nicht  ganz  einwandfrei  ist.    Erst  die 
Arbeiten   der   Herren    Carl  Neumann   und   H.  A.   Schwarz   (vergl. 
NY  212)  haben  eine  auf  anderen  Principien  beruhende  Begründung  für 
die  Riemann 'sehen  Existenztheoreme  und  damit   den  Riemann'schen 
Arbeiten  eine  neue  Grundlage  gegeben. 

Aber  noch  ungleich  grösser  scheinen  die  Schwierigkeiten  zu  sein, 
die  sich  bei  den  analogen  Aufgaben  der  Theorie  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen darbieten.    Hier  würde  es  sich  darum  handeln,  wenn 
«ine  gewisse  abzählbare    homogene  lineare   Gruppe  g   in   n  Variabein 
etwa  dadurch   gegeben  ist,  dass  man   eine  Basis  (Nr.  132,  S.  6)  der- 
selben kennt,  ein  System  von  n  Functionen  der  unabhängigen  Variabein 
x  zu  finden,  welches  einer  linearen  Differentialgleichung  mit  rationalen 
Uoefficienten  genügt,  deren  Monodromiegruppe  die  gegebene  Gruppe  ist. 
In  der  nachgelassenen  Notiz  „Zwei  allgemeine  Sätze  über  lineare 
Differentialgleichungen  mit  algebraischen  Coefficienten"  behandelt  Rie- 
mann sogar  eine  noch  viel  speciellere  Aufgabe.    Er  geht  von  gewissen 

linearen  Substitutionen  A      T1  „ 

Aj    Bj  -  -  -  Gr 

aus  und  verlangt  Functionen  y  9  y2,  •  •  •  yn7  die  in  der  ganzen  Ebene 
^t  Ausnahme  gewisser  Punkte 

x  =  a,    b,  •  •  •  g 

eindeutig  und  endlich  sind,  die  durch  einfache  Umläufe  von  x  um  diese 
"unkte  die  gegebenen  linearen  Substitutionen  erleiden  und  die  über- 
dies nirgends  „von  unendlich  hoher  Ordnung  unendlich  werden",  d.  h. 
1D  nnserer  modernen  Terminologie  überall  bestimmt  sind. 

Wenn  solche  Functionen   existiren,  so  genügen  sie  offenbar 
der  linearen  homogenen  Differentialgleichung 
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(     n,-P(y»yi»yi»---yJ_ft 
^      ;    *üfn  yf.  •  ■  •  yj         ' 

deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  x  sind  und  die  der 
Fuchs'schen  Classe  angehört.  Es  handelt  sich  aber  darum,  die  Existenz 
solcher  Functionen  nachzuweisen,  und  das  ist  eine  Aufgabe,  die  ohne 
Zuhülfenahme  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  bis  jetzt 
nur  in  ganz  vereinzelten  speciellen  Fallen  gelost  worden  ist.  Wir 
werden  an  späterer  Stelle  den  fraglichen  Existenzbeweis  für  gewisse 
besonders  charakterisirte  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit 
Benutzung  des  Schwarz-Neu  mann 'sehen  Verfahrens  liefern  und  noch 
weiterhin  zu  zeigen  versuchen,  in  wie  weit  die  Theorie  der  von  Herrn 
Poincare  eingeführten  „Fonctions-Z-Fuchsiennes"  im  Stande  ist, 
zu  einer  Lösung  jener  Aufgaben  im  allgemeinen  Falle  zu  führen. 
Jedenfalls  können  wir  an  dieser  Stelle  nicht  den  Standpunkt  Rie- 
mann's  einnehmen.  Dagegen  werden  wir  der  erwähnten  nachgelassenen 
Aufzeichnung  Riemann's  einen  Begriff  entlehnen,  der  für  unsere 
Theorie  von  der  grössten  Bedeutung  ist,  und  den  wir  zunächst  in  einer 
etwas  allgemeineren  Fassung,  als  er  bei  Riemann  auftritt,  entwickeln 
wollen. 


163.  Differentialgleichungen  mit  denselben  Verzweigungspunkten  und 

denselben  Pundamentalsubstitutionen.    Oogrediente  FunetionssyBteme 

und  Differentialgleichungen.     Besiehungen  zwischen  solchen. 

Für  die  Fragen  der  Theorie  der  Abel'schen  Functionen  kommen, 
wie  Riemann  erkannt  hat,  hauptsächlich  diejenigen  Eigenschaften 
einer  algebraischen  Function  in  Betracht,  die  erhalten  bleiben,  wenn 
man  auf  die  jene  algebraische  Function  definirende  irreductible  Glei- 
chung 

F(x,  y)  -  0 

eine  eindeutig  umkehrbare  rationale  Transformation 

anwendet,  d.  h.  eine  Transformation,  aus  welcher  sich  auch  umgekehrt 

l  —  ffav), 

ergiebt,  wo  f7  g  ebenso  wie  9,  #  rationale  Functionen  ihrer  Argumente== 
bedeuten.  Um  diese  Eigenschaften  von  einer  gegebenen  algebraischen— 
Gleichung  abstrahiren  zu  können,  ist  es  daher  erforderlich,  die 
sammtheit   derjenigen    (irreductiblen)    Gleichungen    zu   betrachten,   di< 
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durch  solche  eindeutig  umkehrbare  rationale  Transformationen  in  ein- 
ander übergeführt  werden  können,  und  Riemann  fasst  darum  diese 
Geaammtheit  in  den  Begriff  einer  C lasse  von  Gleichungen  zusammen. 
Hält  man  insbesondere  die  unabhängige  Variable  fest,  so  liefern  die 
Gleichungen  einer  Classe  ein  System  gleichverzweigter  algebraischer 
Functionen,  d.  h.  ein  System  von  Functionen,  die  auf  derselben  Rie- 
mann'schen  Flache  eindeutig  sind. 

Das  Analoge  für  die  linearen  Differentialgleichungen  würde  darin 
bestehen,  dass  man  die  Oesammtheit  derjenigen  linearen  Differential- 
gleichungen in's  Auge  fasste,  die  dieselbe  Monodromiegruppe  haben, 
wobei  von  vorneherein  sowohl  die  abhängige  wie  die  unabhängige 
Variable  in  den  verschiedenen  Differentialgleichungen  verschieden  zu 
denken  waren.  Nun  kann  man  aber  leicht  einsehen  (vergl.  hierfür  eine 
Arbeit  des  Herrn  Staeckel,  Crelle's  Journal  Bd.  111,  S.  290ff),  dass 
eine  lineare  homogene  Differentialgleichung 

(A)  rw  =  €jL+Pi<f^i  +  ...+PHy  =  o 

dx  dx 

im  Allgemeinen  nur  dann  durch  Einführung  einer  neuen  unabhängigen 
Variabein 

in  eine  ebenfalls  lineare  homogene  Differentialgleichung  übergeht,  wenn 

^  =  0 

i  h.  also,  wenn  |  eine  blosse  Function  von  x  ist.  Die  Transformation 
der  unabhängigen  Variabein  ist  demnach  von  der  der  abhängigen  ganz 
unabhängig,  so  dass  wir  die  Frage  auf  die  nach  linearen  Differential- 
gleichungen mit  derselben  unabhängigen  Variabein  und  derselben  Mono- 
dromiegruppe einschränken  können.  Riemann  fasst  die  Aufgabe  im 
A&schlusse  an  seinen  in  der  vorigen  Nummer  skizzirten  Ausgangspunkt 
noch  enger,  indem  er  (in  unserer  Ausdrucksweise)  nach  denjenigen 
Differentialgleichungen  der  Fuch suchen  Classe  fragt,  welche  dieselben 
wesentlichen  singulären  Punkte  besitzen  und  für  die  sich  Fundamental- 
systeme angeben  lassen,  die  bei  Umläufen  um  irgend  einen  der  singu- 
lären Punkte  dieselben  Fundamentalsubstitutionen  erleiden. 

Wenn  wir  nur  die  Integrale  einer  linearen  Differentialgleichung 
&n  sich  untersuchen,  so  kommen  die  ausserwesentlich  singulären  Stellen 
nicht  weiter  in  Betracht,  da  sich  in  der  Umgebung  derselben  die  Inte- 
P«e  regulär  verhalten;  fragen  wir  nur  nach  der  Monodromiegruppe, 
80  können  wir  auch  diejenigen  wesentlichen  singulären  Punkte  bei 
k^te  lassen,  in  deren  Umgebung  die  Integrale  sich  eindeutig  verhalten, 
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und  uns  auf  die  Betrachtung  der  wirklichen  Verzweigungspun 
beschränken.  Wir  wollen  daher  vorerst  Differentialgleichungen  unt^< 
suchen,  deren  Integrale  dieselben  Verzweigungspunkte  und  bei  geeignet  -f 
Wahl  der  Fundamentalsy steine  auch  dieselben  Fundamen  talsubstitutiorm. 
besitzen. 

Gehen  wir  von  einer  Differentialgleichung 

(1)  A(y)  =  yM  +  Ä„_J'-l)  +  •  •  •  +  A0y  -  0 

aus,  deren  Coefficienten  innerhalb  eines  Bereiches  E,  den  wir  der  Ei 
fachheit  wegen    als  einfach  zusammenhängend    wählen,  eindeutig  ut 
nur  an  den  Stellen 

aP   a2>  •"•  a.>    a,+i>  ••• 
nicht  regulär  sein  mögen.     Seien  die  singulären  Punkte 

ai>    a*>  '"  °, 
wirkliche  Verzweigungspunkte  der  Integrale,  während  die  übrigen 

diejenigen  Stellen  sein  mögen,  die  entweder  ausserwesentlich  singulS 
oder  doch  so  beschaffen  sind,  dass  sich  das  allgemeine  Integral  von  (H 
in  der  Umgebung  derselben  eindeutig  verhält.  Sondern  wir  aus  -5 
die  Stellen  av  a2,  •  •  •  a  aus  und  zerschneiden  die  so  entstehend 
(s  +  l)-fach  zusammenhängende  Fläche  E  durch  die  Querschnitte 

in  eine  einfach  zusammenhängende  E,  so  erleidet  ein  FundamentaJ 
System  y  f  y,,  •  •  •  yn  von  (1),  wenn  x  den  Querschnitt  l  überschreite^ 
eine  lineare  Substitution  Lx,  und  wenn  wir  voraussetzen,  dass  die  Inte 

grale  von  (1)  innerhalb  E  eindeutig  sind,  so  besteht  zwischen  den 
Fundamentalsubstitutionen  Ll9  Lif  •  •  •  L$  die  Beziehung 

(2)  iA-A-1- 

Diese  Substitutionen  bilden  dann  eine  Basis  der  zum  Bereiche  E  g£ 
hörigen  Monodromiegruppe  h  der  Differentialgleichung  (1). 

Wir   betrachten   nun   ein  Functionssystem   zlf  e%7  •  •    z  9    welche 

innerhalb  E  eindeutig  und  so  beschaffen  ist,  dass  es  beim  UebeJ 
schreiten  der  Querschnitte  lv  l29  •  •  •  lg  dieselben  Substitutionen  erfahr1 
wie  das  Fundamentalsystem  y17  y2,  •  •  •  yn. 

Im  Anschlüsse  an  eine  in  der  Invariantentheorie  der  algebraische: 
Formen  übliche  Bezeichnung  sagen  wir  von  dem  Functionssystem 
[z  J,   es   sei    mit    [yj    cogredient   innerhalb    E.     Das    System    de 
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Ableitungen  beliebig  hoher  Ordnung  der  [yj  bietet  ein  Beispiel  für 
ein  solches  mit  [yj  innerhalb  E  cogredientes  Functionssystem  dar. 
Setzen  wir 

(3)        *x  =  Bayx  +  Biy;+ ■■■  +  !!„_ J;-l)       (*=i,*.  •-), 

so  lassen  sich  aus  diesen  Gleichungen  die  BQf  Bv  •  •  •  Bn_x  berechnen, 
da  die  Determinante  D(yi;  y2,  •  •  •  yj  nicht  identisch  verschwindet, 
und  wir  finden 

(4)  2?=  — x  (x  =  0,l,.n-l), 

wenn  wir  mit  z/    die  Determinante  bezeichnen,  welche  aus 

D(Ui,y2,--y1) 

dadurch  hervorgeht,  dass  man  die  Elemente  der   (x  -f~  l)*611  Vertical- 
reihe  durch  zv  zi7  •  •  •  zn  ersetzt. 

Da  die  zv  z%}  •  •  •  zn  bei  jedem  geschlossenen  Wege,  den  x  inner- 
halb E  vollzieht,  dieselbe  Substitution  erfahren  wie  die  yl9  y2,  •  •  •  yn 
und  deren  Ableitungen,  so  multipliciren  sich  Zähler  und  Nenner  der 
Ausdrücke  (4)  bei  jedem  solchen  Umlaufe  mit  der  Determinante  der 
correspondirenden  Substitution  von  h,  die  Ausdrücke  bleiben  folglich 
^geändert,  d.  h.: 

Die  Coefficienten  BQ7  Bv  •  •  •  B%m_x  sind  innerhalb  E  ein- 
deutige Functionen  von  x. 

Wenn  umgekehrt  ein  Functionssystem  z19  zi9  •  •  •  zn  mit  den 
*v  y»  ' ' '  yn  durch  Gleichungen  von  der  Form  (3)  verknüpft  ist,  worin 
&  #0,  Bl9  •  •  •  Bm_1  innerhalb  E  eindeutige  Functionen  sind,  so  er- 
fährt offenbar  das  Functionssystem  zv  z2,  •  •  •  zn  bei  jedem  geschlossenen 
"ege,  den  x  innerhalb  E  zurücklegt,  dieselbe  Substitution  wie  das 
nmdamentalsystem  yl7  y2,  •  ■  •  ynJ  d.  h.  die  beiden  Functionssysteme 
^d  dann  innerhalb  E  cogredient.  Also  ist  das  Bestehen  von 
Gleichungen  von  der  Form  (3)  nothwendig  und  hinreichend 
'Ar  die  Cogredienz  der  Systeme  [*J  und  [yj. 

Da  die  Ableitungen  jeder  Ordnung  der  zv  z29  •  •  •  zn  offenbar  auch 
^  ^u  y%7 '  "  yn  cogrediente  Systeme  bilden,  so  genügen  die  z19  zv---  z 
einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  mit  innerhalb  E  ein- 
stigen Coefficienten: 

<5)  c(g)  =  CjH)  +  Cn^n-X)  +  •  •  •  +  C0z  =  0. 

Dieselbe  besitzt  im  Allgemeinen  innerhalb  E  andere  singulare  Stellen 
*!e  die  Differentialgleichung  (1),  nur  die  Verzweigungspunkte  der 
Integrale  sind  für  beide  Differentialgleichungen  identisch. 

Schillinge r,  Differentialgleichungen.    II.  8 
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Im    Allgemeinen,   d.  h.    wenn   die   BQ,  Blf  •  •  •  Bnm_x   willkürli« 
Functionen   von  der  erforderlichen  Beschaffenheit   sind,  ist   die  Di 
rentialgleichung  (5)   nicht  von  niedrigerer  Ordnung  als  (1),  und 
Functionen  zvzv  ••  •  zn  bilden  ein  Fundamentalsystem  von  (5). 

In   der  That  ergiebt  sich   diese  Differentialgleichung,   indem   n 
den  Ausdruck 

(6)  0  =  B0y  +  BJ  +  •  •  •  +  Bn  _Jn~l)  =  B(y) 

n-mal  nach  x  differentiirt,  die  Ableitungen  höherer  als  (n  —  l)torO 
nung  von  y  mit  Hülfe  der  Differentialgleichung  (1)  wegschafft  c 
zwischen  den  so  entstehenden  (w  -|-  1)  linearen  Gleichungen  die 
Grössen 

y,  y ,  •  •  •  y 

eliminirt.  Wir  wollen  von  einer  so  gebildeten  Differentialgleichn 
auch  sagen,  sie  sei  mit  (1)  innerhalb  E  cogredient 

Würde  nun  die  Differentialgleichung  von  niedrigerer  als  der  i 
Ordnung  sein,  so  müsste  zwischen  den  durch  die  Gleichungen  (3) 
finirten  Grössen  zv  z2,  •  •  -  zn  eine  homogene  lineare  Relation 

mit  constanten  Coefficienten  bestehen.  Diese  Relation  besagt  ab 
dass  das  Integral 

V  =  Mi  +  M*  H h  VnVn 


von  (1)  der  Differentialgleichung  (n  —  l)te'  Ordnung 

B(y)  =  0 

Genüge  leisten  würde.    Dies  ist  aber,  wenn  die  BQ7  B19  •  •  •  Bn_t  w 
kürlich  gewählte  Functionen  von  der  erforderlichen  Beschaffenheit  si 
unter  keinen  Umständen  möglich,  da  ja  eine  Differentialgleichung 
kein   nicht   identisch   verschwindendes    Integral    mit   einer   „willki 
liehen"  Differentialgleichung  gemein  haben  kann. 

Denken  wir  uns  die  aus  der  Gleichung  (6)  durch  Differentiat 
und  Entfernung  der  Ableitungen  höherer  als  (n  —  l)*61,  Ordnung  vo 
hervorgehenden  Gleichungen  in  der  Form 

(7)         *<*>  =  Bx0y  +  Bxly'+  ■  ■  •  +  BKn_J*-l)        (.=0,1,. ••  — 

geschrieben;    dann   ist   nach    dem    Multiplicationstheoreme    der    De 
minanten 

(«)  D(0V  *2,  •  •  •  zn)  =  \BKi\D(jf19  y2,  •  • •  yn)        «,*=o, !,...«_ 

Also  ist,  wenn  die  zv  z2,  •  •  •  zn  von  einander  linear  unabhängig,  d 
wenn  (5)  von  der  nten  Ordnung  ist,  die  Determinante 
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B. 


IX 


ftst-O,!,  •.•«-!) 


nicht  identisch  Null,  und  man  kann  demnach  aus  dem  Gleichungs- 
srsteme  (7)  y  und  seine  sämmtlichen  (n  —  1)  ersten  Ableitungen  als 
homogene  lineare  Ausdrücke  der 


z7  z  ,  •  •  •  z 


mit  innerhalb  E  eindeutigen  Coefficienten  berechnen.  Folglich  ist  auch 
<1äs  allgemeine  Integral  jeder  innerhalb  E  mit  (1)  cogredienten  Diffe- 
rentialgleichung in  derselben  Weise  durch  z  und  seine  Ableitungen 
darstellbar,  wie  durch  y  und  dessen  Ableitungen;  wir  haben  also  den 
Satz: 

Für   willkürliche    2?0,  Bv  •  •  •  Bn_v    die    innerhalb   E  ein- 
deutige Functionen  von  x  sind,  ist  die  Differentialgleichung, 
der  z  genügt,   von   nicht   niedrigerer   als    der   n**n   Ordnung, 
und  die  Beziehung  zwischen  einer  solchen  Differentialglei- 
chung und  der  Differentialgleichung  (1)  ist  eine  gegenseitige, 
d.  h.  jede  mit  (1)  cogrediente  Differentialgleichung  wter  Ord- 
nung ist  mit  (1)  völlig  gleichberechtigt. 

164.    Sfttse  über  reductible  Differentialgleichungen. 

Wir  fragen  nun,  wann  kann  es  sich  ereignen,  dass  die  Differential- 
gleichung (5),  der  z  genügt,  von  niedrigerer  als  der  nien  Ordnung  wird? 

Hierzu  ist,  wie  gezeigt  wurde,  erforderlich,  dass  eine  Lösung  der 
Differentialgleichung  (1)  die  Differentialgleichung 

B{y)  =  0 

befriedigt;  in  diesem  Falle  ist  also  (1)  innerhalb  E  reductibel. 

Wenn  umgekehrt  die  Differentialgleichung  (1)  in  diesem  Sinne 
reductibel  ist,  so  muss  sich  nach  den  Sätzen  der  Nr.  27  (Bd.  I,  S.  84  ff.) 
üire  linke  Seite  in  die  Form  setzen  lassen 

A(y)  =  HK(y), 

wo  K  einen  Differentialausdruck  ji*6'  Ordnung  (fi  <  m),  H  einen  solchen 
(n — ji)ter  Ordnung  bedeutet,  und  wo  die  Coefficienten  dieser  beiden 
Differentialausdrücke  innerhalb  des  Bereiches  E  eindeutige  Functionen 
sind.    Setzen  wir  nun 

u  =  K(y), 

so   ist  die  Differentialgleichung,    der  u  genügt,    mit  (1)   innerhalb  E 
cogredient;  dieselbe  ist  aber  offenbar  nichts  anderes  wie 

H(u)  —  0 

und  somit  von  niedrigerer  als  der  w1611  Ordnung. 

8* 
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Bedeutet  ferner  w  das  allgemeine  Integral  einer  Differentialglei- 
chung nUx  Ordnung,  die  mit  (1)  in  Bezug  auf  E  cogredient  ist,  so  ist, 
wie  wir  bewiesen  haben,  u  in  der  Form 

u  =  K(y)  =  L0w  +  Ly  -\ h  L^ut—1*  =  L(tc) 

darstellbar,  wo  die  L0,  L17  •  •  •  Ln__x  innerhalb  E  eindeutig  sind.  Da 
K(y)  für  gewisse  Integrale  von  (1)  verschwindet,  so  hat  die  Differential- 
gleichung nUT  Ordnung  für  w  mit  der  Differentialgleichung  niedrigerer 

Ordnung 

L(w)  =  0 

Integrale  gemein,  ist  also  jedenfalls  reductibel.  Wir  können  demnach 
sagen: 

Unter  den  Differentialgleichungen,  die  mit  (1)  in  Bezug 
auf  E  cogredient   sind,   giebt   es  dann  und  nur  dann   solche 
von  niedrigerer  als  der  n*6*  Ordnung,  wenn   die  Differential-  - 
gleichung  (1)   reductibel   ist.     Ferner   sind   alle   innerhalb  E  < 
cogredienten    Differentialgleichungen    gleichzeitig    irreduc- — 
tibel  oder  reductibel. 

Wir  hatten  erkannt,  dass  die  Gleichung  (1)  nothwendig  reductibe^^ 
sein    muss,   wenn    die  Differentialgleichung  (5)   für  z  von  niedrige] 
als  der  n*60  Ordnung  ist,  denn  es  musste  in  diesem  Falle  für  ein  Intej 
rj  von  (1)  der  Ausdruck 

S(v)  -  o 


sein.    Etwas  allgemeiner  kann  man  fragen,  was  sich  für  die  Differentii 
gleichung  (1)  erschliessen  lässt,  wenn  für  ein  Integral  17  derselben 
B(rj)  nicht  verschwindet,   aber  einem   anderen  nicht  verschwindend^^* 
Integrale  ij    von  (1)  gleich  wird. 

Da   zufolge   der  Voraussetzung    B(y)   für    kein   Integral  von  (Ij 
verschwindet,    ist   die    Differentialgleichung   (5)    nothwendig    von    &&r 
wten  Ordnung.     Sie   hat   mit   (1)   das   nicht   identisch    verschwindende 
Integral 

gemein.  Es  giebt  folglich,  wenn  die  Differentialgleichungen  (1)  und  (5) 
nicht  identisch  sind,  nach  den  Sätzen  der  Nr.  16  (Bd.  I,  S.  45)  eine 
Differentialgleichung  von  niedrigerer  als  der  n*11  Ordnung,  deren  Coeffi- 
cienten  sich  aus  den  Coefficienten  von  (1)  und  (5)  durch  Differentia- 
tionen und  rationale  Operationen  zusammensetzen  und  die  durch  alle 
gemeinsamen  Lösungen  von  (1)  und  (5)  befriedigt  wird.  Also  wäre 
in  diesem  Falle  die  Differentialgleichung  (1)  reductibel. 
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Wenn  aber  (1)  mit  (5)  identisch  ist,  so  bilden  die  n  Ausdrücke 
W  B(yx)  =  rjx        (*-i,  *,•••») 

ein  Fundamentalsystem  von  (1);  es  ist  demnach 

n 

%^yjccxXyx         e-i,v«>. 
wo  die  axl  Constanten  bedeuten,  für  welche 

ist.   Bestimmt  man  nun  cd  als  Wurzel  der  charakteristischen  Gleichung 

\**X  —  öxi(D\=0  (x,*  =  l,2, ...»), 

wo  wie  gewohnlich 

«-a-0    **    *  +  *>     ^  =  ! 
zu  nehmen  ist,  so  lassen  sich  aus  den  n  homogenen  Gleichungen 

Cl«lx  +  C2«2x  H h  *.«•«  =  »*„  <«-*.  *-•> 

die  n  Constanten  ev  c2,  •  •  •  cn  bestimmen,  und  man  hat 

Mnltiplicirt  man  also  die  Gleichungen  (8)  der  Reihe  nach  mit  den  cx 
and  addirt  für  x  =  1,  2,  •  •  •  n,  so  kommt 


,  x=l  \x=l  / 

ö  ö.  das  Integral 


n 


2j  c*y* 

x  =  l 

v°n  (1)  genügt  der  homogenen  linearen  Differentialgleichung  niedrigerer 

**"  Ordnung 

B{z)  =  (Ott, 

[     a«o  ist  auch  in  diesem  Falle  (1)  reductibel,  und  wir  haben  den  Satz: 

Wenn  zwei  Lösungen  ^,  rj    der  Differentialgleichung  (1) 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

mit  einander  verknüpft  sind,  so  ist  die  Gleichung  (1)  (inner- 
halb E)  reductibel. 

Um  das  so  gewonnene  Ergebniss  noch  in  etwas  anderer  Form 
aassprechen  zu  können,  bemerken  wir  mit  Herrn  Heffter  das  Folgende: 

Wenn  die  Differentialgleichung  (1)  durch  die  Transformation  (6) 
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in  die  cogrediente  Differentialgleichung  (5)  übergeföhrt  wird,  so  befrie- 
digen also  die  säinmtlichen  Lösungen  von  (1)  die  Differentialgleichung 

CB(y)  =  0, 

und  es  ist  folglich  (Nr.  17,  Bd.  I,  S.  45)  die  linke  Seite  dieser  Diffe- 
rentialgleichung in  der  Form 

(9)  CB  =  DA 

darstellbar,    wo   D   einen    Differentialausdruck   mit   innerhalb   E   ein- 
deutigen Coefficienten  bedeutet. 

Wenn  umgekehrt  die  beiden  Differentialausdrücke  C  und  A  in  der 
Beziehung  stehen,  dass  sich  zwei  ebenso  beschaffene  Differentialaas- 
drücke B7  D  bestimmen  lassen,  für  welche  die  Gleichung  (9)  erfüllt 
ist,  wenn  ferner  C  nicht  von  höherer  Ordnung  ist  wie  A9  und  B  für 
höchstens  soviel  linear  unabhängige  Lösungen  der  Differentialgleichung 
i  =  0  verschwindet,  als  die  Differenz  der  Ordnungen  von  A  und  C 
beträgt,  so  lässt  sich  aus  den  n  Ausdrücken 

B(yx)        (*=i,2,  •■••) 

offenbar  ein  Fundamentalsystem  von  C  zusammensetzen,  d.  h.  es  sind  ^ 
dann  auch  die  Differentialgleichungen  (1)  und  (5)  cogredient. 

Ist  insbesondere  A  so  beschaffen,  dass  sich  zwei  Differential—  _ 
ausdrücke  B,  D  so  angeben  lassen,  dass  die  Gleichung 

AB  =  DA 

erfüllt  ist  und  dass  B  nicht  für  alle  Lösungen  der  Differentialgleichun    ^ 
A  =  0  verschwindet,  so  ist  diese  letztere  Differentialgleichung  reductib^s-  ; 

165.    Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coefficienten, 
Der  Artbegriff.    Sätze  von  Fuchs.    Die  Transformationsgruppen  uc-w  i 

Differentialgleichungen  derselben  Art. 

Die  vorhergehenden  Betrachtungen  gestatten  in  gewissem  Sin"M3< 
eine  Uebertragung  auf  den  Fall,  wo  man,  statt  für  die  Coefficient^e* 
der  Differentialausdrücke  A(y)y  B(y),  C(z)  die  Eindeutigkeit  innerh»~"lfc 
E  vorauszusetzen,  irgend  eine  andere  Eigenschaft  der  Coefficienten  äu 
Grunde  legt,  die  durch  Differentiation  und  Ausübung  rationaler  Ope:»"ar 
tionen  nicht  gestört  wird  (vergl.  Nr.  27,  Bd.  I,  S.  83). 

Es  bleiben  dann  nämlich  die  Sätze  über  die  Reductibilitat  von  Q  ^). 
wie  man  aus  der  Herleitung  ersieht,  ohne  Weiteres  bestehen,  w^^11 
man  die  Cogredienz  der  Differentialgleichungen  (1)  und  (5)  durch  c3ftl 
Bestehen  einer  Gleichung  (6)  zwischen  den  abhängigen  Variabein 
finirt.    Will  man  dagegen  den  Begriff  der  Cogredienz  auf  die  Uebr 
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einstimmung  der  Verzweigungspunkte  und  der  zu  denselben  gehörigen 
Fundamentalsubstitutionen  gründen,  so  gelten  jene  Reductibilitätssätze 
im  Allgemeinen  nur,  wenn  die  über  die  Coefficienten  der  Differential- 
ausdrücke gemachten  Voraussetzungen  in  Monodromieeigenschaften 
derselben  bestehen.  Diese  beiden  Gesichtspunkte  sind  also  allemal 
wohl  auseinander  zu  halten;  wir  wollen  dies  in  dem  besonders  wich- 
tigen Falle,  wo  die  Coefficienten  als  rationale  Functionen  von  x  vor- 
ausgesetzt werden,  des  Näheren  erörtern. 

Sei  also  die  Differentialgleichung  (A)  (S.  111)  mit  in  x  rationalen 
Coefficienten  vorgelegt,  dann  ist  die  ganze  x-  Ebene  als  Bereich  E  an- 
zusehen. Die  singulären  Stellen  der  Differentialgleichung  sondern  wir 
in  vier  Kategorien: 

1.  die  wirklichen  Verzweigungspunkte  der  Integrale, 

av  av  * '  '  ar5 

2.  diejenigen  wesentlichen  singulären  Stellen,  in  deren  Umgebung 
die  Integrale  zwar  eindeutig  aber  unbestimmt  sind; 

3.  diejenigen  wesentlichen  singulären  Stellen,  in  denen  die  Inte- 
grale wie  rationale  Functionen  (d.  h.  von  ganzzahliger  Ordnung) 
unendlich  werden; 

4.  die  ausserwesentlichen  singulären  Stellen. 

Wenn  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  (B)  mit  (A) 
die  wirklichen  Verzweigungspunkte  ihrer  Integrale  und  überdies  auch 
W  geeigneter  Wahl  der  Fundamentalsysteme  die  zugehörigen  Funda- 
toentalsubstitutionen  gemein  hat,  so  wird  sie  als  mit  (A)  schlechthin 
eogredient  zu  bezeichnen  sein.  Ihre  abhängige  Variable  z  ist  mit  y 
durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

(0  ,  =  r0y  +  ry  +  •  •  •  +  r<,_1j/-1)  =  -ß(y) 

verknüpft,  wo  die  rQ7  rx,  •  •  rnl  eindeutige  Functionen  von  x  bedeuten, 
auch  brauchen  die  Coefficienten  von  (B)  nur  eindeutige,  nicht  rationale 
Functionen  von  x  zu  sein. 

Wenn  die  mit  (A)  cogrediente  Differentialgleichung 

fB)  Qdf)  =  %y(n)  +  ij"-1'  +  •  ■  •  +  Qny  -  o 

rationale  Coefficienten  hat  (qQ  =  const.),  und  beide  Gleichungen  (A) 
^d  (B)  der  Fuchs'schen  Classe  angehören,  so  berechnen  sich  aus  den 
Gleichungen 

*e  aus  (C)  hervorgehen,  indem  man  für  y  die  Elemente  ylf  y2,  •  •  •  yn 
eines  Fundamentalsystems  der  Differentialgleichung  (A)  einsetzt,  die 
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.*•        y        •  •  •    f 


durch  die  Formeln 

x        Diy^y^    -yn) 

als  eindeutige  Functionen,  und  da  dieselben  als  rationale  Differential 
functionen  der  yv  yv  •  •  •  yn,  sv  z%}  •  •  •  8n  auch  keine  Unbestimmtheits- 
stellen haben  können,  als  rationale  Functionen  von  x. 

Wir  sagen,  nach  Herrn  Poincare,  von  der  Differentialgleichung 
mit   rationalen  Coefficienten  (B),   sie  gehöre   mit  (A)    zur   selbe 
Art,  wenn  die  abhängige  Variable  8  von  (B)  mit  y  durch  eine  Gle 
chung  von  der  Form  (C),  in  der  die  rQ,  rlf  •  •  •  rn_1  rationale  Fun 
tionen  bedeuten,  verknüpft  ist.     Für  Differentialgleichungen  derselb 
Art  stimmen  demnach  nicht  nur  die  singularen  Stellen  der  Kategorie 
sondern  auch  die  der  Kategorie  2.  überein.     Wir  können  gleich    <3 
Satz  aussprechen: 

Cogrediente  Differentialgleichungen  der  Fuchs'sclx. 
Classe   gehören   zur   selben   Art. 

Die  Reductibilitätssätze  der  vorigen  Nummer  bleiben  richtig,  w^ 
man  die  Reductibilität  einer  linearen  Differentialgleichung  im  Six: 
der  Nr.  160  (S.  105)  fasst  und  an  die  Stelle  der  Cogredienz  die  «5 
gehörigkeit  zur  selben  Art  setzt;  d.  h.  wir  haben  die  Sätze: 

Eine  mit  (A)  zur  selben  Art  gehörige  Differentialgl  * 
chung  kann  nur  dann  von  niedrigerer  als  der  n1611  Ordnu.  * 
sein,  wenn  (A)  reductibel  ist. 

Die  sämmtlichen  mit  (A)  zur  selben  Art  gehörigen  Diff 

4 

rentialgleichungen  nter  Ordnung   sind   mit  (A)  völlig  gleich- 
berechtigt und  sind  gleichzeitig  mit(A)irreductibel  oder  nict 
Wenn  zwei  Integrale  17,  rjl  von  (A)  durch  eine  GleichuJt 
der  Form 

mit  rationalen  rQ,  rv  •  •  •  rfl  verknüpft  sind,  so  ist  (A)  r" 
ductibel. 

Der  erste  und  zweite  dieser  Sätze  rührt  von  Herrn  Fuchs,  Ä 
dritte  von  Herrn  Frobenius  her. 

Ferner  ergeben  sich  leicht  die  folgenden  Sätze: 

Wenn  sich  genau  p  <^  n  linear  unabhängige  Lösung^ 
der  Differentialgleichung  (A)  an  der  singularen  Stelle  x  =* 
bestimmt  verhalten,  so  verhalten  sich  ebensoviele  line* 
unabhängige  Integrale  einer  jeden  mit  (A)  zur  selben  Aj 
gehörigen    Differentialgleichung   (B)    an   eben    dieser    Stell 
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bestimmt,  sofern  der  Differentialausdruck  jR(y),  der  die  ab- 
hängige Variable  z  von  (B)  durch  y  darstellt,  für  keines  der 
sich  bei  x  =  a  bestimmt  verhaltenden  Integrale  von  (A)  ver- 
schwindet. 

Wenn  die  Stelle  x  =*=  a  für  die  Differentialgleichung  (A) 
eine  Stelle  der  Bestimmtheit  ist,  so  ist  sie  auch  eine  Stelle 
der  Bestimmtheit  für  jede  mit  (A)  zur  selben  Art  gehörige 
öifferentialgleichung. 

Wenn  (A)  zur  Fuchs'schen  Classe  gehört,  so  gehört  auch 

jede  Differentialgleichung   derselben   Art   zur   Fuchs'schen 

Classe. 

Wir  nennen  Lösungen  y,  z  der  zur  selben  Art  gehörigen  Diffe- 
rentialgleichungen (A),  (B),  die  durch  die  Gleichung  (C)  mit  einander 
verknüpft  sind,  entsprechende  Integrale.  Wenn  (A),  (B)  beide  von 
der  n**  Ordnung  sind,  also  insbesondere  wenn  (A)  irreductibel  ist,  können 
wir  auch  von  entsprechenden  Fundamentalsystemen  reden. 

Im  Folgenden  setzen  wir  der  Einfachheit  wegen  voraus,  dass  die 
betrachteten  zur  selben  Art  gehörigen  Differentialgleichungen  auch  von 
derselben  Ordnung  sind. 

Entsprechende  Fundamentalsysteme  von  Differentialgleichungen  der- 
selben Art  erleiden  stets,  insbesondere  also  auch  bei  jedem  Umlaufe 
der  unabhängigen  Variabein  x,  dieselbe  Substitution.     Also  haben  für 
entsprechende  Fundamentalsysteme  Differentialgleichungen  derselben  Art 
dieselbe  Monodromiegruppe. 

Sie  haben  aber  auch  dieselbe  Transformationsgruppe. 
Um  dies  zu  beweisen,  betrachten  wir  die  zur  selben  Art  gehörigen, 
durch  die   Beziehung   (C)    zwischen    den    abhängigen    Variabein    ver- 
knüpften Differentialgleichungen  (A)  und  (B)  mit  den  entsprechenden 
Fundamen talsystemen  [yj,  [#J. 

Bilden  wir  die  empfindlichen  Functionen  (Nr.  147,  S.  60) 

«(y)  =2A<>*y» +2  a„*;+ •  •  •  +2  A.-iJrl\ 

x=l  x=l  x  =  l 

x  =  l  x  =  l  x  =  l 

w°  die  A.  ,  B.    willkürliche  Functionen  bedeuten,  und  die  beiden  in 

U  ix"         #X  / 

^ug  auf  die  höchste  Ableitung  im  algebraischen  Sinne  irreductiblen 
^braischen  Differentialgleichungen  niedrigster  Ordnung  mit  in  x  und 
^en  A.k  nebst  deren  Ableitungen,  beziehungsweise  x  und  den  B.  nebst 
wren  Ableitungen  rationalen  Coefficienten  (vergl.  Nr.  149,  S.  65) 


122  X.  Specielle  Probleme  der  Gruppentheorie.   Kapitel  1. 

(10)  B(U,  «',-••  «W;  a.k,x)  =  o, 

(li)  H(f»,ff',.--fw;  3„*)  =  o, 

denen  w(t/)  beziehungsweise  v(#)  Genüge  leistet.  Dann  können  wir 
bekanntlich  (Nr.  150,  S.  69)  die  Transformationsgruppen  der  Differential- 
gleichung (A)  beziehungsweise  (B)  wie  folgt  definiren: 

Bezeichnen  wir  durch 

«(flfy),     v(Tz) 

dasjenige,  was  aus  w(y)  beziehungsweise  v{z)  wird,  wenn  wir  auf  die 
[yj  die  Substitution  S,  beziehungsweise  auf  die  [z  ]  die  Substitution  T 
anwenden,  so  bilden  diejenigen  Substitutionen  S,  für  welche  u(ßy)  die 
Differentialgleichung  (10)  befriedigt,  die  Transformationsgruppe  G  von 
(A)  und  diejenigen  Substitutionen  T,  für  welche  v(Ty)  der  Differential- 
gleichung (11)  genügt,  die  Transformationsgruppe  H  von  (B). 

Setzen  wir  nunmehr  in  v(z)  für  die  [#x]   und  deren  Ableitungen 
die  sich  aus  den  Ausdrücken 

ergebenden  Werthe  ein,  so  erhält  v(z)  die  Gestalt 

(12)  «»)  -  j?  2  %.£  -  *<*) 

und  genügt  folglich  der  Differentialgleichung 

(13)  ®(ü,u,  ..•  ü(v);  A.x,x)  =  0. 

Diese  Differentialgleichung  hat  mit  der  Differentialgleichung  (11)  ein 
Integral  gemein,  sie  muss  folglich  durch  alle  Integrale  der  Differential- 
gleichung (11),  die  wir  ja  (vergl.  Nr.  150,  S.  67)  als  im  Eoenigs- 
berger'schen  Sinne  irreductibel  voraussetzen  können,  befriedigt  werden. 
Also  genügen  auch  die  Functionen  v(Tz)9  wo  T  eine  der  Gruppe  H 
angehörige  Substitution  bedeutet,  der  Differentialgleichung  (13).     Nun 

ist  aber  offenbar 

v(Tz)  =  ü(Ty); 

andererseits  können  wir  ü(y)  ebenso  wie  u(y)  als  die  zu  (A)  gehörige 

empfindliche   Function   ansehen,   und  es   sind   demnach    die  Lösungen 

von  (13)  in  der  Form 

ü(Sy) 

enthalten,  wo  S  die  Transformationen  der  Gruppe  G  durchläuft.  Also 
muss  jede  Transformation  T  von  H  in  G  vorkommen,  und  da  die 
Beziehung  zwischen  den  Differentialgleichungen  (A)  und  (B)  eine  gegen- 
seitige ist,  so  folgt  hieraus,  wie  behauptet  wurde,  die  Identität  der 
beiden  Gruppen  G  und  H. 


166.    Die  Fuchs 'sehe  Classe.  123 

166.    Differentialgleichungen  der  Fuchs 'sahen  Classe.     Allgemeine 

Bemerkungen. 

Sei   F(y)   eine   rationale   Differentialfunction    der   [yx],    die    dem 
Rationalitätsbereiche  angehört,  d.  h.  gleich  einer  rationalen  Function 

m = m 

?on  x  ist,   und  möge  ebenso   &(js)  eine  rationale  Differentialfunction 
der  [jT]  bedeuten,  die  einen  in  x  rationalen  Werth 

Q(z)=g(x) 

besitzt.  Dann  verwandelt  sich  <P(#),  wenn  man  für  die  [#x]  und  ihre 
Ableitungen  ihre  Ausdrücke  durch  die  [yx]  und  deren  Ableitungen  ein- 
setzt, in  eine  rationale  Differentialfunction 

*(#)  -  F(y) 

der  [y  ],  die  gleich  einer  rationalen  Function  von  x  ist.  Daraus  kann 
man  aber  im  Allgemeinen  nicht  schliessen,  dass  die  beiden  Differential- 
fimetionen  F(y)  und  F(tf),  wenn  man  in  denselben  die  ylf  y2,  •  •  •  yn 
als  unbestimmte  Functionen  auffasst,  zur  selben  Gattung  gehören, 
und  ebensowenig,   dass  auch  die  rationale  Differentialfunction  der  [#J 

F(z) 

gleich  einer  rationalen  Function  von  x  wird. 

Ein  solcher  Schluss  ist  nur  in  dem  Falle  zulässig,  wo  die  for- 
melle Invarianz  mit  der  Invarianz  als  Function  von  x  zu- 
8aöimenfallt,  d.  h.  nur  dann,  wenn  die  Transformationsgruppe  der  beiden 
Differentialgleichungen  (A),  (B)  die  allgemeine  lineare  homogene  Gruppe 
£  ist.  In  diesem  Falle  verwandelt  sich  in  der  That  jede  invariante 
Differentialfunction  der  [yj  in  eine  derselben  Gattung  angehörige  Func- 
*10ö,  wenn  man  an  die  Stelle  der  [yj  und  ihrer  Ableitungen  die  [#J 
UQd  ihre  Ableitungen  setzt.  Denn  jede  solche  Invariante  ist  ja,  wie 
***  gezeigt  haben  (Nr.  136,  S.  20),  eine  rationale  Function  der  Deter- 
toiBantenquotienten 

-D(yi»y2» "-  yn) 

Und  für  diese  ist  offenbar 

D(*l'  ZV"  Zn)  XV         ^(S/l»  !/»i  '  '  '  Vn) 

wo  die  9tx(-c)  rationale  Functionen  von  x  bedeuten. 

Wir  hatten  oben  (S.  120)  bemerkt,  dass  cogrediente  Differential- 
gleichungen der  Fuchs'schen  Classe  nothwendig  zur  selben  Art  gehören; 
aQf  Grund  des  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  bewiesenen  Satzes  folgt 
hieraus,  dass  für  cogrediente  Differentialgleichungen  der  Fuch s 'sehen 
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Classe  auch  die  Transformationsgruppen  übereinstimmen.  Dies  ist  abe 
nur  ein  besonderer  Fall  des  folgenden  Satzes: 

Differentialgleichungen  der  Fuchs'schen  Classe,  die  die 
selbe  Monodromiegruppe  haben,  besitzen  auch  dieselbe  Trans 
formationsgruppe. 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  in  der  Nr.  159  (S.  101 
gefundenen  Ergebnisses,  wonach  die  Transformationsgruppe  einer  Diff« 
rentialgleichung  der  Fuchs 'sehen  Classe  die  engste  algebraische  linear 
homogene  Gruppe  ist,  welche  die  Monodromiegruppe  dieser  Gleichun, 
als  Untergruppe  enthält. 

Wir  erkennen  hieraus,  dass  nicht  nur,  wie  bereits  in  der  Nr.  16 
(S.  107)  bemerkt  wurde,  in  den  auf  Reductibilität  bezüglichen  Fragei 
sondern  überhaupt  bei  allen  auf  den  Gruppencharakter  bezügliche 
Untersuchungen  die  Betrachtung  der  Monodromiegruppe  ausreich 
wenn  es  sich  um  Differentialgleichungen  der  Fuchs'schen  Class 
handelt.  So  erklärt  sich  auch  die  im  ersten  Augenblicke  vielleich 
auffallende  Erscheinung,  dass  in  der  historischen  Entwicklung  unsere 
Theorie  die  Transformationsgruppe  einer  linearen  Differentialgleichun 
erst  verhältnissmässig  spät  (1887  in  der  Arbeit  von  Herrn  Picard 
aufgetreten  ist,  wenn  man  bedenkt,  dass  fast  alle  tiefer  gehenden  Specia 
Untersuchungen  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  sie 
auf  Differentialgleichungen  der  Fuchs'schen  Classe  beziehen.  Dagege 
ist  zu  erwarten,  dass  aus  dem  Studium  der  Transformationsgruppe  für  di 
Theorie  derjenigen  Differentialgleichungen,  deren  Integrale  Unbestimmt 
heitsstellen  darbieten,  noch  wichtige  Ergebnisse  zu  ziehen  sein  werdei 

Man  kann  den  Artbegriff  auch  etwas  allgemeiner  fassen,  als  wi 
es  gethan  haben,  indem  man  sagt,  zwei  Differentialgleichungen  (A 
und  (B),  deren  Coefficienten  sich  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  j 
wie  rationale  Functionen  verhalten,  gehören  zur  selben  Art  in  Bezuj 
auf  diesen  Bereich,  wenn  ihre  abhängigen  Variabein  durch  ein 
Gleichung  (C)  verknüpft  sind,  in  welcher  die  Coefficienten  r0,  rl7  •  •  •  r  __ 
Functionen  bedeuten,  die  innerhalb  E  den  Charakter  von  rationale 
Functionen  haben.  Wir  werden  aber  im  Folgenden  nur  gelegentlich 
von  dieser  Auffassung  Gebrauch  machen,  da  es  keine  Schwierigkeite 
darbietet,  zu  erkennen,  was  von  den  auf  Differentialgleichungen  dei 
selben  Art  schlechthin  bezüglichen  Untersuchungen  eine  Uebertragun 
auf  jenen  allgemeineren  Artbegriff  zulässt.  Ehe  wir  jedoch  auf  tiefei 
Untersuchungen  über  Differentialgleichungen  derselben  Art  eingehei 
wollen  wir  eine  wichtige  Classe  von  Differentialgleichungen  kennen  lernei 
die  unter  diesen  Begriff  fallen  und  die  uns  zu  interessanten  allg< 
meinen  Eigenschaften  einer  linearen  Differentialgleichung  fuhren  werdei 


Zweites  Kapitel. 
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167.    Systeme  von  Subdeterminanten  der  Determinante 
Fundamentalsystems.     Assoeiirte  Differentialgleichungen. 

Der  Franke 'sehe  Satz. 

*  Vv  y*>  ' ' '  yn  e*n  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung 
d  betrachten  wir  die  Determinante 


Div^y*,  •••yj  = 


Vi 

y* 

■■■yn 

y; 

vi 

••yn 

Jn-l)    (n-l)  (n-1) 

Vi  Vi  '  •  *  Vn 


diesem     Fundamentalsystems. 

^Vir  denken  uns  dann  die  sämmtlichen  Subdeterminanten  m***  Ord- 
wmg  flieser  Determinante  gebildet,  wo  tn  <  w;  die  Anzahl  dieser  Sub- 
determinanten  ist  offenbar  gleich 

2         fn(n  — l)-(n  — m+l)\2       ,     ,% 
V   =  1 12.    -m J    =  W  " 

Diejexxigen  dieser  Subdeterminanten,  die  aus  den  Elementen  des  Systems 


Vi       V* 

tfi    y* 


.  .  .   y 


(n— 1)    (»— 1) 

Vi    y\ 


y 


,(«— 1> 


tn 


B^üdet  sind,  wollen  wir  durch 


Ul\>      U2V 


u 


vi 


^siclmen  und  insbesondere 

un  =  D(yi>y2>'-y») 

ne*Hnen.    Ferner  bezeichnen  wir  jene  Determinanten,  die  aus  uxl  dadurch 
etustehen,  dass  man  die  yv  y2,  •  •  •  y     und  deren  Ableitungen  durch  die 

^Weitungen  gleich  hoher  Ordnung   irgend   einer  andern   Combination 

Vo&  m  verschiedenen  der  Integrale 

9i>  y%>  •••  yn 

tr*tzt,  durch 
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so  dass  also 


u  0,  u  .,  •  •  •  u    , 


Uix  (»,*«=1,«,---») 


jene  v    Subdeterminanten  mtn  Ordnung  darstellen.     Diejenigen  D< 
minanten,  welche  aus 


u      u       •  •  •  u 


hervorgehen,  wenn  wir  in  denselben  an  die  Stelle  von  yv  yä,  •  • 
irgend  ein  System  von  m  linear  unabhängigen  Losungen 

V  92>  •••  9m 
der  Differentialgleichung  (A)  setzen,  mögen  endlich  durch 

bezeichnet  werden. 

Bilden  wir  die  Ableitung  von  u.  nach  x  und  schaffen  die  event 
auftretenden  Ableitungen  höherer  als  (n  —  l)*61"  Ordnung  der  \)t ,  •  • 
mit  Hülfe  der  Differentialgleichung  (A)  weg,  so  ist  offenbar 

du-        i  i  i 

und  ebenso  allgemein  für  die  Ate  Ableitung 

wo  die  9ix  rationale  Functionen  bedeuten,  die  sich  aus  den  Coefficie: 
von  (A)  durch  Differentiation  und  rationale  Operationen  zusami 
setzen  lassen. 

Die  Gleichungen  (1)  bleiben,  wie  aus  ihrer  Bildungsw« 
sofort  zu  übersehen  ist,  bestehen,  wenn  man  in  densel 
die  ul9  u9f  •  •  •  u    durch  irgend  eines  der  Systeme 

ersetzt. 

Nehmen  wir  die  Gleichungen  (1)  für  k  =  1,  2,  •  •  •  v  und  dei 
wir  uns  aus  den  so  entstehenden  v  Gleichungen  die  v  —  1  Grösse 

*«>     *  +  ', 
eliminirt,  so  ergiebt  sich  eine  Gleichung  von  der  Form 


der  die  Functionen 


M.lf    U.99    •  •  •   II. 
tl"       i2"  tr 
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Genüge  leisten  und  deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  x  sind. 
Der  Coefficient  der  vUn  Ableitung  ist 

(3.)  (—  i)'""1^  =    9IX  (x=l,2,     i-i,  .  +  1,  •    */  * 

Wenn  diese  Determinante  von  Null  verschieden  ist,  so  ist  demnach 
die  Differentialgleichung  (2(.)  auch  wirklich  von  der  v*n  Ordnung.  Wenn 
wir  för  i  =  1  den  Index  1  in  der  Gleichung  (2.)  weglassen,  so  genügt 
also  ux  für  jede  Wahl  der  t)lf  t)2,  •  •  •  t)m  der  Differentialgleichung 

die  demnach  auch  durch 

u      u       •  •  •  u 

befriedigt  wird. 

Wenn   diese   letztere   Differentialgleichung  wirklich    von    der   v*611 

Ordnung,  d.  h.  wenn 

p,-\it,\     e=K".::-) 

™n  Xull  verschieden  ist,  so  kann  man  aus  dem  Gleichungssysteme, 
das  sich  aus  (1)  für 

t—  1,      4—1,  2,  -  ..y—  1 

ergiebt,  die  v  —  1  Grössen  w2,  m3,  •  •  •  ut  berechnen  und  erhält 

W      «„  =  fc0«i  +  Zm<+  '  * '  +  J^-X^         <*  =  ».  V"), 

Wo  die  ;r  rationale  Functionen  von  a;  bedeuten;  in  diesem  Falle 
Slnd  also  die  Differentialgleichungen  (2#.)  für  i  =  2,  3,  •  •  •  v 
roit  der  Differentialgleichung  (2)  von  derselben  Art. 

WTir  setzen  im  Folgenden  voraus,  dass  die  Determinante  Pr  von 
^uU  verschieden  ist,  was  offenbar  im  Allgemeinen,  d.  h.  für  willkür- 
liche Wahl  der  rationalen  Functionen,  welche  die  Coefficienten  von  (A) 
bilden,  der  Fall  sein  wird.  Die  Differentialgleichung  vter  Ordnung  (2) 
^U  dann  die  (n  —  m)te  der  ursprünglichen  Differentialgleichung 
(A)  associirte  Differentialgleichung  genannt  werden.  Wir  haben 
nunmehr  einige  Eigenschaften  dieser  Differentialgleichung  zu  entwickeln. 

Hierbei  bedürfen  wir  eines  merkwürdigen  von  Herrn  Franke 
herrührenden  Determinantensatzes,  der  wie  folgt  lautet: 

Bilden  wir  aus  den  Elementen  der  Determinante 

d  =  \a.  '         (•,x=i, 2, ...») 

d^  sämmtlichen  Subdeterminanten  mter  Ordnung  und  be- 
zeichnen dieselben  durch 
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b.x         («,  x  =  1, 2,  •••*;*= *m) , 
so  dass 

hn  =  \ai*  (^  =  1,2,. -m) 

gesetzt  wird  und 

6*i>  \v  ''Kl 

die  aus  &     durch  Abänderung  der  ersten  Indices  der  aijtJ 

&•«,  &•<*»  •  •  •  6.« 

»2*      i3'  iv 

die  aus  h.,  durch  Abänderung  der  zweiten  Indices  der  a.  h< 
vorgehenden  dieser  Determinanten  bedeuten,  dann  ist  < 
Determinante 

4  =   '&,  J  (i,x  =  l,2,.    -r) 

I         ™  "    i 

eine  Potenz  der  ursprünglichen  Determinante,  und  zwar  i 

^— (^)(""1J(«-i). 
Man  nennt  in  der  Determinantentheorie  das  System  der 

(b.\  (i,x==.l,  2,  •      f) 

das  (n  —  w)te  dem  Systeme  der 

m 

associirte  System,   und   entsprechend  auch  die  Determinante  A 
(n  —  w)*°  associirte  Determinante  von  4. 

Auf  einen  Beweis  dieses  Franke 'sehen  Satzes  gehen  wir  an  die 
Stelle  nicht  ein,  weil  sich  derselbe  indirect  als  eine  Folge  der  na 
stehenden  Betrachtungen  ergeben  wird.  Wie  Borchardt  bemerkt  1 
ist  der  in  Rede  stehende  Satz  als  besonderer  Fall  in  dem  sogenann 
Sylvester'schen  Determinantensatze  enthalten,  für  den  Herr  Frobeni 
im  86.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  (S.  54)  einen  eleganten  Bew 
geliefert  hat. 

Wenden  wir  den  Franke'schen  Satz  auf  die  Determinante 

an,  so  besagt  derselbe,  dass  die  aus  den  u.  (»\x=i,  2,  •  •  0  gebilde 
Determinante 

</,x  =  l,2f  •  -v) 

ist.    Hieraus  folgt,  da  die  y17  y2J  •  •  •  yn  ein  Fundamentalsystem  bilde 

Die  aus  den  u.x  (/,x=i, 2,  •  d  gebildete  Determinante  i 
nicht  identisch  Null. 


(»,x=l,2,.-    *) 
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Betrachten  wir  die  Gleichungen 

d*wlx        x  x  x 

(«  — 1,  «,...»;  1  =  1,  f,...»-l), 

die  sich  ans  (1)  ergeben,  indem  man  i=\  nimmt  und  die  uv  u2,  •  •  •  uv 
durch  die  ulx,  u%x7  •  •  •  urn  ersetzt,  so  erkennen  wir,  dass  nach  dem 
Multiplicationstheoreme  der  Determinanten 

/l=l,2,-v-l\     /«  =  1,2,.      A 

18t 

Wenn  also,  wie  wir  Toraussetzten,  die  Determinante  P 
nicht  verschwindet,  so  ist  auch  die  Determinante  des  Func- 
tionssystems 

nicht  identisch  Null,  d.  h.  dieses  Functionssystem  stellt  ein 
Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  (2)  dar. 

168.  Die  Fundamentalgleichungen  der  assooiirten  Differential- 
gleichungen.    Geometrische  Deutung.     Integralcurve. 

Es  möge  für  den  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  bewiesenen 
Satz  noch  ein  zweiter  Beweis  angedeutet  werden,  der  sich  nicht  auf 
den  Franke'schen  Satz  stützt  und  der  uns  zu  einer  Reihe  wichtiger 
Bemerkungen  Anlass  geben  wird. 

Sei  ij  iy2,  •  •  •  f{n  ein  Fundamentalsystem  von  (A),  welches  mit 
*i>  Vj»  •  •  •  V    durch  die  Gleichungen 


n  —  1 

(.  =  1,2,.*) 

verknüpft  ist,  wo  also 

j=   a.  I  =4=0 

ix  |      > 

(i,  x  =a  1,  2,  •  •  •  n)  . 

Dann  ist  bekanntlich 

-i)i 

(i,  x  =  l,  2,  •••  »); 

eQ  wir  also  aus  den  Elementen  der  Determinante 

*e  Subdeterminanten   mteT  Ordnung   und   bezeichnen   dieselben   derart 
durch 


(*— i) 


Vu  (•,*  =  !,  V'»>i 
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dass  vix  aus  uix  hervorgeht,  indem  wir  in  uix  die  yl7  y8,  •  •  •  yn  durch 
die  rjt ,  rji}  •  •  r\n  ersetzen,  so  ist  nach  dem  in  der  Nr.  30  (Bd.  I,  S.  93, 
Gleichung  (5))  erwähnten  Satze  über  die  Subdeterminanten  componirter 
Systeme,  bei  geeigneter  Wahl  der  Bezeichnung, 


V 


viK=^bhtuih        (*,«  =  !,»,     »), 


also  insbesondere  für  i  =  1 


(*  — 1.S, •••»); 


die  vlx  sind  demnach  ebenfalls  Lösungen  der  Differentialgleichung  (2). 

Wir  wollen  im  Folgenden  die  ulx  als  die  dem  Fundamentalsysteme 
yv  y2,  •  •  •  yn  entsprechenden  Lösungen  der  (n  —  mj**  associirten  Diffe- 
rentialgleichung bezeichnen,  dann  können  wir  also  den  Satz  aussprechen: 

Wenn  die  Integrale  yt,  y2,  •  •  •  yn  der  Differentialglei- 
chung (A)  eine  lineare  Substitution  S  erfahren,  so  erfahren 
die  entsprechenden  Integrale  der  (n  —  w)*1?  associirten  Diffe- 
rentialgleichung die  (n  —  w)*6  associirte  Substitution  von  & 

Sei  nun  x  =  a  ein  Verzweigungspunkt  der  Integrale  von  (A)  und 
bedeute  rjl9  ^2,  •  •  •  rjn  das  zu  diesem  Punkte  gehörige  canonische  Fun- 
damentalsystem. Wir  setzen  der  Einfachheit  wegen  voraus,  dass  die 
Wurzeln 

* 

der  zu  x  =  a  gehörigen  Fundamentalgleichung  sämmtlich  von  einander 
verschieden  sind.     Dann  ist  also 

rjx  =  (x  —  afn^x(x  |  a)       <*  =  i,V  •• »), 

wo   s}?x(#  |  #)   eine   nach   ganzen  Potenzen  von   x  —  a   fortschreitende 
Reihe  und  rx  einen  der  Werthe  von 

- — 7  l0£  G) 

bedeutet. 

Bilden  wir  die  den  iy  ,  rj2}  •  •  •  rjn  entsprechenden  Lösungen 

Vlx  (x  =  l,V*) 

der  Differentialgleichung  (2),  dann  ist  also 

y»      y*       ' ' '  y* 


Vlx 


%t  %  ■■■    1: 


r 


X 


in 


(m-1)     <m-l)  Jm-1)   | 

y*      y*      • ' •  y*      i 

**1  '*2  ,xm  ! 
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wo  *  ,  %v  •  •  •  xm  ein  System  von  m  verschiedenen  der  Zahlen  1,  2,  •  •  •  n 
bedeutet.  Folglich  haben  wir  in  der  Umgebung  von  x  =  a  für  vlx 
die  Entwickelung 

(5)  vlu  =  (x  —  a)*1     '*'  r*mPx{x\d)        (k-1,2,-.*), 

wo  Px(x\a)  eine  nach  ganzen  Potenzen  von  x  —  a  fortschreitende 
Reihe  darstellt.     Setzen  wir 

***(r*+  +  rx«  H h  r*  ) 

so  müssen  diese  v  Grössen  nach  den  Ergebnissen  des  dritten  Abschnittes 
der  zum  Punkte  x  =  a  gehörigen  Fundamentalgleichung  der  Differential- 
gleichung (2)  genügen;  im  Allgemeinen  sind  dieselben  von  einander 
verschieden,  wir  wollen  dies  der  Einfachheit  wegen  annehmen.  Dann 
sind  die  v  Integrale  (5)  linear  unabhängig  (vergl.  Nr.  31,  Bd.  I,  S.  100) 
und  bilden  folglich  ein  Fundamentalsystem  und  zwar  das  zu  x  =  a 
gehörige  canonische  Fundamentalsystem  der  Differentialglei- 
chung (2). 

Hieraus  folgt  nun  sofort,  dass  auch  jedes  einem  Fundamental- 
systeme fflf  y%J  •  •  •  yn  von  (A)  entsprechende  Lösungssystem  ulx  der 
Differentialgleichung  (2)  ein  Fundamentalsystem  von  (2)  sein  muss; 
denn  bestünde  zwischen  den  ulx  eine  homogene  lineare  Beziehung  mit 
constanten  Coefficienten,  so  würde  aus  den  Gleichungen  (4)  das  Be- 
stehen einer  eben  solchen  Relation  zwischen  den  vlx  folgen. 

Beiläufig  lernen  wir,  dass  die  Grössen  (6)  die  Wurzeln  der  zum 
Punkte  x  =  a  gehörigen  Fundamentalgleichung  der  Differentialgleichung 
(2)  darstellen.    Wir  wollen  uns  diese  Fundamentalgleichung  bilden. 

Wenn  das  Fundamentalsystem  ylf  yt,  •  •  •  yn  von  (A)  bei  einem 
einfachen  Umlaufe  der  unabhängigen  Variabein  x  um  den  Punkt  x  =  a 
die  Substitution 

27=  (aix)  («\x  =  l,2,    -n) 

erfahrt,  so  lautet  die  zu  a;  =  a  gehörige  Fundamentalgleichung  von  (A) 

■:T)  ja.  —  d    ©,'=0  (x,«  =  i,v--n). 

Das  entsprechende  Fundamentalsystem  wu,  ul2,  •  •  ulv  der  (m  —  w)ten 
associirten  Differentialgleichung  (2)  erleidet  dann  bei  demselben  Um- 
laufe die  (n  —  niy*  associirte  Substitution 

(ßix)  (»,x  =  l,2,-r) 

von  2J,  und  die  zu  x  =  a  gehörige  Fundamentalgleichung  von  (2) 
lautet  demgemäss 

(8)  ßx.  —  8xi(o   =0         (*,»  =  i,2,  •••*). 

o* 
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Also  sind,  wie  Herr  G.  Rados  bemerkt  hat,  die  Wurzeln  der 
Gleichung  (8)  die  Producte  von  je  m  verschiedenen  der  Wurzeln  der 
Gleichung  (7),  und  hieraus  ergiebt  sich  nun,  wenn  wir  in  den  linken 
Seiten  der  Gleichungen  (7)  und  (8)  co  =  0  setzen,  der  Franke'sche 
Satz,  da  ja  die  Determinanten 

I  a.   I  =  +  ©,  o>9  •  •  •  ©  u,  x  =  i,  i,  •  •  •  n) , 

\ßiu\  =  +  ÄXÄ2  •      &,         &*«i,  v») 
sind. 

Die  hier  durchgeführten  Betrachtungen  leiten  uns  zu  einer  sehr 
wichtigen  und  folgenreichen  Auffassung  der  Lösungen  einer  homogenen 
linearen  Differentialgleichung  hin,  die  wir  jetzt  darlegen  werden,  indem 
wir  an  gewisse  geometrische,  von  H.  G.  Grassmann  in  seiner  „Aus- 
dehnungslehre" eingeführte  Gesichtspunkte  anknüpfen. 

Hat  man  n  stetig  veränderliche  reale  Grössen 

die  nur  abgesehen  von  einem  allen  gemeinsamen  Factor  bestimmt  sind, 
so  kann  man  dieselben  als  die  homogenen  Coordinaten  eines  Punktes 
einer  (n  —  l)-fach  ausgedehnten  ebenen  Mannigfaltigkeit,  oder,  wie 
man  sich  kürzer  ausdrückt,  eines  (n  —  l)-dimensionalen  Raumes  Ru_l 
auffassen.  Jedes  Grössensystem,  dessen  n  Elemente  nicht  sämmtlich 
verschwinden,  bestimmt  auf  diese  Weise  einen  Punkt  des  22     t. 

Betrachtet  man  die  Coordinaten  von  m  verschiedenen  solchen  Punkten 


(i) 


i  X,      X.  •  •  •  X   , 
1          z  n> 

n         ii  ii 

xx    x%  ■■■  xn, 


x™  4m)  •  •  •  x(m\ 

1  2  n    > 


die  so  beschaffen  sind,  dass  die  nm  Grössen  (I)  ein  System  vom  Range 
m  bilden,  dann  bestimmt  die  Gesammtheit  derjenigen  Punkte,  deren 
Coordinaten  sich  in  der  Form 

(u)       xk = ix+v;+  •  •  ■  +  *«*?"    (*=».«.- •-' 

darstellen  lassen,  wo  die  k17  k2,  •  •  •  km  Constanten  bedeuten,  eine  in 
dem  Rn_l  enthaltene  Mannigfaltigkeit  (n  —  m)***  Stufe,  (m — 1)*" 
Dimension.  Man  kann  dieselbe  durch  (n  —  m)  homogene  lineare  Glei- 
chungen zwischen  den  laufenden  Coordinaten  eines  veränderlich  ge- 
dachten Punktes  darstellen;  Grass  mann  hat  aber  neben  dieser  Dar- 
stellung durch  Gleichungen  auch  eine  Bestimmung  jener  ebenen 
Mannigfaltigkeit  durch  Coordinaten  eingeführt. 
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Er  definirt  nämlich  als  die  homogenen  Coordinaten  der  durch  die 
Gleichungen  (II)  bestimmten  ebenen  Mannigfaltigkeit  oder  (wie  wir 
kürzer  sagen  wollen)  Ebene  (w  —  m)*6'  Stufe,  ein  System  von  Zahlen, 
welches  den  aus  dem  System  (I)  gebildeten 

n(n  —  1)  •  •  •  (n  —  tn  +  1) 

y  • — i 1 : : 1 

1  •  2  •  •  •  m 

Determinanten  tn***  Ordnung  proportional  ist.  Diese  Definition  recht- 
fertigt sich  dadurch,  dass  man  zu  denselben  Coordinaten  kommt,  wenn 
man  statt  von  den  m  Punkten  mit  den  Coordinaten  (I)  von  irgend 
welchen  anderen  m  Punkten  der  Ebene  (n  —  m)*'  Stufe,  die  nicht  schon 
in  einer  Ebene  (n  —  m  +  l)ter  Stufe  liegen,  ausgeht. 

Im  Sinne  einer  bei  der  geometrischen  Interpretation  functionen- 
theoretischer  Verhältnisse  seit  Clebsch  üblichen  Uebertragungsweise 
behalt  man  die  für  den  Fall  realer  Grössen  x19  x%7  •  •  •  xn  eingeführte 
Terminologie  auch  in  dem  Falle  bei,  wo  diese  Grössen  beliebige  coin- 
plexe  Werthe  anzunehmen  vermögen. 

Wir  werden  also  die  Werthe,  welche  ein  Fundamentalsystem 
^v^v"'Vn  ^er  Differentialgleichung  (A)  an  irgend  einer  Stelle  x 
annimmt,  auch  als  die  homogenen  Coordinaten  eines  Punktes  imüfl-1 
auffassen  können  und  auf  diese  Weise,  wenn  wir  x  alle  complexen 
Werthe  durchlaufen  lassen,  ein  Gebilde  (w  —  2)ter  Stufe,  eine  Curve, 
wie  wir  sagen  wollen,  im  Jßn_  x  erhalten.  Wir  denken  uns  diese  Curve 
6  in  der  Form 

(9)  yx  =  yx(x)  (x  =  l,V..») 

darstellt.     Es  entspricht  dann  jedem  nicht  singulären  Werthe  von  x 
ein  Punkt  der  Curve  ß,  da  ja  für  keinen  solchen  Werth  alle  n  Inte- 
8n^e  yvtlv  '"  9*  vcrsctwißden  können;  bei  dieser  geometrischen  Inter- 
pretation wird  also  ein  Uebelstand  vermieden,  der  sich  in  der  Nr.  133 
(S.  11)  bei  der  daselbst  dargelegten  geometrischen  Deutung  unangenehm 
bemerkbar  machte. 

U)9.  Geometrische  Deutung  der  Integrale  der  assoeiirten  Differential- 
gleichungen.    Contragredienz. 

Es  kann  weder  die  Curve  S  in  ihrer  Totalität  noch  ein  beliebig 
kleines  continuirliches  Stück  von  ©  in  einer  Ebene  irgend  welcher 
Stufe  des  R  liegen;  denn  dies  würde  das  Bestehen  von  homogenen 
linearen  Beziehungen  mit  von  x  unabhängigen  Coefficienten  zwischen 
den  yx,  yt,  -  •  -  yn  zur  Folge  haben.  Diese  Curve  ist  also  eine  (n  —  2)- 
fach  gekrümmte,  oder,  wie  sich  Herr  Lie  ausdrückt,  eine  möglichst 
gekrümmte  Curve  des  Rn__v 
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Betrachten  wir  m(<  n)  einander  unendlich  benachbarte  reg 
Punkte  der  Curve  (5  und  denken  uns  durch  dieselben  eine  I 
(n  —  m)***  Stufe  hindurchgelegt,  so  nennen  wir  diese  eine  Tan 
tialebene  (w  —  w)ter  Stufe  der  Curve  S. 

Auf  Grund  der  Principien  der  Differentialrechnung  ist  es  leich 
zusehen,  dass,  wenn  yl(x)f  y2(#),  •  •  •  Vn(x-)  ^e  Coordinaten  eines 
lären  Punktes  unserer  Curve  sind,  die  (m  —  1)  Punkte,  deren  C< 
naten  durch 

Vi»;     %'(*)>     •  •  •  yH'(x)> 


dargestellt  werden,  der  durch  den  Punkt  mit  den  Goordinaten 

hindurchgelegten    Tangentialebene    (n  —  »»)*•*    Stufe    angehören, 
homogenen  Coordinaten  dieser  Tangentialebene  im  Sinne  von  Gi 
mann  sind  also  proportional  den  v  aus  den  Elementen  des  Sys 

y^?),      y*(z),      •  •  •  y„(*), 


*r,~1,(*),jf,-1)(*),---fS-,)(*) 


gebildeten  Determinanten  wter  Ordnung;  dies  sind  aber  genau  u: 
Determinanten  w   ,  m  a,  •  •  •  ulv.     D.  h.: 

Die    Coordinaten    der    in    dem   Punkte    (yl}  y2,    -y) 
Integralcurve    £    gelegten   Tangentialebene    (n  —  w)*0'   S 
sind    proportional    den    dem    Fundamentalsysteme    [y] 
sprechenden  Lösungen  der  (n  —  w)*611  associirten  Differen 
gleichung  von  (A). 

Betrachten  wir  insbesondere  die  Tangentialebene  erster  Stufe 
wir  für  n  >  3  wohl  auch  als  Tangentialebene  schlechthin,  ebens( 
die  Ebene  erster  Stufe,  kurz  als  Ebene  bezeichnen),  so  sind  > 
Coordinaten  proportional  den  zu  den  Elementen  y{*~l\  •  •  •  y1*"""1 
hörigen  Subdeterminanten  der  Determinante 

D(yx,yv  •••  jO; 

diese  n  Subdeterminanten   sind  aber  nach  den  Ergebnissen  der  K 
(Bd.  I,  S.  62)  nichts  anderes  wie  die  mit  dem  Factor 

DiVi,  Vi'"-  SÜ  =  const  c~fPldx 
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multiplicirten  Elemente  des  dem  Fundamentalsysteme  [yj  adjungirten 
Fundamentalsystems  zx,  z2,  •  •  •  zn  der  zu  (A)  adjungirten  Differential- 
gleichung (A').     Wir  können  also  sagen: 

Die  erste  Associirte  der  Differentialgleichung  (A)  geht 
aus  der  zu  (A)  adjungirten  Differentialgleichung  (A')  dadurch 
hervor,  dass  man  in  der  letzteren  die  abhängige  Variable  z 
mit  dem  Factor 

—fpidx 

e 
multiplicirt. 

Die  Elemente  zv  z2,  •  •  •  zn  des  zu  yv  y2,  •  •  •  yn  adjungirten 
Fundamentalsystems  können  als  die  Coordinaten  der  Tangen- 
tialebene (für  n  =  3  der  Tangente  im  Sinne  der  gewöhnlichen 
Geometrie),  die  an  die  Integralcurve  ©  im  Punkte  (yi;  y9>  "'#*) 
gelegt  ist,  aufgefasst  werden. 

Die  Gleichungen 

(10)  zx  =  ZK{X)  (x=l,2,-*) 

stellen  dann,  wie  wir  sagen  können,  die  Curve  ©  in  Ebenencoordi- 
naten  (für  n  =  3,  in  Liniencoordinaten)  dar. 

Die  Ausübung  einer  linearen  Substitution  auf  die  Coordinaten 
xv  xv  "  '  x%  ^Bim  geometrisch  in  doppelter  Weise  gedeutet  werden. 
Halt  man  den  Punkt  fest,  dessen  Coordinaten  proportional  sind  den 
xv  xv  ' '  '  xn>  so  kann  man  (ue  Ausdrücke 


n 


als  die  Coordinaten  desselben  Punktes  in  einem  neuen  Coordinaten- 
systeme,  dessen  Fundamental-n-flach  durch  die  n  Ebenen 

n 
^  ax.X.  =  0  (*=*  1,  2,  •  ■  •  n) 

»  =  1 

gebildet  wird,  auffassen.  Betrachtet  man  dagegen  das  Coordinaten- 
8y»tem  als  fest,  so  wird  durch  die  Gleichungen  (11)  jedem  Punkte 
\xvxt)  •  •  •  #J  des  Bn_l  ein  wohlbestimmter  anderer  Punkt  (£  ;  £2,  •  •  •  O 
2ugeordnet,  und  man  nennt  diese  Art  der  Zuordnung  bekanntlich  eine 
collineare.  Wir  werden  uns  im  Folgenden  stets  dieser  letzteren 
kterpretation  bedienen  und  dementsprechend  jede  lineare  Transforma- 
toto  (11)  als  eine  Collineation  auffassen. 

Es  stehen    dann   also    alle   Integralcurven,    die   zu    einer 
linearen    Differentialgleichung   (A)    gehören,    in    collinearer 
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Beziehung  zu  einander,  und  jede  Integralcurve  wird  durcl 
die  Collineationen  der  Monodromiegruppe  der  Differential 
gleichung  in  sich  selbst  transformirt. 

Wenn  die  yv  yv  •  •  •  yn  irgend  eine  lineare  Substitution 

S=  (a.x)         <<,*=»i,  *•••»> 

erfahren,  so  erfahren,  wie  wir  in  der  Nr.  168  (S.  130)  gezeigt  haber 
die  entsprechenden  Lösungen  u  ,  uw  ' ' '  uiv  ^er  (w  —  w)ten  associirtei 
Differentialgleichung  die  (n  —  m)te  associirte  Substitution 

(bix)  (.\x  =  l,Vv), 

deren  Elemente  die  Subdeterminanten  mu>T  Ordnung  der  Determinant 

\ai*\  0,*  =  1>  V'*) 

sind. 

Wir  schliessen  daraus,  dass  die  Monodromiegruppe  de 
(n  —  m)***  associirten  Differentialgleichung  aus  den  (n  —  m)u 
associirten  Substitutionen  der  Monodromiegruppe  h  von  (A 
besteht;  wir  nennen  diese  Gruppe  wohl  auch  die  (n  —  m)1 
associirte  von  h. 

Aber. auch  zwischen  der  Transformationsgruppe  von  (A 
und  der  seiner  (n  —  w)ten  associirten  Differentialgleichung  be 
steht  eine  ähnliche  Beziehung. 

In  der  That  ist  zunächst  klar,  dass  die  Oesammtheit  der  (n  —  m)u 
associirten  Substitutionen  der  Substitutionen  einer  Gruppe  selbst  wiede 
eine  Gruppe  bildet,  denn  nach  dem  Satze  über  die  Subdeterminante 
componirter  Systeme  (Nr.  30,  Bd.  I,  S.  93,  Gleich.  (5))  ist  die  (n  —  tn} 
associirte  einer  aus  zwei  Substitutionen  componirten  Substitution  : 
derselben  Reihenfolge  aus  den  (n  —  w)*611  associirten  der  beiden  Cor 
ponenten  zusammengesetzt. 

Wir  können  also  allgemein  zu  jeder  Gruppe  linear« 
homogener  Substitutionen  eine  (n  —  w)*6  associirte  Grupj 
herstellen. 

Sei  nun  H  die  Transformationsgruppe  von  (A)  und  bilden  wir  c 
(n  —  w)t0  associirte  Gruppe  if(*-m)  von  H.     Bedeute  ferner 

eine  rationale  Differentialfunction  der  wt  .  die  bei  den  Transformation. 

von  i^n— m)  ungeändert  bleibt,  dann  ist  diese  Function  auch  als  rafci 
nale  Differentialfunction  der  y  9  y2,  •  •  •  yn  darstellbar  und  bleibt  b 
solche  bei  den  Transformationen  von  H  ungeändert;  sie  ist  also  ratioiu 
in  x.    Umgekehrt  möge  9t  (u)  rational  durch  x  ausdrückbar  sein,  daß 
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bleibt  9t(u),  als  Function  der  yv  y2,  •  •  •  yn  dargestellt,  bei  den  Trans- 
formationen von  H  ungeändert,  also  als  Function  der  ut  bei  den 
Transformationen  von  Hin~m\  Das  heisst,  die  Gruppe  JJ{n~~m)  besitzt 
die  beiden  durch  den  Picard-Vessio  fachen  Doppelsatz  ausgedrückten 
Eigenschaften  der  Transformationsgruppe  der  (n  —  w)*"1  associirten 
Differentialgleichung,  sie  muss  also  nach  einer  in  der  Nr.  151  (S.  73) 
gemachten  Bemerkung  mit  dieser  Transformationsgruppe  identisch  sein. 
Di?idirt  man  die  Elemente  der  ersten  einer  Substitution  S  asso- 
ciirten Substitution  durch  die  Determinante  von  S,  so  erhält  man  die 
zu  5  reciproke  Substitution.  Adjungirte  Fundamentalsysteme  erfahren 
nach  dem  Satze  der  Nr.  23  (Bd.  I,  S.  65)  stets  einander  reciproke 
Substitutionen.     Also  haben  wir  den  Satz: 

Die  Transformationsgruppe  und   die  Monodromiegruppe 
der  einer  Differentialgleichung  adjungirten  Differentialglei- 
chung bestehen   aus  den  reciproken  Substitutionen    der  ent- 
sprechenden   Gruppen    der    ursprünglichen   Differentialglei- 
chung. 

Oder,  da  beide  Gruppen  aus  paarweise  inversen  Transformationen 
bestehen  und  (Nr.  30;  Bd.  I,  S.  95;  vergl.  Nr.  150,  S.  70)  die  inverse 
ter  reciproken  die  transponirte  ursprüngliche  Substitution  ist,  so  können 
wir  anch  sagen: 

Transformationsgruppen  sowohl  wie  Monodromiegruppen 
*djungirter  Differentialgleichungen  gehen  durch  Transposi- 
tion ihrer  Substitutionen  auseinander  hervor. 

Da  Differentialgleichungen    derselben  Art   und   gleicher    Ordnung 
dieselbe  Transformations-  und  Monodromiegruppe  besitzen,  wenn  man 
entsprechende,  d.  h.  durch  die  die  Artbeziehung  darstellende  Relation  mit 
Einander  verknüpfte  Fundamentalsysteme  zu  Grunde  legt,  so  gelten  die- 
selben Beziehungen  auch  zwischen  der  Gruppe  einer  Differentialgleichung 
(A.)  und   der  Gruppe   irgend   einer  mit   der   adjungirten  von  (A)  zur 
^lhen  Art  gehörigen  Differentialgleichung.     Wenn  wir  uns  also  einer 
111   der   Invariantentheorie    der    algebraischen    Formen    gebräuchlichen 
^usdrucksweise  bedienen,  wonach  zwei  Systeme  von  Grössen,  die  ein- 
ai*der  reciproke  Substitutionen  erleiden,  als  contragredient  bezeichnet 
We*den  (vergl.  Nr.  23,  Bd.  I,  S.  66),  so  können  wir  sagen: 

Ein  Fundamentalsystem  yv  yv  •  •  •  yn  von  (A)  ist  mit  dem 

^sprechenden  Fundamentalsysteme  £1?  £2,  •  •  •  £n  einer  Diffe- 

re&tialgleichung  n**'  Ordnung,   die   mit  der  Adjungirten   von 

'^)  znr  selben  Art  gehört,  contragredient  in  Bezug  auf  alle 

^ansformationen  der  Transformationsgruppe  von  (A). 
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Sind  zwei  Variabeinsysteme 

*i>  xvmmm  Xn> 

contragredient  in  Bezug  auf  eine  Substitution  S,  welche  die  xv 
erfahren,  so  folgt  aus  einfachen  Determinantensätzen ,  dass  die 
Form 

XA  +  XA  +  • '  •  +  *J. 
bei  Anwendung  der  Substitution  S  ungeandert  bleibt    Bilden 
den  Ausdruck 

wo  a,  ß  irgendwelche  der  Zahlen  0,  1,  2,  •  •  •  bedeuten,  so  b] 
selbe  bei  allen  Substitutionen  der  Transformationsgruppe  H 
ungeandert.  Dieser  Ausdruck  ist  aber  eine  rationale  Differe 
tion  der  yl9  y2,  •  •  •  yn,  er  hat  folglich  einen  in  x  rai 
Werth.  Als  Beispiel  hierfür  können  die  in  der  Nr.  23  (Bd. 
Gleich.  (19))  aufgestellten  Relationen  zwischen  den  Elementen  ac 
Fundamentalsysteme  gelten. 

170.   Algebraische  Beziehungen  zwischen  den  Elementen 
Fundamentalßystems  der  höheren  Assoeiirten.    Princip  der 

Die  geometrischen  Sätze  über  die  Coordinaten  der  Eb« 
schiedener  Stufe  lassen  sich  nun  in  ebenso  viele  Sätze  übei 
Ziehungen  zwischen  den  Fundamentalsystemen  der  zu  (A)  ai 
Differentialgleichungen  umbilden. 

Besonders  wichtig  ist  der  Satz,  dass  zwischen  den  Co- 
der  Ebenen  2ter,  3ter,  ••■(»  —  2)ter  Stufe  identische  homoge 
braische  Beziehungen  von  höherem  als  dem  ersten  Grade  besl 
folgt  aus  demselben: 

Die  Elemente  eines  Fundamentalsystems  der  2teÄ, 
(n — 2)ten  assoeiirten  Differentialgleichung  befriedige! 
lineare  homogene  algebraische  Gleichungen. 

Wir  wollen  für  den  Fall  einer  Differentialgleichung  vierter 

/k  \  <&y    i         d*y     ,         d*y    .         dy    ,  n 

die  zwischen  den  Integralen  der  zweiten  assoeiirten  Differentialg 
die  also  in  diesem  Falle  von  der  sechsten  Ordnung  ist,  b( 
Relation  herleiten.     Wir  bilden  aus  dem  Systeme 
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die  sechs  möglichen  Determinanten  zweiter  Ordnung 

dann  bilden  diese  im  Allgemeinen  ein  Fundamentalsystem  der  zweiten 
anociirten  Differentialgleichung.  Der  Laplace'sche  Determinantensatz, 
auf  die  identisch  verschwindende  Determinante 

Vi    Vi    2>a    Va 

Vi  <  yi  vi 
Vi  y*  y8  yA 

Vi    Vi   9*    1Ji 
angewandt,  liefert  die  gesuchte  Beziehung 

w  ist  die  aus  den  Elementen  der  analytischen  Geometrie  wohlbekannte 
Gleichung,  die  zwischen  den  Plücker'schen  Coordinaten  einer  geraden 
Linie  des  gewöhnlichen  dreidimensionalen  Raumes  besteht. 

Um  die  analogen  Relationen  im  allgemeinsten  Falle  aufstellen  zu 
können,  knüpfen  wir  an  das  in  der  neueren  Geometrie  so  fruchtbar 
gewordene  Princip  der  Dualität  an. 

Aus  dem  Begriffe  des  ebenen  (n —  l)-fach  ausgedehnten  Raumes 
Ä  _,  folgt,  dass  ebenso  wie  (n  —  1)  Punkte  (Ebenen  (w  —  l)ter  Stufe) 
von  allgemeiner  Lage  eine  Ebene  (erster  Stufe)  bestimmen,  auch  um- 
gekehrt (n  —  1)  Ebenen  von  allgemeiner  Lage  einen  Punkt  (ihren 
Schnittpunkt)  bestimmen.  Allgemein  wird  durch  (n  —  m)  Ebenen  von 
allgemeiner  Lage  eine  Ebene  mter  Stufe  bestimmt,  ebenso  wie  (n  —  m) 
Punkt«?  gerade  zur  Bestimmung  einer  Ebene  (n  —  m)ter  Stufe  hinreichen. 
Daraus  folgt,  dass  jeder  Satz  der  Geometrie  des  Rn_v  der  sich  auf 
Lagenverhältnisse  von  ebenen  Gebilden  bezieht,  in  einen  ebenfalls  rieh- 
en Satz  übergeht,  wenn  man  darin  an  die  Stelle  des  Wortes  „Ebene" 
^  Wort  „Punkt",  und  allgemein  an  die  Stelle  des  Wortes  „Ebene 
»Ut  Stufe"  das  Wort  „Ebene  (n  —  m)»*  Stufe",  für  m  =  2,  3,  •  •  •  n  -2, 
^zt.    Dies  ist  das  Princip  der  Dualität.     Es  stehen  also  im  U     x 

die  Ebene  w*'  Stufe    |     und  die  Ebene  (n  —  m)Ur  Stufe 

(m  =  1,  2,  •  •  •  n  —  1) 

e,nander  dualistisch  gegenüber.  Je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist, 
Pebt  es  oder  giebt  es  nicht  ein  sich  selbst  dualistisches  ebenes  Gebilde. 
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Im  Sinne  dieser  Auffassung  werden  wir  also  zunächst  den  als 
Punktcoordinaten  gedeuteten  Lösungen  y  f  y2,  •  •  •  y  der  gegebenen 
Differentialgleichung  (A)  die  entsprechenden  Lösungen  der  ersten  asso- 
ciirten  Differentialgleichung  oder  die  von  denselben  nur  durch  den 
gemeinsamen  Factor 

(12)  m    con8t- ,™/*" 

verschiedenen  Elemente  des  adjungirten  Fundamentalsystems  sv  z%,  .*n 
der  zu  (A)  adjungirten  Differentialgleichung  als  Ebenencoordinaten 
gegenüberstellen.  Die  bekannten  Beziehungen  zwischen  adjungirten 
Fundamentalsystemen  und  die  in  der  Nr.  169  (S.  137)  aufgestellten 
Sätze  entsprechen  der  dualistischen  Beziehung  zwischen  Punkt  und 
Ebene.     Entsprechend  werden  wir  dann  allgemein  die  Lösungen 

der  (n  —  m)ten  associirten  Differentialgleichung,  die  wir  durch  (A  )■ 
bezeichnen  wollen,  mit  den  Lösungen  der  mten  associirten  Differential — 
gleichung  (A    )  in  Beziehung  zu  setzen  suchen. 

Wir  bezeichnen  die  zu  der  Subdeterminante  mUir  Ordnung  u.n  vocr 
D(yv  yv  •  •  •  yn)  adjungirte  Subdeterminante  (n  —  w)ier  Ordnung  durcfc 

so  dass  also,  wenn,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 
ist,  ebenfalls  abgesehen  vom  Vorzeichen 

vv  —  i+liV  —  x+l  \9a  («  — »l.'ji    ••  «n— ro;  /*  =  *1»*2»  '•**  — m) 

zu  nehmen  ist,  wo  die  beiden  Zahlenreihen 

h>  *v  '"  L>  V  V>  •'•  K-m> 

je  eine  Permutation  der  Zahlen  1,  2,  •  •  •  n  darstellen.  Die  Anzahl  der 
v.    stimmt  dann  wegen  der  Gleichung 

m  (n — m) 

mit  der  Anzahl  der  w.x  überein;  überdies  denken  wir  uns  die  Bezeich- 
nung so  gewählt,  dass 

ist,  so  dass  also  die 

vn>  vi*>  '  '  '  vu 


170.   Algebraische  Beziehungen.  141 

das  den  ylf  yv    •  •  yn  entsprechende  Fundamentalsystem  der  im*611  asso- 

cürten  Differentialgleichung  (A(w))  darstellen. 

Dann  bestehen  nach  dem  Laplace 'sehen  Determinantensatze  die 
Gleichungssyteme 

x  =  l 

(15)  2«^,_.+1,r_x+1  =  0,     i  +  t; 

JCsl 

(16)  2T«,«^_,+1, ,_,+,  =  2>(yx,  »„  •  •  •  sO, 

»«1 


(17)  2«««,_H-i,,_,+i  — 0»    *  +  *> 

wenn  wir  uns  die  Vorzeichen  der  u.  ,  v.  in  geeigneter  Weise  gewählt 
denken. 

Diesen  Gleichungen  sind  noch  die  folgenden  an  die  Seite  zu  stellen. 

Bedeuten  1^,  rjif  •  •  •  ijw  irgendwelche  (n  —  im)  linear  unab- 
hängige Losungen  von  (A)  und  vx  diejenige  Determinante,  die  aus  den 
rii>  Vi*  '  "  yn—m  nebst  deren  Ableitungen  ebenso  gebildet  ist,  wie  v.M 
aus  den  ylf  y2,  •  •  •  yn_ m  nebst  deren  Ableitungen,  so  bestehen  die  den 
Gleichungen  (a)  (Nr.  167,  S.  127)  analogen  Beziehungen 

(«')  Vx  =  ^  +  +nlv;  +  . . .  +  ^ ,_X'~l), 

wo  die  tffxi  rationale  Functionen  von  x  bedeuten.  Wenn  nun  die 
n  Integrale 

9i7  92?  ••  9m,  Vi,  Vv    ••  %-m 

ein  Fundamentalsystem  von  (A)  constituiren,  so  ist  die  Determinante 

< .'18)  ^(9i,  9n  •  ■  •  9m,  fl2,  V  •  • '  fl—J  =  const'  e~   ***? 

bezeichnen  wir  also  mit  vv_..l  die  zur  Subdeterminante  wter  Ordnung 
uf.  adjungirte  Subdeterminante  (n  —  w)16'  Ordnung  von  (18),  so  ist 
nach  dem  Laplace'schen  Satze 

^u.v     . ,  -  =  const.  e 
*  =  1 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  die  sich  aus  («),  (a)  ergebenden 
Werthe  ein,  so  erhalten  wir  linker  Hand  einen  Ausdruck  von  der 
Gestalt 
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wo  die  P  .  rationale  Functionen  von  x  bedeuten,  d.  h.  eine  bilineare 
Form  von  ulf  t\  und  deren  (y  —  1)  ersten  Ableitungen.  Schreiben 
wir  u  an  die  Stelle  von  uv  v  an  die  Stelle  von  t?  ,  so  ist  also 

(i9)        z  -2;  jfWp.,  - const- «~/,,1"> 

und  hierin  bedeuten  nun  u,  v  irgend  zwei  geeignet  gewählte  Integrale 
der  Differentialgleichungen  (A("~~m)),  (A(m)).  Insbesondere  ist  die  Glei- 
chung (19)  stets  erfüllt  für 

ix'  i,  * — *H-i 

für  diese  Integralpaare  folgt  dieselbe  auch  unmittelbar  aus  den  Glei- 
chungen (16). 

Wenn  n  eine  gerade  Zahl 

n  =  2m 

ist,  so  fallen  die  Differentialgleichungen  (A  ),  (A("~~m))  zusammen, 
die  v.  sind  mit  den  u.x  identisch,  und  die  im  Allgemeinen  bilineare 
Form  Z  verwandelt  sich  in  eine  quadratische  Form 

(20)  ^  2uia)ftU,)Pafi  -  COn8t-  e~Md'  ■ 

Ferner  folgt  in  diesem  Falle  aus  (15)  für  A  =  l,  i  =  v  die  Beziehung 

(21)  2"'A,-.+i  -  °> 

X=al 

die  für  n  =  4  in  die  für  die  Differentialgleichung  vierter  Ordnung 
gefundene  Beziehung  (y)  (S.  139)  übergeht. 

171.    Beziehungen  zwischen  den  Adjungirten  der  assooiirten 

Differentialgleichungen. 

Wir  wollen  nun  die  Adjungirte  der  Differentialgleichung  (A**~~m)) 
aufsuchen,  oder,  genauer  gesprochen,  die  erste  Associirte  dieser 
Differentialgleichung. 

Zufolge  unserer  Voraussetzung  bilden  die 

ein  Fundamentalsystem  von  (A(n~~m));  die  Integrale  der  ersten  Associirten 
von  (A(w— Wl))  sind  also  nichts  Anderes,  wie  die  zu  den  Elementen 
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(*  —  1)  (*  —  1) 

U  U 


U 


(v-l) 
Iv 


gehörigen  Subdeterminanten  der  Determinante 


u 


ix 


&*  —  !,%-. v)i 


to  bezeichnen  die  zu  u^~x)  gehörige  dieser  Subdeterminanten  durch 
tcljc.  Dann  folgt  zunächst  aus  der  in  der  Nr.  167  (S.  129)  gefundenen 
Gleichung 

1      0      ..  0 


(22) 


1  X 

tt«al,V*) 


11  1 

»11      »ii  "  "  •    »l* 


(*-l)  (r— 1)  (*-l) 

»11       »12      '  *     »1, 


tt*«i,  *,•-•') 


nach  dem    Satze    über    die    Subdeterminanten    componirter    Systeme 
(Nr.  30,  Bd.  I,  S.  93) 

l'ä) 


wi*  =Zi  I  »i*  i 


M 


A* 


7  —  1,  *,•••*-!, 


▼o  sich  das  Summenzeichen  auf  die  v  möglichen  Combinationen 
ron  je  (v  —  1)  der  Zahlen  1,  2,  •  - .  v  bezieht  und 


o 
»n 


=  1,     g>u  =  0        <a>i) 
za  nehmen  ist. 

Bilden  wir  nun  das  Determinantenproduct 


*u  uit 


u'v,         0  0  •    •  0 

lr  1  v 


(24)      «««„•■•  ",,:   \vly_x  10..  0 


tt,lWr2 


tt 


yv 


V 


11 


00  ..  1 


0   w     u     •  •  •  u 
v    wi2  wia         wiv 

Qu     u     •  •  •  u 

v     w22   w23  "iv 


D  u  9  u  o  •  •  •  u  . 

»■2      »'S  vi' 


*o  Z)  kurz  für  D(y17  yt7  •  •  •  yj  geschrieben  wurde  und  die  Richtig- 
keit der  Gleichung  (24)  sofort  erhellt,  wenn  man  die  Gleichungen 
{\^h  (.15)  beachtet,  so  ist  also,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 


(25) 


ui*\  -vi> 


(*,x=*l,2,    -v) 

Ebenso  folgt  allgemein 


/A  =  l,2,.  .*-l\ 
\2  —  *,  3,  •  •  •  v        ) 


(i,  x  =  1,  2,  •  •  •  v)  ih  =  1,  •  •  •  *  -  a,  v  -  a  +  2,  •  •  •  v\ 

Setzen  wir  die  sich  hieraus  ergebenden  Werthe  in  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  (23)  ein,  so  erhalten  wir  mit  Rücksicht  auf  den  Franke- 
achen  Satz 
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«!„-[!>(*„*„ ■••f.rf"  l)(m-i)  l y *hv.-h+1,,-+l, 


A=S 


wo  die  Oh  rationale  Functionen  von  x  bedeuten,  und  wenn   wir   noch 
die  sich  aus  (cc)  (S.  141)  ergebenden  Gleichungen 

beachten, 

(26)      „ia  =  [Dfo,  9„  ■  ■  ■  yn)f  -1)(-1>-1  >W>_.+1 


(x=l,2,-.*), 


h=0 


wo  die  3^  ebenfalls  rationale  Functionen  von  x  sind. 

Die    Integrale    der   zu    (A      w))    adjungirten   Differentialgleichung 
gehen  aus  den 

durch  Division  mit 


lr 


u 


(•-l) 


-*,K 


=  P[D(y1,y2;...yJ]('-1)(^) 

hervor,  die  Gleichung  (26)  enthalt  also  den  Satz: 

Die  lineare  Differentialgleichung,  welche  aus  der  Ad- 
jungirten der  (n  —  m)ten  associirten  Differentialgleichung  von 
(A)  dadurch  hervorgeht,  dass  man  die  abhängige  Variable 
dieser  Adjungirten  mit  D(y17  y2,  •  •  •  yn)  multiplicirt,  gehört 
mit  der  wten  Assooiirten  zur  selben  Art. 

In  diesem  Satze  findet  die  dualistische  Beziehung  zwischen  den 
Ebenen  (n  —  w)ter  und  wter  Stufe  des  RH_l  ihren  Ausdruck. 


Drittes  Kapitel. 

172.    Transformation   der  Differentialgleichung.     Canonische  Form. 

Um  den  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  ausgesprochenen  Satz  und 
noch  einige  andere  sich  an  denselben  anschliessende  Sätze  in  eleganterer 
Form  darstellen  zu  können,  wenden  wir  uns  jetzt  einer  principiell 
wichtigen  Betrachtung  zu,  die  mit  der  Interpretation  der  yx ,  y% ,  •  •  •  yn 
als  homogener  Punktcoordinaten  zusammenhängt. 

Da  die  homogenen  Goordinaten  eines  Punktes  nur  abgesehen  von 
einem  allen  gemeinsamen  Factor  bestimmt  sind,  so  werden  wir  dieselbe 
Curve  (5  erhalten,  wenn  wir  die  Integrale 

!fi(*)>  %(*)>  •'•*»(*) 
sammtlich  mit  einem  Factor  multipliciren,  der  auch  noch  eine  Function 
Ton  x  sein  kann.    Dies  kommt  aber  darauf  hinaus,  dass  wir  durch  die 
Gleichung 

(1)  0  =  Ay, 

wo  X  eine  Function  von  x  bedeutet,  in  die  Differentialgleichung  (A) 
(S.  111)  eine  neue  abhängige  Variable  einführen.  Die  sich  für  y  er- 
gebende, transformirte  Differentialgleichung  lautet: 

(A)  y(">  +  pj- w  +  j^-»'  +  •  •  •  +  PJ  =  0, 

wo  (vergL  Nr.  81,  Bd.  I,  S.  287) 


<2) 


P»  — ft  +  (tt  —  *)Pi  y  +  »j  x» 


P.  —  P»  +  Pn-l  T  H l-T" 


gesetzt   würde.    Zufolge  der  ersten  Gleichung  des  Systems  (2)   muss 
der  Factor  X  der  Gleichung 

<  3;  f  -  -ir  &  -  pJ 

genügen,  d.  h.  es  inuss 

Schltiing»,  Differentialgleichungen.    H.  10 
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(4)  l-.-/(Ä-ft)* 

sein.  Wir  sehen  hieraus,  dass  wir  den  Coefficienten  px  noch  willkü 
lieh  vorschreiben  können,  ist  dieser  aber  fixirt,  so  sind  die  übrig« 
Coefficienten  der  transformirten  Differentialgleichung  auch  vollkomm< 
bestimmt. 

Wenn  insbesondere  .  px  als  rationale  Function  gewäh 
wird,  so  sind  die  Coefficienten  der  transformirten  Diffi 
rentialgleichung,  falls  man  X  durch  die  Gleichung  (4)  b< 
stimmt,  stets  rationale  Functionen  von  x,  da  sich  ja  nach  Q 

als  rationale  Function  von  x  berechnen  lässt. 

Die  Gesammtheit  der  Transformationen1  (1),  wo  X  durch  eil 
Gleichung  von  der  Form  (3)  mit  willkürlichem  pt  definirt  wird,  bild 
offenbar  eine  Gruppe.  Dieselbe  hängt  von  den  Bestimmungastück 
der  noch  willkürlich  zu  wählenden  Function  px  als  Parametern  ab,  ■ 
ist  also  von  wesentlich  anderer  Beschaffenheit,  wie  die  im  nennt: 
Abschnitte  betrachteten  Gruppen.  Denken  wir  uns  z.  B.  px  als  rat 
nale  Function  und  die  Gradzahlen  des  Zählers  und  Nenners  von 
fixirt,  so  stellt  die  Gleichung  (1)  eine  continuirliche  Schaar  difri 
Gruppe  dar,  die  von  einer  bestimmten  endlichen  Anzahl  von  Pa. 
metern  abhängt.  Solcher  Schaaren  enthält  aber  unsere  Gruppe  Q 
endlich  viele,  während  die  im  neunten  Abschnitte  untersucht 
Gruppen  stets  nur  aus  einer  endlichen  Anzahl  continuirlicher  Sehäax 
zusammengesetzt  waren.  Nichtsdestoweniger  lassen  sich  in  £ 
wissem  Sinne  auch  für  diese  Gruppen  Differentialinvarianfc 
aufstellen. 

Wir  können  nämlich  an  Stelle  der  Gruppe  (1)  die  durch  die  GH 
chungen  (2)  dargestellte  Gruppe  von  Transformationen  der  pvpv"  ' 
in  die  px7  pi9  •  •  •  pn  betrachten  und  fragen  nun:  giebt  es  Differentia 
funetionen  der  pl9  pi7  •  •  •  pn,   die   formell   ungeändert   bleiben,   wei 
man  in  denselben  die  p1?  p2)  •  •  •  pn  durch  die  p  9  pi9  •  •  •  pn  ersetst 

Bilden  wir 


so  ist  nach  Gleichung  (4) 


wenn  also 
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gesetzt  wird,  so  erhalten  wir 

In  der  Differentialgleichung  für  ty,  die  wir  schon  in  der  Nr.  81 
(Bi  \  ß.  288)  kennen  gelernt  haben,  ist  der  Coefficient  der  (n  —  l)ten 
Ableitung  gleich  Null-,  dieselbe  hat  also  die  Form 

m       *w  +  vj'-3)  +  m"-S) + •  ■  •  +  M  -  °- 

Die  Vv  Pt>  '  "  Pn  8*n^  rationale  ganze  Functionen  der  pv  pi7  •  •  •  pn 
and  ihrer  Ableitungen;  man  findet 

*— l     ,      n — 1    8   , 
P» f-Pi—  -J^-Pi+Pu 

„ 1   (*-D(n-8)     »   .      2     (n-l)(n-2)    ,        "~* 

-  JL  („  _  i)jPJ  _  ±  („  -  2),!^  +  £  («  -  2),i»;  A 

1       t  1N    |        1      (t)    i     2       '„"   i     2      s     „         4      8     /    i       4  "     5l 

+  (*  ~  *),{—  i  Pl'P2  +  ^  Pl^i>2  -  ^  ^*>2  } 

+  (»-3),{--Ji>l/jP3  +  iJi^i>JJ  -V^PlPl  +  P5, 

Es  sind  aber  offenbar  die  p2,  p9,  •  •  •  pn  genau  dieselben  rationalen 
ganzen  Functionen  der  plf  p2,  •  •  pn  und  ihrer  Ableitungen,  also  sind 
es  die  gesuchten  Differentialinvarianten  der  durch  die  Gleichungen  (2) 
bei  willkürlichem  k  dargestellten  Gruppe,  und  wir  können  sagen, 
dafis  die  Differentialgleichung  (51)  selbst  gewissermassen  eine  Invariante 
fBr  die  Transformationen  (1)  der  Differentialgleichung  (A)  bildet. 

Für  diejenigen  Betrachtungen,  die  sich  an  die  Interpretation  der 
yv  y2,  •  •  •  yn  als  homogener  Coordinaten  eines  Punktes  im  iJ#l_1  an- 
achliessen,  werden  wir  demnach  zweckmässig  von  der  Form  (ä)  der 
Differentialgleichung  als  canonischer  Form  Gebrauch  machen  können. 
In  Bezug  auf  diese  canonische  Form  hatten  wir  bereits  in  der 
Nr.  81  (Bd.  I,  S.  288)  gezeigt,  dass  für  dieselbe 

1)    die    Determinante    eines    jeden    Fundamentalsystems 
gleich  einer  Constanten, 

10* 
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2)  die  Determinante  jeder  Substitution,  die  ein  Fund 
mentalsystem  bei  einem  Umlaufe  der  unabhängige 
Variabein  erleidet,  gleich  Eins  ist. 

Die  letztere  Eigenschaft  können  wir  auch  so  ausdrücken,  dass 
sagen,  die  Monodromiegruppe  der  Differentialgleichung  (Ä)   sei  an 
modular  (vergl.  a.  a.  0.),  oder  sie  sei  eine  Untergruppe  der  specielle 
linearen  Gruppe  L  (Nr.  156,  S.  92).    Es  ist  aber  auch  die  Tram 
formationsgruppe  von  (21)  entweder  die  specielle  lineare  Gruppe 
selbst  oder  doch  in  L  als  Untergruppe  enthalten.    In  der  That  ißt 
offenbar 

D(yvy2,---yH) 

eine  Differentialfunction,  die  bei  den  Transformationen  von  L  und  aucH^- 
nur  bei  diesen  linearen  Transformationen  ungeändert  bleibt;  die 
formationsgruppe  einer  Differentialgleichung  (A)  mit  rationalen  Coel 
cienten  und  dem  Fundamentalsysteme  yv  yv  •  •  •  yn  wird  also  dann  un- 

nur   dann   eine  Untergruppe  von  L  (beziehungsweise  L   selbst)  seil 
wenn 

D(yv  y2,'-yj  =  const. e~  Pldx 

rational  in  x7  d.  h.  wenn  der  Coefficient  px  der  (w  —  l)*611  Ableitui^^J 
die  logarithmische  Ableitung  einer  rationalen  Function  ist.    Das  letzter« 
ist  ja  aber  der  Fall,  wenn  dieser  Coefficient  wie  in  (&)  den  Wert!* 
Null  hat. 

Beiläufig  bemerken  wir,  dass  sich  demnach  durch  eine  Transforma- 
tion von  der  Form  (1)  jede  lineare  Differentialgleichung  mit  rationalen 
Coefficienten  in  eine  solche  transformiren  lässt,  deren  Transformations- 
gruppe  eine  unimodulare  ist;  man  braucht  zu  dem  Ende  X  nur  durch 
die  Gleichung  (4)  zu  bestimmen,  nachdem  man  für  px  die  logarithmische 
Ableitung  irgend  einer  rationalen  Function  gesetzt  hat. 


173.   Integralquotienten.     Assocürte  Differentialgleichungen  für  die 

canonische  Form. 

Bei  Anwendung  der  Transformation  (1)  bleibt  der  Quotient  irgend 
zweier  particularer  Integrale  der  Differentialgleichung  (A)  ungeändert. 
Wir  schliessen  daraus,  dass  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung 
(91)  nur  von  den  Integralquotienten,  nicht  wie  im  Allgemeinen  von 
den  Integralen  eines  Fundamentalsystems  selbst  abhängen  kann.  Dies 
bestätigt  sich  sehr  einfach,  indem  wir  beachten,  dass,  wenn 

yx  =  ^x        («  =  1,2,...«)' 
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gesetzt  wird,  so  dass  also 


9i>  V 


ein  Fundamentalsystem  von  ($1)  bedeutet,  zufolge  der  Gleichung  (12) 
der  Nr.  22  (Bd.  I,  S.  60) 

(5)  D&,fc,--->0-tfD(l,  £,•••£) 

ist    Setzen  wir  also  die  Quotienten 


t«) 


^  —  vi  ~  n*~x 


(jc  =  2,  3,  -   -n), 


und  bezeichnen  den  constanten  Werth  der  Determinante  (5)  durch  c, 
so  ist 

*"  c 


da  offenbar 


»(>.*. 


ist. 


J>fal\ljjt  '••  ^-l)' 

V     fl»'     •  •  *  %-i 

»- 

ff             tf                      " 
Vi            Vi               -Vn-t 

(n-1)     (n-1)            „(«-D 

^i       Vi       •••  Vn-t 

Also  ist,  abgesehen  von  einem  constanten  Factor,  ein 
Fundamentalsystem  von  (Ä)  und  damit  diese  Differential- 
gleichung selbst  bestimmt,  wenn  die  (n  —  1)  Integralquotien- 
ten (6)  von  (8)  oder  (A)  bekannt  sind.  Die  Betrachtung  der 
Differentialgleichung  (91)  an  Stelle  der  allgemeinen  (A)  kommt 
somit  darauf  hinaus,  dass  wir  statt  eines  Fundamentalsystems 
von  Integralen  ein  —  so  wollen  wir  uns  ausdrücken  —  Funda- 
mentalsystem von  Integralquotienten  (6)  untersuchen.  Hierin 
liegt  die  principielle  Bedeutung  der  Differentialgleichung  (§1). 

Bemerken  wir  ferner,  dass  die  Eigenschaft  1)  der  Differential- 
gleichung (Ä)  für  die  Form  derselben  auch  charakteristisch  ist.  In  der 
That  folgt  daraus,  dass  die  Determinante  eines  Fundamentalsystems 
yiyyt7    "  yn  einer  Differentialgleichung  (A)  gleich  einer  Constanten  ist, 

e  =  const., 

also  px  =  0,  d.  h.  der  Coefficient  der  (w  —  l)lon  Ableitung  verschwindet. 
Wir  schliessen  hieraus,  dass,  wenn  in  einer  Differentialgleichung  der 
Coefficient  der  (n  —  l)ten  Ableitung  verschwindet,  dies  auch  nothwendig 
für  die  adjungirte  Differentialgleichung  der  Fall  sein  muss,  ein  Er- 
gebniss,  welches  übrigens  auch  unmittelbar  aus  der  expliciten  Form  des 
adjungirten  Differentialausdruckes  (Nr.  24,  Bd.  I,  S.  60)  abzulesen  ist. 
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Denken  wir  uns  nun  für  die  Differentialgleichung  (Ä)  die  a 
ciirten    Differentialgleichungen    der    verschiedenen    Stufen    aufgest 
indem  wir  dabei  die  für  (A)  eingeführten  Bezeichnungen  festhalten 
nur  statt  der  lateinischen  Buchstaben  deutsche  schreiben.     .. 

Dann  ist  zunächst  die  erste  associirte  Differentialgleichung  Von 
mit  der  zu  (S)  adjungirten  Differentialgleichung  identisch,  und 
Theorem  der  Nr.  171  (S.  144)  lässt  sich  einfach  so  aussprechen; 

Die  Adjungirte  der  (n  —  m)*611  associirten  Different 
gleichung  von  (A)  gehört  mit  der  m***  Associirten  zur  seil 
Art 

Wir  wollen  zwei  Fundamentalsysteme  der  (n  —  m)*6*  uüd  der  i 
associirten  Differentialgleichung  dann  als  einander  entsprechet 
bezeichnen,  wenn  das  eine  aus  dem  adjungirten  des  anderen  durch 
die  Artbeziehung  darstellenden  Relationen  hervorgeht.  Offenbar  s 
dann  diejenigen  Fundamentalsysteme  von  (2l(*""w))  und  (Ä  j  einan 
entsprechend,  die  einem  und  demselben  Fundamentalsysteme  von 
entsprechen,  d.  h.  also  z.  B. 

«ii/ttiii  ;'••»!,     und     °iw  »ir-i>"--*ir 

Diese  Fundamentalsysteme  sind  demnach  contragredient  und  es  gel 
für  dieselben  die  allgemeinen,  in  der  Nr.  169  (S.  138)  für  deratf 
Systeme  aufgestellten  Sätze.     Es  ist  also 

für  irgendwelche  nicht  negativen,  ganzzahligen  Werthe  der  c,  fi  gle 
einer  rationalen  Function  von  x.  Beispiele  hierfür  liefern 
Relationen  (14),  (15)  der  Nr.  170  (S.  141). 

In  Bezug  auf  die  associirte  Differentialgleichung  (Ä(n—m^)  ist  i 
zu  bemerken,  dass  für  dieselbe  der  Coefficient  der  (y  —  !)*•»  Ableit 
im  Allgemeinen   zwar  nicht  verschwindet,   aber  jedenfalls  gleich 
logarithmischen    Ableitung    einer    rationalen    Function    wird.    In 
That  ist 

|  u,x  |  =  [D(t)lf  t)„  -  •  •  ^)f -1J(— i)  -  const., 

(t,x  =  l,2,-»0 

und  folglich  nach  Gleichung  (22)  Nr.  171  (S.  143) 

wo  0    eine  rationale  Function  von  x  bedeutet    Es  sind  also  a 

tu 

für  die  associirten  Differentialgleichungen  von  (%)  Tri 
formations-  und  Monodromiegruppen  unimodular. 
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Wenn  in  einer  Differentialgleichung  n*r  Ordnung  der  Coefficient 
der  (n  —  l)**11  Ableitung  zwar  nicht  Null,  aber,  gleich  dqr  log&rith- 
miaehen  Ableitung  einer  rationalen  Function  ißt,  so  bleiben  die  für  die 
Differentialgleichung  (8)  eben  abgeleiteten  Sätze  dennoch  bestehen, 
d.  k  es  sind  dann  auch  in  den  (n  —  ntf**  associirten  Differentialglei- 
chungen die  Coefficienten  der  {v  —  l)ten  Ableitung  logarithmische  Ab- 
leitungen rationaler  Functionen,  und  die  Adjungirte  der  (n  —  ntf** 
Aaociirten  gehört  mit  der  mten  Associirten  zur  selben  Art.  Von  dieser 
Bemerkung  werden  wir  später  Gebrauch  zu  machen  haben. 

Es  lassen  sich  noch  zahlreiche  Sätze  über  die  associirten  Diffe- 
rentialgleichungen aufstellen,  namentlich  solche,  die  dich  auf  die 
Aaociirten  der  Associirten  beziehen,  z.  B.  Beziehungen  zwischen  den 
AsBoeiirten  einer  Differentialgleichung  und  denen  ihrer  Adjungirten. 
Allgemein  gilt  der  von  Herrn  Forsyth  aufgestellte  Satz,  dass  das 
System  der  abhängigen  Variablen  der  zu  einer.  Differentialgleichung 
•awciirten  Differentialgleichungen  insofern  ein  in  sich  abgeschlossenes 
ist,  als  durch  Bildung  von  Associirten  der  associirten  Differentialglei- 
chungen immer  nur  solche  abhängige  Variable  auftreten,  die  durch  die 
Elemente  jenes  Systems  ganz  und  rational  darstellbar  sind.  Wir  be- 
gnügen uns  mit  diesem  flüchtigen  Hinweise,  indem  wir  bemerken,  dass 
die  genaue  Formulirung  und  Herledtung  dieser  Sätze  insofern  keine 
wesentlichen  Schwierigkeiten  darbietet,  als  -  dieselben .  auf  bekannten 
Determinantensätzen  (vergl.  die  Abhandlung  F ranke's  im  Bd.  61  des 
Crelle'schen  Journals)  beruhen.  Wir  haben  uns  auf  die  Darlegung 
derjenigen  Beziehungen  beschränkt,  die  bis  jetzt  bei  speciellen  Problemen 
Anwendung  gefunden  haben,  und  wollen  jetzt  ebenfalls  mit  Rücksicht 
wf  solche  Anwendungen  noch  eine  etwas  allgemeinere  Formulirung 
<ta  auf  die  associirten  Differentialgleichungen  bezüglichen  Unter- 
suchungen vorführen. 

1*4.  Verallgemeinerung   des  Begriffes   der   associirten  Differential- 
gleichungen.    Associirte  Arten  und  Gruppen. 

Wir  wollen  der  einfacheren  Ausdrucksweise  wegen  von  vorneherein 
annehmen,  dass  in  der  Differentialgleichung  (A)  der  Coefficient  p  der 
(n  -.  \y*n  Ableitung  die  logarithmische  Derivirte  einer  rationalen 
Function  sei.  Dann  ist  also  die  Determinante  eines  Fundamental- 
«ystems  eine  rationale  Function,  und  Transformations-  sowie  Mono* 
^omiegruppe  sind  unimodular. 

Diese  Eigenschaft  bleibt  nun  erhalten,  wenn  wir  von  der 
Differentialgleichung  (A)  durch  eine  Beziehung 


152  X.  Spccielle  Probleme  der  Gruppentheoric.   Kapitel  8. 

(C)  *-ray  +  r1y'+...  +  r._1^-l)-Ä(jf) 

zu  einer  Differentialgleichung  (B)  derselben  Art  überj 
Denn  wenn  ylf  yv  •  •  •  yn*  z19  z2)  •  •  •  zn  entsprechende  Fundar 
Systeme  von  (A)  und  (B)  sind,  also  die  Gleichungen 

und  die  daraus  durch  Differentiation  und  Anwendung  der  Diffei 
gleichung  (A)  folgenden 

g{»  —  rxoVn  +  ri  i  V*'  +  •  •  •  +  'a—iSf?"0        <»  - ».  V  •  —  i 
bestehen,  so  ist 

Di?v  **>  •  •  •  O  =  h-i,*-i  I  ^(y^  ^>  •  •  •  sO> 

(i,x  =  l,21 .-.») 


WO 


r€t.-l—r«-l  C-LV—) 


gesetzt  wurde,  d.  h.  es  ist  auch  in  (B)  die  Determinante  des  . 
mentalsystems  rational 

Mögen    nun    n    mit   (A)    zur    selben   Art    gehörige    Diffei 
gleichlingen 

(*a)      Vn)  +  Vy("_1)  +  •  •  •  +  Wy  =  °     »-«.«.-•) 

vorgelegt  sein,  die  mit  (A)  durch  die  Beziehungen 

(*c)      V  =  V0y  +  Vy +  •  •  •  +  V^y-1'     »-Li,  ••-) 

verknüpft  und  von  der  n*611  Ordnung  sind.  Seien  ferner  die  rati 
Functionen,  welche  die  Coefficienten  der  Gleichungen  (  C)  bild 
beschaffen,  dass  die  Determinante 

(i)  I ''._!  1 4=  o 

(i,x  =  l,V. ") 

ist,  dann  lassen  sich  die  Gleichungen  (  C)  nach  y,  y',  •  •  •  j/*~ 
lösen,  und  es  ist  folglich  die  abhängige  Variable  z  jeder  mit  ( 
selben  Art  gehörigen  Differentialgleichung  ebenso  wie  jede  Ab 
von  z  homogen  linear  mit  rationalen  Coefficienten  durch  die 

12  n 

y,  y,  •  •  •  y 

darstellbar. 

Sei  y19  y2,  •  •  •  yn  ein  Fundamentalsystem  von  (A)  und 

(2)  V,  -  \y„  +  Vy  +  •  •  •  +  V  _Jr " 

(x,*  =  l,2,-.n), 

dann  bilden  die 

x       x  x 

Vit   yv-   Vn 
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ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  (  A)  und  es  ist 


=    r 


X  —  1 


(3) 


also  zufolge  der  Ungleichung  (1) 


£-* 


feAal,  !,•••»), 


(4) 


D=     V     4=°  (x,i  =  l,8,...n). 


Bilden  wir  die  sämmtlichen  Subdeterminanten  wter  Ordnung  der 
Determinante  D 


IX 


wobei  die  Indexbezeichnung  so  gewählt  sein  mag,  dass  wenn 


aH  /2s-'l»'s»"-'m\ 


gesetzt  wird,  bei  denjenigen  U,x,  die  denselben  ersten  Index  i  haben, 
die  Zahlen  «"    t"  ,  •  •  •  i    dieselben  sind,  während  bei  den  U.    mit  dem- 

i'     *'  m  *  tx 

selben  zweiten  Index  x  die  Zahlen  xt,  xOJ  •  •  •  x     übereinstimmen.    Wir 
wollen  auch  gleich 

setzen,  wo 

^^i»  9t>  "  *  '  9m  irgend  w  linear  unabhängige  Integrale  von  (A)  sind. 
Zufolge  des  oft  benutzten  Satzes  über  die  Subdeterminanten  com- 
ponirfcer  Systeme  ist  alsdann 

(6) 


y, 


(*1»  A2»  "  *i») 


(A  — 1) 


"od  allgemein 

0) 


x  =  x1,x2,    -x, 


m 
m 


U 


(: 


x  =  1,    8,    •  ■  •  m 
*=BÄ1»*2»  •"  *m 


ltf-.) 


w°  sich  die  Summenzeichen  auf  alle  v  möglichen  Gombinationen 
y  *S)  •  •  •  hm  der  Zahlen  1,  2,  •  •  •  n  zu  je  m  beziehen.  Die  Gleichungen 
1 0  lassen  sich  in  der  Form 


(7a) 


u.=  yB.2u2 


(f«l,  !,.••") 
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darstellen,  oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (tc)  d»r  Nr.  1< 
(S.  127)  in  der  Form 

(8)         ^       U<  =  U,,«1  +  iJ,1<+..'..  +  iJ,y_1<-1),       . 

wo  die  Rix  sowohl  wie  die  JB.  rationale  Functionen  von  x  bedeute 
dies  besagt  aber: 

Die    Grössen    U,   genügen    für  jede   Wahl    des    Integri 

Systems  t)v  \)v  •  •  •  t)rn  einer  homogenen  linearen  Differentii 

gleichung  v*6*  Ordnung  (A**~~m));  diese  Differentialgleichung 
gehören  für  alle  Werthe  t— «1,  2,  •  •  •  v  mit  der  (**—  m)*^  *eö 
ciirten  Differentialgleichung  (A**-**)  von  (A)  zur  selben  A 
und  im  Allgemeinen  bilden  die  Determinanten 

ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  (A***"""1*). 

Die  letztere  Aussage  ergiebt  sich  daraus,  dass  zufolge  der  Gt 
chungen  (7)  die  Gleichung  (8)  befriedigt  wird,  wenn  man  an  die  St« 
von  tt,.  setzt  Ux  und   zugleich  an   die  Stelle  von  ux  das   partieul 

Integral  ulx  von  (A(,""m)). 

Aus  dem  eben  bewiesenen  Satze  folgt  als  besonderer  Fall  • 
nachstehende  Satz: 

Die  (n  —  fw)*®*  assoeiirten  Differentialgleichungen  .all 
zu  einer  und  derselben  Art  gehörigen  Differentialgleichung« 
gehören  ebenfalls  zu  einer  und  derselben  Art;  wir  woll« 
diese  die  (n  —  tw)*6  assoeiirte  Art  der  ursprünglichen  A: 
nennen. 

Wenn,  wie  wir  es  voraussetzten,  in  den  Differentialgleichung* 
ntor  Ordnung  der  durch  (A)  bestimmten  Art  die  Coefficienten  i 
(w  —  l)**11  Ableitungen  die  logarithmischen  Derivirten  rationaler  Fw 
tionen  sind,  so  ist  also  die  allen  diesen  Differentialgleichungen  gemei 
same  Transformationsgruppe  H  unimodular;  wir  sagen  dann  kurz,  A 
Art  selbst  sei  unimodular.  Offenbar  ist  dann  auch  die  (n  —  m 
assoeiirte  Art  unimodular,  und  es  gehört  demnach  insbesondere  c 
adjungirte  Differentialgleichung  jeder  mit  (A)  zur  selben  Art  gehörig 
Differentialgleichung  in  die  erste  assoeiirte  Art.  Wir  haben  folgli 
den  Satz: 

Die  sämmtlichen  adjungirten  Differentialgleichungen  i 
zu  einer  unimodularen  Art  gehörigen  Differentialgleichung 
gehören  selbst  wieder  zu  einer  Art,  und  es  ist  dann  offenb 
auch   umgekehrt  jede   zu   dieser  „adjungirten"  Art  gehöri 
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Differentialgleichung  die  adjungirte  einer  Differentialglei- 
chung der  ursprünglichen  Art. 

Hieraus  folgt  auf  Grund  des  Satzes  der  Nr.  173  (S.  150): 

Die  Differentialgleichungen  der  (n  —  m)*6*  associirten  und 
der  m*"1  associirten  Art  sind  einander  paarweise  adjungirt. 

Bei  den  vorhergehenden  Betrachtungen  haben  wir  stillschweigend 
die  Voraussetzung  gemacht,  dass  die  (n  —  m)te    associirte  Differential- 
gleichung (A(*~m))  der  zum  Ausgangspunkte  gewählten  Differentialglei- 
chung auch  wirklieh  von  der  vUm  Ordnung  sei,  denn  nur  wenn  dies 
der  Fall  ist,  können  wir  durch  dieselbe  die  (h  —  nif*  associirte  Art 
definiren  (vergl.  Nr.  163,  S.  115).    Im  Anschlüsse  hieran  bemerken  wir, 
dass  der  Fall,  dass  eine  der  Differentialgleichungen  (A[*~~m))  vor\  niedri- 
gerer als  der  v*611  Ordnung  wird,  nur  dann  eintreten  kann,  wenn  die 
(tt  —  m)4*    associirte  Art  reductibel  ist.     So  können  wir  uns  nämlich 
ausdrücken,   da   wir   nach  dem  in    der  Nr.  165  (S.  120)   bewiesenen 
Fnchs'schen  Satze  wissen,  dass,  wenn  eine  Differentialgleichung  der 
Art  reductibel  ist,   dies  auch  für  jede  Differentialgleichung  der  Art 
gelten  muss.     Die  Reductibilitat  der  (n  —  w)**  associirten  Art  hängt 
wesentlich  ab  von  der  Structur  der  zur  Transformationsgruppe  H  von 
(A)  gehörigen  (n  —  m)*n  associirten  Gruppe  JB^*    tÄ>  (vergl.  Nr.  169, 
S.  136). 

Es  ist  nämlich  nach  den  Sätzen  der  Nr.  161  (S.  106)  die 
(»  —  m)to  associirte  Art  dann  und  nur  dann  reductibel,  wenn 
die  Gruppe  E^n~~  in  dem  a.a.O.  fixirten  Sinne  reductibel  ist. 
Eine  lineare  Differentialgleichung  ist  stets  mit  ihrer  adjungirten 
gleichzeitig  reductibel  oder  irreductibel  (Nr.  27,  Bd.  I,  S.  85);  wenn 
*ko  die  Differentialgleichung  (A)  irreductibel  ist,  so  ist  auch  die  ganze 
durch  dieselbe  definirte  Art  und  zugleich  ihre  erste  associirte  Art 
ureductibeL  Dagegen  kann  es  sich  ereignen,  dass  eine  der  anderen 
(*  —  m)1"1  associirten  Arten  (für  w<n — 1)  reductibel  wird,  wenn 
•üch  die  ursprüngliche  Art  irreductibel  ist.     Jedenfalls  wissen  wir: 

Die  (n  —  m)*6  associirte  und  die  m*6  associirte  Art  sind 
stets  gleichzeitig  irreductibel  oder  reductibel. 

Wahrend  die  Differentialgleichungen  der  ersten  associirten  Art 
(oder  was  dasselbe  heisst,  der  adjungirten  Art)  stets  Adjungirte  von 
Differentialgleichungen  der  ursprünglichen  Art  sind,  kann  es  unter  den 
Differentialgleichungen  der  (n  —  niy*n  associirten  Art  im  Allgemeinen 
(fo  l<m<n  —  1)  solche  geben,  die  weder  (» —  m)**  Associirte 
ftBer  Differentialgleichung  der  ursprünglichen  Art  sind,  noch  auch  durch 
Determinanten  von  der  Fonn  VL(  befriedigt  werden. 
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In  der  That  sind  die  abhängigen  Variabein  derjenigen  Differenfci« 
gleichungen  der  (n  —  m)ten  associirten  Art,  die  durch  Determinante 
der  Form  VL4  befriedigt  werden,  mit  ux  und  seinen  Ableitungen  dixr-« 
Gleichungen  von  der  Form  (8)  verknüpft,  wo  die  Coefficienten 

(9)  Ri0>  BiV  '  '  •  Ri,v-1 

aus  den  Coefficienten  der  Gleichungen  (a)  (S.  127)  und  den  Coefficienfc— 

(io)  r„,  Rit,  •  •  ■  aiy 

der  Gleichungen  (7a)  in  ganz  bestimmter  Weise  zusammengesetzt  sin^ 
Die  Grossen  (10)  sind  aber  gewisse  Subdeterminanten  wt6r  Ordnung 
der  Determinante  nter  Ordnung 

V  I  (<,  A  =  l,  2,    •n) 

'*  — 1  I 

und  genügen  als  solche  im  Allgemeinen  gewissen  algebraischen  RelJ 
tionen  von  ähnlicher  Beschaffenheit,  wie  etwa  die  Relation  (y)  (S. 
zwischen  den  homogenen  Coordinaten  einer  geraden  Linie  im  gewol 
liehen  Räume.  Diese  algebraischen  Beziehungen  zwischen  den  Grosses 
(10)  haben  wieder  algebraische  Beziehungen  zwischen  den  Coefficienten 
(9)  zur  Folge. 

Eine  Differentialgleichung  der  (n  —  m)ten  associirten  Art  wird  al«L- 
dann  und  nur  dann  durch  Functionen  von  der  Form  VL4  befriedi^-i 
werden  können,  wenn  ihre  abhängige  Variable  in  der  Gestalt 

(u)  ijoMi  +  i?iWi'+...  +  ^_iMi<-i> 

darstellbar  ist,  wo  die  rationalen  Functionen  BQ9  Bv  •  •  •  jBv_1  j©i 
für  die  Grössen  (9)  geltenden  algebraischen  Beziehungen  Genüge  len 
Diese  Differentialgleichungen  erschöpfen  also  im  Allgemeinen  nicht  «■ 
ganze  (n  —  m)*6  assoeiirte  Art,  sondern  bilden  innerhalb  derselbe: 
nur  einen  gewissen  Typus  und  zwar,  wie  wir  sagen  können,  ei 
algebraischen  Typus,  da  er  durch  gewisse  algebraische 
zwischen  den  Coefficienten  des  Ausdruckes  (11)  charakterisirt  wird. 

Denken  wir  uns  nun,   die  (n  —  m)ie  assoeiirte  Art  sei  reductitxti 
dann  giebt  es  Differentialgleichungen  der  Art,  die  von  niedrigerer    wk 
der  vten  Ordnung  sind.     Möge   der  vorhin   charakterisirte  Typus  eine 
solche  Differentialgleichung   von  niedrigerer,  etwa  ft(<  v)*6*  Ordnung 
enthalten,  und  seien  die  Determinanten  U.j,  U.2;  •  •  •  ttf>  diejenigen,  die 
jener  Differentialgleichung  Genüge  leisten.    Dann  bestehen  also  zwischen 
diesen  v  Determinanten  v  —  ft  homogene,  lineare  Relationen  mit  con- 
stanten    Coefficienten,    und   diese   drücken   gewisse   Eigenschaften  der 
Differentialgleichung  (A)  aus.    Herr  Fuchs  hat  gezeigt,  dass  z.  B.  die 
von    Herrn    Weierstrass    aufgestellten    Beziehungen    zwischen    den 
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Periodicitätsmoduln  der  hyperelliptischen  Integrale  erster  und  zweiter 
Gattung  sich  ergeben  als  eine  derartige  Eigenschaft  von  gewissen 
linearen,  homogenen  Differentialgleichungen,  die  wir  später  kennen 
lernen  werden. 


175.  Differentialgleichungen  von  gerader  Ordnung.    Untersuchungen 
von  Fuchs.     Betrachtung  einer  gewissen  quadratischen  Form. 
Differentialgleichungen,  die  mit  ihren  Adjungirten 

zur  selben  Art  gehören. 

Mit  Rücksicht  auf  die  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  erwähnten 
Anwendungen  gehen  wir  auf  den  Fall  noch  etwas  genauer  ein,  wo  die 
Ordnung  der  Differentialgleichung  (A)  eine  gerade  Zahl 

n  =  2/w 
ist. 

Wir  hatten  bereits  bemerkt  (Nr.  170,  S.  142),  dass  alsdann  die 
beiden  Differentialgleichungen  (A(n-m))  und  (A(m))  zusammenfallen.  Wenn 
*ir  also  die  durch  (A)  charakterisirte  Art  als  eine  unimodulare  vor- 
aussetzen, so  ist  in  diesem  Falle  die  w*6  associirte  Art  mit  ihrer  ad- 
jurjgirten  identisch,  oder  kürzer  ausgesprochen,  die  mte  associirte 
Art  ist  sich  selbst  adjungirt. 

Wir  knüpfen  unsere  Betrachtungen  an  die  zu  der  Differential- 
gleichung (A)  gehörige  Differentialgleichung  (8),  in  der  der  Coefficient 
der  (» —  l)tcn  Ableitung  verschwindet.  Die  quadratische  Form  (20)  der 
^r.  170  (S.  142)  ist  also  (wenn  wir  für  (S)  die  Grössen,  welche  für 
(A)  mit  lateinischen  Buchstaben  bezeichnet  wurden,  durch  die  ent- 
sprechenden deutschen  Buchstaben  darstellen) 

{l)      300  =  ^2Ma'u(')  =  const'   ($*  =  V» 

a=Q  (1=0 

*****  jedes  Integral  u  der  m*611  associirten  Differentialgleichung 

W)  lOO  =  u(v)  -  (SR^-1*  +  ' '  •  +  «,u)  =  0. 

*^r  Werth  der  Constanten  im  dritten  Gliede  der  Gleichung  (1)  hängt 

Yon  der  Wahl  des  Integrals  u  ab. 

Wir  wissen,  dass  die  zu  (3l(m))  adjungirte  Differentialgleichung  mit 
\*m)  zur  selben  Art  gehören  muss,  es  wird  sich  also  (vergl.  Nr.  21, 
BAI,  S.  59)  jeder  Multiplicator  der  Differentialgleichung  (Ä(m))  als 
homogene,  lineare  Function  von 


tt,   u',  •  •  •  u(v-1) 
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mit  in  x  rationalen  Coefßcienten  darstellen  lassen,  wenn  für  u  ein  ge- 
eignetes Integral  Ton  (8l(m))  genommen  wird.  Herr  Fuchs,  der  die 
quadratische  Form  (1)  zuerst  betrachtet  hat  und  dessen  Untersuchungen 
wir  im  Folgenden  darzulegen  haben,  hat  nun  den  folgenden  merk- 
würdigen Satz  aufgestellt: 

Die  partielle  Ableitung  der  Form  $  nach  der  (v  —  !)*•* 
Deriyirten  von  u  stellt,  wenn  man  für  u  irgend  eine  Losung 
von  (Ä(m))  einsetzt,  einen  Multiplicator  von  (8(m))  dar. 

In  der  That,  differentiiren  wir  die  Form  3  nach  x}  so  kommt 
wo  9t  eine  quadratische  Form  der 

u,  u',  • . .  u(v-1} 

mit  rationalen  Coefficienten  bedeutet.  Setzen  wir  hierin  für  u(v)  seinen 
aus  der  Differentialgleichung  (Ä(m))  sich  ergebenden  Werth 

uM  =  gi1u(^1)  +  ...  +  giTu 

ein,  so  ist,  da  3  für  jede  Losung  u  von  (Ä(m))  einen  constanten 
Werth  hat, 

(3)  0  =  -^)(»i1u(^1)+-+^u)+9l. 

Diese  Gleichung  muss  für  jedes  Integral  von  (Ä*"1*)  und  für  jeden 
Werth  von  x  erfüllt  sein;  sie  stellt  also  eine  Beziehung  zwischen 

(4)  x,   u,   u',  •  •  .  nir-l) 

dar.  Bedeutet  aber  x  eine  reguläre  Stelle  der  Differentialgleichung  (&  *), 
so  können  wir  (Nr.  9,  Bd.  I,  S.  25)  die  Werthe  eines  Integrals  und 
seiner  (y  —  1)  ersten  Ableitungen  an  dieser  Stelle  willkürlich  vor- 
schreiben, es  kann  also  zwischen  den  Grössen  (4)  keine  Beziehung 
bestehen.  Wir  schliessen  hieraus,  dass  die  Gleichung  (3)  für  jede 
Function  u  von  x  identisch  erfüllt  sein  muss. 

Subtrahiren  wir  also  die  Gleichung  (3)  von  (2),  so  erhalteu  wir, 
wenn  wir  an  Stelle  von  u  den  Buchstaben  t  schreiben  und 

(5)  «(0  =  |?ä>  =  2  ^o,,-x<  +  $i„-/  +  •  •  •  +  ¥_,, ,  V_1)} 

setzen,  die  für  jede  Function  t  von  x  identisch  bestehende  Beziehung 

(6)  ^?-»(0*(0- 
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Seteen  wir*)  t  +  u  an  die  Stelle  von  tf,  wo  u  irgend  eine  Lösung 
der  Differentialgleichung  (&(m))  bedeutet,  so  ist: 

8(* +  »)- 8(0 +  8W +  *(*,«), 

B(t,  u)  ein  in  t ,  u  bilinearer  Differentialausdruck  (v  —  1)*"  Ordnung, 

und  ferner 

3R(*  +  u)  =  üR(<)  +  äR(u) 

m  m  '      m  m 

W  +  u)  =  ?(0  +  ?(u)  =  <ß(0- 

Also  folgt  aus  der  Gleichung  (6)  durch  Substitution  yon  f-fu  an 
Stelle  yon  t 

iE?  +  ^i^  "  *(0(«oo  +  »«», 

da  ja  wegen  (1) 

da; 
ist,  oder  mit  Rücksicht  auf  (6) 

3H(u)  4(0  =  ^  W  ">)• 

m 

Dies  besagt  aber,  dass  die  linke  Seite  Sß(£)  der  Differentialgleichung 
(Ä**1),  wenn  man  dieselbe  mit  der  Function  3Ä(u)  multiplicirt,  gleich 
der  Ableitung  eines  linearen  Differentialausdruckes  (v  —  l)ter  Ordnung 
von  t  wird,  und  daraus  folgt  nach  Nr.  20  (Bd.  I,  S.  63),  dass 

W(«)  -  g^ij 

ein  MuMaplicator  der  Differentialgleichung  (Äw)  ist,  was  zu  beweisen  war. 
Ans  der  Gleichung  (6)  schliessen  wir,  dass  die  Form  3(0  dann 
md  nur  dann  einen  von  x  unabhängigen  Werth  annimmt,  wenn  t 
entweder  eine  Losung  der  Differentialgleichung  (9l(ir,))  oder  eine  Lösung 
der  Differentialgleichung  (v  —  1)**  Ordnung 

(7)  »(*)  ~  0 

darstellt.    Auf  Grund  dieser  Bemerkung   kann   man  die   quadratische 

Form  3  als  e^ne  Summe  von  Quadraten  linearer  Functionen  der  Grössen 

*, ]  f,  •  •  •  f—1* 

darstellen,  in  welcher  jedes  dieser  Quadrate  von  jenen  Grössen  eine 
weniger  enthalt,  wie  das  ihm  unmittelbar  vorangehende. 
Setzen  wir  nämlich 

(»)  8(0  -  üT2 —  5W(08  +  8x(0, 

*)  Nach  einer  mündlichen  Bemerkung  des  Herrn  Hamburger  vom  21.  No- 
vember 1SSS. 
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so  ist,  zufolge  der  Gleichungen  (5)  und  (1),  3i(0  e*ne  quadratis 
Form  der  Grossen 

mit  in  x  rationalen  Coefficienten. 
Bilden  wir  nun 

dSiit) 


dx 


_  88,(0  /-p  ■  g 


und  beachten,  dass  3(0  gleich  einer  Constanten  wird,  wenn  wir  ft 
eine  Lösung  der  Gleichung  {!)  nehmen,  so  erkennen  wir  zunächst  n 
Gleichung  (8),  dass  für  eine  solche  Lösung  t  auch  3,(0  einen  voi 
unabhängigen  Werth  erhalt,  so  dass  also 

wird,  wenn  t  irgend  eine  Lösung  von  <  7)  bedeutet.  Nun  ist  abei 
eine  homogene,  ganze  Function  von 

wir  schliessen  also  ahnlich  wie  oben  für  die  Gleichung  (3),  dass 
Gleichung  {9 )  für  jede  Function  t  von  x  identisch  erfüllt  sein  m 
Hieraus    folgt    nun    wieder,    ähnlich    wie    in    dem    vorhin    gefÜhi 
Beweise,  dass  der  Ausdruck 

einen  Multiplicator  der  Differentialgleichung  (7)  darstellt,  wenn  fÖ 
irgend  eine  Losung  dieser  Differentialgleichung  gesetzt  wird,  und  i 
ferner  die  quadratische  Form  3il0  einen  constanten  Werth  annhn 
für  solche  Functionen  /,  die  entweder  der  Gleichung  {?)  oder  < 
Differentialgleichung  (i/  —  2***  Ordnung 

Genüge  leisten.  Wenn  wir  diese  Schlussweise  fortsetzen,  so  erhalt 
wir  schliesslich  das  Resultat: 

Die  quadratische  Form  3  l*88*  sich  in  die  Gestalt  setzen: 

3(0  -  £  «vo  +  sJ-  «fr»  +  ■  •  +  üh  ■*-•<* 

hierin  bedeutet  fka\t)  eine  homogene,  lineare  Function  von 
und  SRK_l(0  is*  e*n  Multiplicator  der  Differentialgleichung 
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wenn  t  eine  Losung  dieser  Differentialgleichung  bedeutet.    Die  Grössen 
6v6v  " "  6t— i  sm(*  rationale  Functionen  von  x, 

und  allgemein  ist  öx  der  Coefficient  der  höchsten,  (y  —  x  —  l)ten,  Ab- 
leitung in  90?  . 

Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  die  Ausdrücke  9Rx  (x= 0,1,2,  •  •  •*  —  ij  die 

Ableitung  höchster  Ordnung  tir~*~ x)  wirklich  enthalten,  d.  h.  dass  die 
0  von  Null  verschieden  sind.  Sollte  die  eine  oder  die  andere  dieser 
Grössen  verschwinden,  so  würden  ähnliche  Specialisirungen  der  Gestalt 
von  3(0  Platz  greifen,  wie  sie  in  der  Theorie  der  quadratischen 
Formen  bei  der  analogen  Aufgabe  auftreten. 

Die  Differentialgleichung  (3l(m))  hat,  wie  wir  hervorhoben,  die 
Eigenschaft,  mit  ihrer  Adjungirten  zur  selben  Art  zu  gehören.  *v  Wir 
wollen  hier  allgemein  über  solche  Differentialgleichungen,  die  zu  einer 
sich  selbst  adjungirten  Art  gehören,  einige  Bemerkungen  einfügen. 

Möge  also  die  Differentialgleichung  ntor  Ordnung  mit  in  x  ratio- 
nalen Coefficienten 

?(#)  =  0 

mit  ihrer  Adjungirten 

P'OO  =  0 

zur  selben  Art  gehören,  so  dass  also 

,st,  wo  R  einen  Differentialausdruck  höchstens  (n  —  l)ter  Ordnung  mit 
m  x  rationalen  Coefficienten  bedeutet. 
Es  ist  dann  (vergl.  Nr.  1(34,  S.  118) 

(1)  P'R^SP, 

*o  auch  S  einen  Differentialausdruck  von  derselben  Ordnung  wie  R 
Qnd  mit  in  x  rationalen  Coefficienten  bedeutet.  Wenden  wir  auf  diese 
Gleichung  den  Keciprocitätssatz  (Nr.  21,  Bd.  I,  S.  59)  an  und  bezeichnen 
den  Adjungirten  eines  Differentialausdruckes  immer  durch  einen  seinem 
^mbol  angehängten  Accent,  so  ist  also 

■H)  P'S'=R,P. 

Daraus  folgt  nun,  dass  der  Ausdruck 

*,  =  s'dö 

auA  ein  Integral  der  Differentialgleichung  P'  =  0  darstellt,  wenn  y 
eifle  Lösung  von  P  =  0  bedeutet.  Es  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden, je  nachdem  nämlich  identisch,  d.  h.  für  jede  Function  t  von  x7 
entweder 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    II.  11 
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(III)  Bit)  =  const.  S'(t) 

oder  das  Verhältniss  von  R(t)  und  S'(f)  nicht  Ton  x  unabhängig  ist. 
Betrachten    wir    den    durch    die   Gleichung   (III)    charakterisirten 
ersten  Fall,  so  folgt  aus  (ü) 

const,  P'R  =  R'P, 

d.  h.  der  Differentialausdruck  P'R  unterscheidet  sich  Ton  seinem  ad- 
jungirten  nur  durch  einen  constanten  Factor.  Es  ist  also,  wenn  R 
Ton  (w  —  1)*"  Ordnung  ist  (vergl.  Nr.  25,  Bd.  I,  S.  70) 

P'P=- P'P, 

dagegen  kann,  wenn  R  von  niedrigerer  als  der  \  n  —  lj**  Ordnung 
und  die  Ordnung  von  P'R  eine  gerade  Zahl  ist,  auch 

P'R  =  R'P 

sein. 

Wenn  der  zweite  Fall  eintritt,  d.  h.  eine  Gleichung  von  der  Form 
llllt  nicht  identisch  besteht  so  konnte  gleichwohl 

[IX)  R(y)  =  const.  S'\jt) 

sein,  falls  für  y  eine  Losung  von  P  =  0  genommen  wird  In  diesem 
Falle  hätte  also  P=o  mit  der  Differentialgleichung  niedrigerer  Ordnung 

R\jf*       const.  S\y)  =  0 

eine  Lösung  gemein,  d.h.  P  =  0  wäre  reductibeL  Besteht  auch  für 
eine  Lösung  y  von  P  =  0  keine  Relation  der  Form  i  IV\  so  sind  die 
beiden  Integrale 

(V^  .r  =  R*y\    ix  =  S\y) 

von  P\z)  =  0  wesentlich  von  einander  verschieden.  Man  kann  durch 
Differentiation  der  beiden  Gleichungen  iV  zwischen  denselben  jf  und 
seine  i  w  -  1)  ersten  Ableitungen  eliminiren  und  erhalt  auf  diese  Weise 

**I  0         •  I  «  »  «  — 1~  • 

wo  Tg,  Tt.  •  ^,-1  rationale  Functionen  von  jt  sind.  Daraus  folgt 
aber  nach  einem  Satze  der  Xr.  ltiö  ^S.  1:JM  -%  dass  P'  =  0  und  folglich 
auch  P  =  O  reductibel  ist.     Wir  halben  also  das  Resultat: 

Gehört  eine  Differentialgleichung  P  =  0  mit  ihrer  ad- 
jungirten  P  ==  0  zur  selben  Art  und  ist  die  Art  nicht  reduc- 
tibel. so  unterscheidet  sich  der  Differentialausdruck  P'R 
von  seinem  adjungirten  nur  durch  den  Factor  —  1?  wenn 
z  =  R\y  die  Beziehung  zwischen  den  abhängigen  Variabein 
der   beiden   Differentialgleichungen    P  =^--  V».  P' =  o    darstellt. 
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Wenn  dagegen  die  beiden  Differentialausdrücke 

Losungen  von  P'=0  darstellen,  falls  für  y  eine  Lösung  von 
P  =  ö  gesetzt  wird,  und  es  unterscheiden  sich  Jß(f/),  S'(jj) 
nicht  für  jede  Function  //  von  x  nur  durch  einen  constanten 
Factor,   so   ist  die  durch  P  =  0  bestimmte  Art  reductibel. 

Diesen  Doppelsatz  hat  Herr  Fuchs  für  die  mit  ihrer  Adjungirten 
zur  seihen   Art  gehörige  Differentialgleichung  (9l(m))  aufgestellt. 


11* 


Viertes  Kapitel. 

176.    Verfahren   zur   Entscheidung   der   Frage,    ob    eine   vorgelegte 
lineare  Differentialgleichung  reductibel  ist  oder  nicht. 

Von  den  in  den  vorhergehenden  Kapiteln  dargelegten  Unter- 
suchungen machen  wir  jetzt  eine  bemerkenswerthe  Anwendung,  indem 
wir  den  bereits  in  der  Nr.  161  (S.  107)  in  Aussicht  genommenen 
Nachweis  führen,  dass  sich  für  eine  vorgelegte  lineare  Differentialglei- 
chung mit  rationalen  Coefficienten  stets  durch  blosse  Ausführung 
algebraischer  Operationen  entscheiden  lässt,  ob  dieselbe  in  dem  Sinne 
reductibel  ist,  dass  sie  mit  einer  linearen  Differentialgleichung  niedri- 
gerer Ordnung  mit  ebenfalls  rationalen  Coefficienten  Lösungen  ge- 
mein hat. 

Sei  die  Differentialgleichung 

(A)  P(y)  =  j/"'  +  A/-1>  +  . . .  +  ^ y  _  0 

mit  rationalen  Coefficienten  in  Bezug  auf  ihre  Beductibilitat  zu  unter- 
suchen, dann  wissen  wir  (vergl.  Nr.  27),  dass,  wenn  (A)  reductibel  ist, 
eine  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coefficienten 

(i)        Q(y)  =  y(m>  +  2ly{""~1)  +  •  •  •  +  qmy  =  o   (m<n) 

von  niedrigerer  als  der  nten  Ordnung  existiren  muss,  die  ihre  sämmt- 
lichen  Lösungen  mit  (A)  gemein  hat.  Bedeute  l)1,  t)g,  •  •  •  t)  ein  Funda- 
mentalsystem der  Differentialgleichung  (1),  dann  sind  also  die  Quotienten 

(2)  (-i)^-.^-—..—.         ,«  =  ,,...„, 

rational,  und 

-D(9i,  9»,  •  • '  U  =  const.  e~f9ld*. 

Damit  die  Differentialgleichung  (A)  reductibel  sei,  ist  also  nothwendig 
dass  sich  die  Determinante  eines  Systems  von  m<n  linear  unabhängigen 
Integralen  t)1?  t)if  •  •  •  t)w  von  (A)  für  einen  der  Werthe 

m  =  1,  2,  •  •  •  n  —  1 
in  der  Form 
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(3)  e~frd' 

darstellen  lässt,  wo  r  eine  rationale  Function  von  x  bedeutet. 
Die  Determinanten 

D  =  D(t)1,9„...t)J, 

wo  % %"  '  9m  irgend  ein  System  von  m  linear  unabhängigen  Lösungen 
ron  (A)  bedeutet,  genügen  sämmtlich  der  (n  —  m)ten  associirten  Diffe- 
rentialgleichung  (A(*-^)    von    (A).     Wenn    also    die    Differentialglei- 
chungen (A("~m)),  für  m  =  1,  2,    ..  w  —  1  kein  in  der  Form  (3)  dar- 
stellbares Integral  besitzen,  so  ist  die  Differentialgleichung  (A)  jeden- 
falls irreductibel. 

Nun  sind  ferner  die  Determinanten 

^x^i*  \y  '"  O  <— 1.«."-*> 

ifliegrale  von   Differentialgleichungen,    die   nach    den  Ergebnissen   der 
Nr.  167  (S.  127)  mit  (A(n— m))  zur  selben  Art  gehören,  und  zwar  Inte- 
grule,  die  dem  Integrale  D(t)19  t)2,  •••  tyj  von  (A(n_?n))  entsprechen. 
Es  bestehen  folglich  Gleichungen  von  der  Form 

(4)     DM(t>v  h,  ■  ■  ■  O  -  Äx0D  +  AxlD'  +  •  •  •  +  Ax<y_^-l) 

(x=l,8,-      m), 

wo  die  AxQ7  AnX7  •  •  •  A  _x  rationale  Functionen  von  x  bedeuten,  die 
sich  aus  den  Coefficienten  von  (A)  durch  Differentiation  und  rationale 
Operationen  in  einfacher  Weise  zusammensetzen,  und  wo 

gesetzt  wurde. 

Die  Ableitungen  jeder  Ordnung  eines  Ausdruckes  von  der  Form  (3) 
sind   als  Producte 

R(x)e  •'      , 
wo   R(x)  eine  rationale  Function  bedeutet,  also  in  der  Gestalt 

darstellbar.    Wenn  nun  D  von  der  Form  (3)  ist,  so  folgt  hieraus,  dass 
auch   die  durch  die  Gleichung  (4)  gegebenen  Determinanten 

/VrflogÄx(x)  \ 

also  ebenfalls  von  der  Form  (3)  und  die  Quotienten  (2)  gleich  ratio- 
nalen Functionen  üx(x)  sind. 

Die   Coefficienten  der  (n  —  w)*11  associirten  Differentialgleichung 
(Af*~~m))  von  (A)  lassen  sich  durch  Differentiation  und  rationale  Opera- 
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tionen  aus  den  Coefficienten  von  (A)  zusammensetzen.  Denn  bedem 
V\j  Vij  '  '  Vn  e*n  Fundamen talsystem  von  (A),  so  bilden  (im  All: 
meinen)  die  in  der  Nr.  167  (S.  125)  definirten  Determinanten 

u        u       •  •  •  u 

ein  Fundamentalsystem  von  (A(n_m)).  Die  linke  Seite  der  Differenti 
gleichung  (A(*~~m))  ist  folglich  in  der  Form 

(5)  R{u:  Un  '"W""^ 

darstellbar,  wo  u  eine  unbestimmte  Function  bedeutet.  Ersetzen  w 
in  dem  Ausdrucke  (5)  die  uiv  uiv  ••  •  ulv  durch  ihre  Ausdrücke  : 
den  ylf  y2,  •  •  •  yn  und  deren  Ableitungen,  so  verwandelt  sich  (5)  in  eil 
(absolute)  Differentialinvariante  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  L  ; 
den  n  Grössen  yl9  y%7  •  •  •  ynJ  die  eine  homogene  lineare  Function  vc 

te,  u,  -  -  -  tt  ist.  Diese  Differentialinvariante  kann  folglich  nach  dei 
in  der  Nr.  136  (S.  21)  skizzirten  Verfahren  als  rationale  Function  di 
Pu  P*>  '  '  '  Pn  und  deren  Ableitungen  dargestellt  werden. 

Um  zu  entscheiden,  ob  die  Differentialgleichung  (A)  reductibel  is 
werden  wir  also  zunächst  die  sämmtlichen  (w  —  m)ten  Associirten  d 
vorgelegten  Differentialgleichung  (A)  aufzustellen  haben  für 

m  =  1,  2,  •    •  n  —  1, 

und  für  jede  derselben  festzustellen  suchen,  ob  sie  Lösungen  von  d 
Form  (3)  zulässt.  Sind  solche  Lösungen  für  eine  der  (n  —  1)  asfi 
ciirten  Differentialgleichungen,  etwa  für  (A("~ m))  vorhanden,  und  t 
deutet  u0  eine  solche  Lösung,  so  bilden  wir  die  Ausdrücke 

u*  =  4<oMo  +  Ai<H 1-  Acv-X*""1'         («-Li.--.). 

Dann  hat  die  lineare  Differentialgleichung  mter  Ordnung 

/         -t\m    (m)     I        1      (»i —  1)     |  i        m  ^ 

(—  i)  y    +  -  y       H h  ^-  y  =  o 

rationale  Coefficienten,  und  wir  können  nach  den  in  der  Nr.  16  (Bd. 
S.  42  ff)  entwickelten  Methoden  durch  rationale  Rechnungsoperatior 
entscheiden,  ob  diese  Differentialgleichung  ihre  sämmtlichen  Integr 
mit  (A)  gemein  hat.  Fällt  diese  Entscheidung  für  alle  in  der  Fo 
(3)  darstellbaren  Lösungen  von  (An—m))  im  verneinenden  Sinne  aus, 
giebt  es  keine  lineare  Differentialgleichung  m^r  Ordnung  mit  rationa 
Coefficienten,  deren  Lösungen  die  Differentialgleichung  (A)  befriedig 
Wir  brauchen  also  dieses  Verfahren  nur  für  alle  Associirten  von  ( 
die  Lösungen  von  der  Form  (3)  besitzen,  in  Anwendung  zu  bring 
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und  haben  dadurch  nicht  allein  ein  Kriterium  für  die  Irreductibilität 
Ton  (A),  sondern  zugleich  eine  Methode,  die  uns,  falls  (A)  reductibel 
iat,  alle  Differentialgleichungen  niedrigerer  Ordnung  mit  rationalen 
Coefficienten  liefert,  die  ihre  sämmtlichen  Lösungen  mit  (A)  gemein 
haben. 

Es  handelt  sich  nunmehr  noch  darum,    zu  entscheiden,    ob  eine 
vorgelegte  lineare  Differentialgleichung 

0)  tf*  +  r,  (*)  j/- x)  +  •  •  •  +  r,  (*)  y  =  0 

mit  rationalen  Coefficienten  durch  Functionen  befriedigt  werden  kann, 
deren  logarithmische  Ableitungen  rationale  Functionen  von  x  sind, 
und  falls  solche  Lösungen  existiren,  dieselben  wirklich  herzustellen. 
Wir  werden  zeigen,  dass  dies  stets  durch  eine  Reihe  rein  alge- 
braischer Processe  geleistet  werden  kann. 


177.  Kriterium  dafür,  ob  die  logarithmische  Ableitung  einer  Lösung 
einer  gegebenen  linearen  Differentialgleichung  rational  ist. 

Wenn  ein  Ausdruck  von  der  Form  (3)  die  Differentialgleichung 
(*)  befriedigen  soll,  so  können  wir  uns  zunächst  die  rationale  Function 
Ki)  in  Partialbrüche  zerlegt  denken 


r(*>  «*(*)  +  yy 


i* 


jLJ  ^J  (x  —  a.)*9 

1=1     x=l  * 

wo  g(x)  eine  ganze  rationale  Function,  die  aix  Constanten  bedeuten. 
Ferner  sondern  wir  diejenigen  Partialbrüche  ab,  die  sich  auf  Stellen 
X:ssa  beziehen,  für  welche  k.  =  1  und  a  eine  negative  ganze  Zahl 
~  %  ist;  seien  dies  die  Punkte  a   ,  ,,  a   ,  a,    •  •  a  ,  dann  ist  also 

1  =  1    x=l  v  »' 

För  den  Ausdruck 

—  fr{x)dx 

rj  =  e  * 

sind  dann  die  Stellen  al9  av  •  •  ao  wirkliche  Unstetigkeits-  oder  Ver- 
zweigungsstellen, dieselben  müssen  folglich  unter  den  wesentlichen 
Slögularen  Punkten  der  Differentialgleichung  [a]  enthalten  sein.  Diese 
Stellen  können  wir  also  von  vornherein  als  bekannt  ansehen. 

Denken  wir  uns  r\  in  der  Umgebung  einer  dieser  Stellen  a.  ent- 
wickelt, so  ist: 
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wo  ty.(x*at)  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x — a.  for 
schreitende  Reihe  bedeutet,  die  für  x  =  a.  nicht  verschwindet,  und  i 
der  Umgebung  des  unendlich  fernen  Punktes  haben  wir: 


v -*•*-•" *(|), 


wo  5ß(    )  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x      fortschreitend: 
für  x  =  oo  nicht  verschwindende  Reihe  bedeutet  und 

CO  t  =  0a+1  H h  ^  —  «n  —  «* *„i 

gesetzt  wurde. 

Aus  dieser  Form  der  Entwicklungen  von  r\  erkennen  wir,  da 
dieser  Ausdruck,  falls  er  der  Differentialgleichung  (a)  G 
nüge  leistet,  in  der  Umgebung  jedes  endlichen  und  des  u. 
endlich  fernen  singulären  Punktes  den  Charakter  eines  No 
malintegrals  besitzt. 

Es  muss  folglich 


ai%      ,1        a»3  1  *iXi 


+  -  ?  +  •■•  + 


-_*-«,•        *  (x  -  a{)*  *i  -1(x-  a^i-1 

* 

ein  zum  Punkte  x  =  a.  und 

—fg(*)dx 
%  =  e 

ein  zum  Punkte  x  =  oc  gehöriger  fundamentaler  determinirende 
Factor  der  Differentialgleichung  (a)  sein. 

Bezeichnen  wir  typisch  durch  a  einen  der  Punkte  av  av  •  •  -^ 
und  lassen  für  die  demselben  entsprechenden  Grössen  fj.}  a.  ,  k.f  S| 
den  Index  i  weg,  so  können  wir  durch  die  Substitution 

x  =  a  +  y 

die  Differentialgleichung  (a)  in  eine  Differentialgleichung  mit  der  ui 
abhängigen  Variabein  £  transformiren  und  uns  diese  (vergl.  Nr.  IV 
Bi.  I,  S.  393,  394)  in  der  Form 

(«)     ^  +  («V(Ö  +  «.-i(t^ 

geschrieben  denken,  wo  (vergl.  Nr.  94,  Bd.  I,  S.  339) 

<pXu(£)  =  An_  Jxx  H (i  =  i,»,--  •») 
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eine  ganze  rationale  Function  vom  höchstens  Ax*611  Grade  in  §  und 

«.-, (t) 


i 

eine  Reihe  von  der  Form 


bedeutet;  x  +  1  ist  der  Rang  der  Gleichung  (ä)  oder,  wie  wir  sagen 
können,  der  Rang  von  (a)  in  Bezug  auf  den  singulären  Punkt  x  =  a. 
Nach  den  Ergebnissen  der  Nummern  95,  96  (vergl.  den  auf  diese 
Nummern  bezüglichen  Nachtrag  am  Schlüsse  dieses  Bandes)  haben  wir 
nun  folgendermassen  zu  verfahren,  um  die  fundamentalen  determiniren- 
den  Factoren  von  (ä)  zu  finden. 
Sei 

4>n-x(x  —  a)  =  (x  —  a)l*<pXx(?) 

und  berechnen  wir  die  (x  -f-  1)  ersten  Coefficienten  in  den  nach 
Potenzen  von  (x —  a)  fortschreitenden  Entwickelungen  der  n  (als  ver- 
schieden vorausgesetzten)  Zweige  der  durch  die  Gleichung 

xcH  +  ^n_1(^  —  d)wn~l  +  •  •  •  +  %(x  —  a)  =  0 
definirten  algebraischen  Function  w  von  #;  seien  diese 

dann  sind  die  Ausdrücke 

^   £*  +  l  +  !!il  £*  +  ... +  c       £ 

Sx4-1  x  *»' 

J6^  gesuchten  fundamentalen  determinirenden  Factoren. 

Es  muss  nun,  wenn  r\  der  Differentialgleichung  («)  genügen  soll, 
der  Ausdruck  rt  mit  einem  dieser  fundamentalen  determinirenden  Fac- 
toren übereinstimmen;  wir  haben  also 

A  =  x  +  2 

UQd  für  die  Coefficienten  «2,  a3,  •  •  •  ax  eine  endliche  Anzahl  (<^  n) 
v°n  Möglichkeiten. 

Im  auch  noch  für  ax  eine  Bestimmung  zu  erhalten,  haben  wir 
Unfalls  nach  der  a.  a.  0.  gegebenen  Vorschrift  die  zu  den  Factoren 
*•■  !?ehorigen  Exponenten  aufzusuchen.     Wir  bilden  also 

and  bestimmen  in  dem  Ausdrucke 
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in  welchem  zufolge  der  für  die  Coefficienten  von  vg  gegebenen  Defi 
tion  die  x  +  1  höchsten  Potenzen  von  £  wegfallen,  den  Coefficieni 
Bt  der  [(«  —  l)x  +  ll**11  Potenz  von  £.  Dann  ist  der  gesuchte  I 
ponent  p  (wenn  wir  der  Einfachheit  wegen  immer  die  Annahme  mach* 
dass  die  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung  von  einander  v 
schieden  sind)  durch  die  Gleichung 

(nc*-1  +  (»  -  1M.-.C*  +  •  •  •  +  A)P  +  B,  +  \-t,Sh  — 

bestimmt.  Der  Coefficient  a]  ist  dann  gleich  diesem  q  zu  nehm* 
wenn  das  zu  x  =  a  gehörige  i?  mit  %l  übereinstimmt. 

Verfahren  wir  auf  diese  Weise  für  alle  im  Endlichen  gelegen 
singularen  Stellen  alf  a%,  •  •  •  aaJ  so  erhalten  wir  also  für  den  Fad 


n 

i  =  i 


(>  —  «.)    *'% 


von  i]  eine  endliche  Anzahl  von  Möglichkeiten.  In  ähnlicher  Wi 
finden  wir  durch  die  zu  x  =  <x>  gehörigen  determinirenden  Factor 
der  Differentialgleichung  und  durch  die  zu  denselben  gehörigen  ~ 
ponenten  eine  endliche  Anzahl  von  Möglichkeiten  für  den  Factor 


r  _ 


von  ?;,  so  dass   wir  also   vermöge  der  Gleichung  (7)  auch  eine  ok 
Grenze  für  die  ganze  positive  Zahl 

q    ,  .  -+-•••  +  q 
erhalten.     Es  muss  nunmehr  ij  in  der  Form 

0 

r(  =  G\x)  riQ]~J(x  —  <!.)""' *  rt. 

darstellbar  sein,  wo  G{x)  eine  ganze  rationale  Function  bedeutet,  i 
deren  Grad  wir  eine  obere  Grenze  ff  kennen. 

Substituiren   wir  nun   in   die  Differentialgleichung  (a)   für  y  i 
Ausdruck 


n 


* -=  -  *.JJC*  -  <•  ""*" 


i  =  i 


indem  wir  für  den  Factor  von  :  die  sammtlichen  als  möglich  erkannt 
Werthe  nehmen,  so  muss,  wenn  {a)  eine  Lösung  von  der  Form 
haben  soll,  eine  der  sich  so  für  z  ergebenden  homogenen  linear 
Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coefficienten  durch  eine  gar 
rationale  Function  (i-.x\  vom  Grade  c/  befriedigt  werden  können, 
handelt  sich  also  nur  noch  danmi,  zu  entscheiden,  ob  dies  möglich 
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Soll  eine  vorgelegte  homogene  lineare  Differentialgleichung  mit 
rationalen  Coefficienten  durch  eine  ganze  rationale  Function  vom  g*** 
Grade  befriedigt  werden,  so  muss  zunächst  offenbar  —  g  eine  Wurzel 
%  der  zu  x  =  oo  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung  sein. 
Wenn  dies  der  Fall  ist  und  wir  setzen  in  die  Differentialgleichung  für 
die  abhängige  Variable  den  Ausdruck 

ein,  so  ergiebt  sich  für  die  cof  cv  •  •  •  c  ein  System  linearer  Gleichungen 
(die  zu  x  =  oo  gehörige  Recursionsformel).  Je  nachdem  dieses  Glei- 
chungssystem  eine  Auflösung  gestattet  oder  nicht,  kann  die  vorgelegte 
Differentialgleichung  durch  eine  ganze  rationale  Function  gien  Grades 
befriedigt  werden  oder  nicht. 

Man  kann  also  in  der  That  durch  eine  endliche  Anzahl 
rein  algebraischer  Operationen  entscheiden,  ob  eine  ge- 
gebene lineare  Differentialgleichung  mit  rationalen  Coeffi- 
cienten durch  eine  Function,  deren  logarithmische  Ableitung 
rational  ist,  befriedigt  werden  kann,  und  wenn  dies  der  Fall 
,8t,  die  betreffende  Function  wirklich  herstellen. 


178.    Besondere  Behandlung  der  Fuchs 'sehen  Classe. 
Sftts   von  Heffter  über  das  Auftreten  ganzer  rationaler  Integrale. 

Wir  heben  noch  besonders  den  Fall  hervor,  wo  die  vorgelegte 
Differentialgleichung  (a)  der  Fuch s 'sehen  Classe  angehört. 

Die  rationale  Function  r(x)  in  dem  Ausdrucke  (3)  muss  dann  so 
beschaffen  sein,  dass 

—  fr(x)dx 

rj  =  e    * 

Keine  Unbestimmtheitsstellen  darbietet.    Dazu  ist  nothwendig  und  hin- 
gehend, dass  in  der  Zerlegungsformel  von  r(x)  in  Partialbrüche 

£(.r)  =  0,     X .  =  1         (»  =  i,2,     *) 

sei-     Es  hat  also  r\  in  diesem  Falle  die  Gestalt 


a 


r,  =  G(x)JJ(z  -  «.)-"", 


/    =1 


"•  n-  rt  ist,  wie  wir  uns  ausdrücken  wollen,  ein  Product  von  Pö- 
lzen rationaler  Functionen.  Die  Zahl  — a.t  muss  dann  einfach 
eine  Wnrzel  der  zu  x  =  a.  gehörigen  (i  =  1,  2,  •  •  •  ff),  die  Zahl 

—  r  =  --</  +  «u  +  ufl  H \-aaX 
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eine  Wurzel  der  zu  x  =  cx>  gehörigen  determinirenden  Fundamental, 
gleichling  sein.  Man  hat  also  wieder  für  die  an  (»  =  1,2,  •••*)  eine  end 
liehe  Anzahl  von  Möglichkeiten  und  für  den  Grad  g  der  ganzen  rati» 
nalen  Function  G(x)  eine  obere  Grenze.  Die  Differentialgleichungen 
für  Zj  die  aus  der  gegebenen  durch  die  Substitutionen 


a 


y  =  *YJ(oc  —  at)   "» 


hervorgehen,  wo  für  die  an  irgend  ein  System  der  als  möglich  eu 
kannten  Zahlen  zu  setzen  ist,  gehören  dann  auch  sämmtlich  der  Fuchs 
sehen  Classe  an,  und  es  ist  also  für  eine  dieser  Classe  angehöri^ 
Differentialgleichung  zu  entscheiden,  ob  sie  ein  ganzes  rationales  Integi — 
besitzt.  Hierfür  lässt  sich  aber  ein  sehr  einfaches  Kriterium  in  e- 
pliciter  Form  angeben. 

Denken  wir  uns  nämlich  die  der  Fuchs'schen  Classe  angehörL 
Differentialgleichung  für  z  durch  Multiplication  mit  einer  ganzen  rat  ~a 
nalen  Function  so  umgeformt,  dass  ihre  Coefficienten  ganze  ration^E 
Functionen  sind.  Sei  dann  der  Coefficient  der  n*6*  Ableitung  vom. 
vom  Grade  fi,  so  ist,  da  (vergl.  Nr.  110,  Bd.  I,  S.  394  oben)  die  Gra« 
der  Coefficienten  der  Ableitungen  absteigender  Ordnung  von  z  wl'a 
nehmen  müssen,  jedenfalls  (i  nicht  kleiner  wie  n.     Setzen  wir  also 

da?-«' 
so  stimmt  in  der  sich  für  X)  ergebenden  Differentialgleichung 

(ß)  P»^  +  P  _IW^-n  +  ■  •  •  +  P„(*)9  =  0 

der   Grad  des  Coefficienten   der  höchsten  Ableitung  mit  der  Ordnung* 
der  Differentialgleichung  überein. 

Einer  ganzen  rationalen  Function  vom  Grade  g,  die  der  Diffe- 
rentialgleichung für  z  genügt,  entspricht  dann  eine  ganze  rationale 
Function  vom  Grade  g  +  fi  —  n,  die  eine  Lösung  von  (ß)  ist,  und 
umgekehrt  entspricht  jeder  ganzen  rationalen  Function  von  höherem 
als  dem  (p  —  n)ten  Grade,  die  die  Differentialgleichung  (ß)  befriedigt, 
ein  ganzes  rationales  Integral  der  Differentialgleichung  für  z.  Um  zu 
entscheiden,  ob  diese  letztere  Differentialgleichung  ein  ganzes  rationales 
Integral  vom  Grade  g  besitzt,  haben  wir  also  nur  festzustellen,  ob  die 
zu  x  =  <x>  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung  von  (ß)  die 
Wurzel  n  —  p  —  g  besitzt,  und  ob  zu  dieser  Wurzel  ein  Integral  ge- 
hört, welches  eine  ganze  Function  (jj  -f-  f*  —  »)ten  Grades  ist. 

Zu  diesem  Ende  denken  wir  uns  (ß)  in  der  Normalform  ge- 
schrieben, also 
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+ *-1  («„_,,,,_. + <>_„„-,  i  +  •  •  • + c0iM_t  ^)^-» 

-I h  c00t)  =  O, 

wo  die  cjx  Constanten  bedeuten,  und  bilden  die  charakteristische  Function 

V 

wo  also 


(•=0,1,8,...^) 


ist,  während  alle  folgenden  /L,(tf)  identisch  verschwinden.    Setzen  wir 
in  (ß)  die  Keine 


00 


(»)  i)  =  x^(Jr(y>~r 


v  =  0 


ein,  so  befriedigen  die  gv(y)  die  Uecursionsformel 


Wenn  —  y  eine  ganze  nicht  positive  Zahl  ist,  die  der  determinirenden 
Fundamentalgleichung 

/"„(-*)  =  o 

genügt,  und  es  soll  zu  dem  Exponenten  —  y  ein  Integral  gehören, 
welches  eine  ganze  rationale  Function  von  x  ist,  so  müssen  für  die 
Keeursionsformel  (10)  zunächst  die  Bedingungen  erfüllt  sein,  die  die 
Existenz  eines  zu  —  y  gehörigen  und  in  Reihenform  darstellbaren 
Integrals  ermöglichen  (vergl.  Nr.  52 ff.;  siehe  auch  den  Nachtrag  zu 
dieser  Nummer  am  Schlüsse  des  vorliegenden  Bandes).  Sind  diese 
Bedingungen  erfüllt,  so  können  wir  aus  den  Gleichungen  (10)  für 
"  =  0,  1,  •  •  •  y  die  Coefficienten 

9Q(y),  9i(r)>  •  •  -  9y(y) 

der  Reihe  (9)  berechnen.  Die  zur  Bestimmung  der  folgenden  Coeffi- 
Renten  dienenden  Gleichungen  lauten  dann 

{/;,«-  i)9r+l(y)  +  L.m9yiy)  +  /:_s(i)//y...1(y)  +  •  •  •  =  o, 
/;(-  %,+sGO +/"_,(-  i)»y+,(y) +/L,(%r(y)  +  •  •  •  =  <>, 


Ol) 
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Aus   der  Form  (8)   der  Functionen  f_{(<3)  erhellt,    dass   in  den  Gl 
chungen  (11)  die  Coefficienten  der  Grössen 

9Y(y),  9Y-idy)?  9Y-*(y),  ••• 

sämmtlich  verschwinden;  diese  Gleichungen  werden  folglich  jedenfa 
befriedigt,  wenn  wir  alle 

nehmen.     Daraus  folgt  der  von  Herrn  Heffter  herrührende  Satz: 

Wenn  zu  der  negativen  ganzzahligen  Wurzel  —  y  der 
#  =  oo  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung  v 
(ß)  ein  in  Reihenform  darstellbares  Integral  gehört,  so  besil 
diese  Differentialgleichung  ein  ganzes  rationales  Integral 

Dieser  Satz  gilt  auch,  wenn  (/3)  nicht  zur  Fuchs'schen  Cla 
gehört,  sondern  nur  so  beschaffen  ist,  dass  x  =  oo  eine  Stelle  « 
Bestimmtheit  ist.  Wir  hätten  denselben  aus  dem  Satze  der  Nr.  1 
(Bd.  I,  S.  423)  über  die  Existenz  eines  Normalintegrals  für  die  dasei 
betrachtete  Differentialgleichung,  welches  eine  mit  dem  fundamenta 
determinirenden  Factor  e*x  multiplicirte  ganze  rationale  Function 
erschliessen  können,  haben  es  aber  vorgezogen,  einen  directen  Be^i 
zu  liefern. 

Wenn  die  in  Bezug  auf  ihre  Reductibilität  hin  zu  untersuchen 
Differentialgleichung  (A)  der  Fuchs 'sehen  Classe  angehört,  so  gilt  d 
Gleiche  offenbar  auch  für  die  zu  (A)  assoeiirten  Differentialgleichungc 
In  diesem  Falle  hat  man  also  um  zu  entscheiden,  ob  (A)  reduetib 
ist,  nur  für  Differentialgleichungen  der  Fuchs 'sehen  Classe  diejemgi 
Lösungen  aufzufinden,  die  sich  als  Producte  von  Potenzen  rational 
Functionen  darstellen  lassen,  und  dann  für  eine  endliche  Anzahl  wo! 
bestimmter  linearer  Differentialgleichungen  festzustellen,  ob  sie  ih 
sämmtlichen  Lösungen  mit  (A)  gemein  haben  oder  nicht. 


Fünftes  Kapitel. 

1<9.  Genauere  Betrachtung  der  Integralquotienten.    Projective  Sub- 
stitutionen und  Gruppen.     Isomorphismus.     Beziehungen  zwischen 
homogenen,  unimodularen  und  projectiven  Gruppen. 

Wir  wollen   nun    dazu    übergehen,    die   durch    die    geometrische 

Deutung  der  Lösungen  y  7  yi7  •  •  •  yn  unserer  Differentialgleichung  (A) 

a*s  homogener  Punktcoordinaten  eines  (w — l)-fach  ausgedehnten  Raumes 

*-i  gewonnenen  principiellen  Gesichtspunkte  auszunützen,  indem  wir 

insbesondere  jene  Integralcurve  6,  die  durch  die  Gleichungen 

definirt  war,  in  den  Vordergrund  unserer  Betrachtungen  stellen. 

Es  wurde  schon  in  der  Nr.  172  (S.  145)  hervorgehoben,  dass  die 
furve  6  dieselbe  bleibt,  wenn  wir  die  yx(x)  mit  einem  allen  gemein- 
den Factor  multipliciren,  d.  h.  also,  dass  jeder  Differentialgleichung, 
<fo  aus  (A)  durch  die  Transformation 

'))  y  =  A  * 

hervorgeht,  dieselbe   Curve  &   zugeordnet  ist.     Dies    führte   uns   dazu, 

die  Integralquotienten  r\v  t;  ,  •  •  •  i]n_l  zu  untersuchen,  durch  welche 

vermöge  der  Gleichungen  (vergl.  S.  149) 

i 

J*»  •'undamentalsjstem 

Vi*    lh>  '  "  "  9» 

der  Differentialgleichung  (3t)  bestimmt  war.  Jede  lineare  Differential- 
gleichung mit  in  x  rationalen  Coefficienten,  deren  Integralquotienten 
?/p  \,  -  •  •  ?;         sind,  geht  dann  aus  (21)  durch  die  Transformation 

fr(x)dx 

X)  =  eJ  z 

hervor,  w0  ^^  ejne  rationale  Function  von  rr  bedeutet. 
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Wir  hatten  das  Quotientensystem  ij  ,  rjif  •  •  •  m  x  öin  Fi 
mentalsystem  von  Integralquotienten  genannt.  In  der  Tha 
sich  der  Quotient  irgend  zweier  Integrale  jj  9  y„, 

Vi 
durch  die  r\v  ?/„,  •  •  •  rjnl  in  einfacher  Weise  darstellen.     Sei  ni 

#1  =  %Vi  +  aiVt  +  ■'■  +  «—ly.» 

so  ist  offenbar 

«0+  ai^l  +  '  •  •  +  «n-lV-l 

d.  h.  jeder  Integralquotient  ist  eine  gebrochene  lineare  l 
tion  der  Elemente  eines  Fundamentalsystems  von  Inte 
quotienten. 

Bedeutet  yv  ys,  •  •  yn  ein  zweites  Fundamentalsystem  von 
gralen  der  Differentialgleichung  (A)  und 

V* 

tl„         =  —  (x  =  2,8,  •  ■■») 

das  entsprechende  System  von  Quotienten,  so  ist,  wenn  wir 

Jpidx_ 
9*  =  e™  y~         (x  =  i,v*0 


setzen,    §  ,  t)2,  •  •  •  \)n    das    entsprechende  Fundamentalsystem    von 
und  folglich 


n 


(4)  P,—^«»^        c-i.*,  •••-). 

1  =  1 

wo  die  a  .  Constanten  bedeuten,  für  welche 

X*  ' 

(5)  \a  .   =  1  («,1  =  1,2, •••«) 
ist.     Also  haben  wir 

(O)  T  =  -- -     -r (x  =  2,3,--*), 

v   J  x_1        «n  +  «13  V\  +  • ' '  +  «In^-l 

d.    h.    die    Elemente    irgend    eines    Fundamentalsystems 
Integralquotienten     stellen     sich     durch    rjl9  rj^,  •  •  •  rjH__s 
lineare  gebrochene  Functionen  mit  demselben  Nenner  d 
Die  Beziehung  zwischen  den  beiden  Functionssy  steinen 
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durch  Gleichungen  von  der  Form  (6)  mit  der  Bedingung  (5)  fest- 
gelegt wird,  wollen  wir,  im  Anschlüsse  an  die  geometrische  Bedeutung 
der  linearen   homogenen   Transformation   (4)  als    Collineation,   so   be- 
zeichnen,   dass    wir    sagen,    das    System    ylf  fj2J  •  •  •  rj     t    gehe    aus 
Vm  y  %}  ' ' '  Vn—i    durch    Ausübung   einer   projectiven    Transforma- 
tion oder  Substitution  hervor.     Von  dieser  Art  der  Beziehung  ist 
nämlichst  evident,  dass  sie  eine  gegenseitige  ist,  denn  die  Gleichungen 
(6^)lassen   sich    nach   den    r\x ,  iy2,  •  •  •  yn_l    in  eindeutiger  Weise  auf- 
lösen; dabei  ist  es  aber  wesentlich,  dass  die  linear  gebrochenen  Sub- 
tutionen  (6)  denselben  Nenner  haben.     Wir  sagen  demnach: 

Jedes    Fundamentalsystem    von    Integralquotienten    der 
ifferentialgleichung  (A)  geht  aus  jedem  andern  durch  Aus- 
ü  tiung  einer  projectiven  Transformation  hervor. 

Auf  diese  Weise  entspricht  also  jeder  linearen  homogenen 
Transformation  der  yv  y2J  •  •  •  yn  eine  projective  Transformation  der 
1?i.  jfyf  •  •  •  flu—i  un<^  folglich  auch  jeder  Gruppe  von  linearen  homo- 
fapenen  Transformationen  der  yv  y2,  •  •  •  yn  eine  Gruppe  von  projectiven 
Transformationen  oder  kurz  eine  projective  Gruppe  der 

nv  %>  '  • '  %-r 

Insbesondere   wird  also  die   Gesammtheit  aller  projectiven  Trans- 
formationen der  ij  ,  1?2,  •  •  •  ij     x  ©ine  Gruppe  bilden,   die  wir  die  all- 
gemeine projective   Gruppe  A  nennen  wollen;  wir  stellen  uns  die 
Aufgabe,  die  Beziehungen  dieser  Gruppe  A  zu  der  allgemeinen  homo- 
genen linearen  Gruppe  L  der  yv  y2J  •  •  •  yn   und  zu    der  speciellen  L 
genauer  zu  ergründen. 

Wir  führen   zu  dem  Ende   einen   wichtigen    gruppentheoretischen 
%riff  ein. 

Wenn  die  Operationen  zweier  Gruppen  G  und  F  einander 
8o  zugeordnet  sind,  dass  der  aus  zwei  Operationen  der  einen 
Gruppe  componirten  Operation  die  aus  den  beiden  entspre- 
chenden Operationen  der  andern  Gruppe  componirte  Opera- 
tion entspricht,  so  sagt  man,  die  beiden  Gruppen  seien 
isomorph. 

Entspricht  in  zwei  isomorphen  Gruppen  G  und  F  jeder  Operation 
™t  einen  Gruppe  eine  und  nur  eine  wohlbestimmte  Operation  der 
widern,  so  nennt  man  den  Isomorphismus  einen  holoedrischen  oder 
einstufigen,  wenn  dagegen  die  Zuordnung  keine  gegenseitig  ein- 
wuti«re  j^  so  heissen  die  Gruppen  meriedrisch  oder  mehrstufig 
isomorph. 

*chUiinger,  Differenti&lgleichuugeu.    II.  12 
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Aus  der  Definition  des  Isomorphismus  folgt,  dass  denjenif 
Operationen  der  einen  Gruppe,  die  eine  Untergruppe  constituir 
Operationen  der  andern  Gruppe  entsprechen,  die  ebenfalls  eine  Uni 
gruppe  ausmachen.  Wir  werden  also  von  einander  entsprechend 
Untergruppen  isomorpher  Gruppen  reden  können.  Einer  ausgezei 
neten  Untergruppe  der  einen  Gruppe  entspricht  dann  offenbar  ai 
eine  ausgezeichnete  Untergruppe  der  andern.  Also  entspricht  ii 
besondere  der  identischen  Operation  der  einen  Gruppe  ei 
ausgezeichnete  Untergruppe  der  andern. 

Möge  der  identischen  Operation  1  von  F  die  ausgezeichnete  Uni 

gruppe  E  von   G  entsprechen.     Sei   ferner   S  irgend   eine   Operat 

von  G,  die  der  Operation  £  von  F  entspricht,  dann  sind  die  sanu 

liehen  Operationen  von  G7  die  der  Operation  E  von  F  entsprechen, 

der  Form 

eS    oder    Se 

enthalten,   wo  e  irgend   eine  Operation   von  E  bedeutet.     Wenn 
Gruppen   G  und   F  holoedrisch   isomorph  sind,   so  besteht  E  einfi 
aus  der  identischen  Operation  1  allein. 

Unter  Benutzung  dieser  Terminologie  können  wir  also  jedenfk 
sagen: 

Die  projeetive  Gruppe  A  von  (n — 1)  Variabein  ist  d» 
speciellen  linearen  homogenen  Gruppe  L  von  n  Variabel 
und  beide  sind  der  allgemeinen  linearen  homogenen  Grup] 
L  isomorph. 

Fragen  wir  nun  nach  denjenigen  Operationen  von  L  und  L}  die  d 
identischen  Operation  von  A  entsprechen. 
Soll  die  lineare  Substitution 

n 

(7)  y.=^a.xyx         (.=!.»,•••-) 

X  =  l 

der  Gruppe  L  der  identischen  Substitution  von  A  entsprechen,  so  mn 

iß)  Vi      1=  -T 1 i =  Vi     i  («  =  2,V--» 

sein.     Daraus   folgt,    da   diese    Gleichungen    identisch,   d.   h.    für   a 
Werthesysteme  der  r/lf  i?2,  •  •  •  ym_t  bestehen  müssen, 


und  ferner 


aiu  =  0,     für     i  =j=  x 

et     =  cc     =  •  •  •  =  cc      =  t . 
ii       **«  im         y 
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wo  t  einen  noch  willkürlich  zu  wählenden  Parameter  bedeutet.  Also 
entspricht  der  identischen  Operation  von  A  die  aus  der  infinitesimalen 
Transformation 

(9)  yJL  +  yJL+      ••+«     J£ 

erzeugte  eingliedrige  continuirliche  Gruppe  E 

(10)  yx  =  tyx  (x  =  l,  2,  ...ii), 

wo  t  einen  willkürlichen  Parameter  bedeutet.     Diese  ist  also  in  L  als 
ausgezeichnete  Untergruppe  enthalten. 

Bedeutet  (8)  eine  unimodulare  Substitution,  d.  h.  ist 

I«,    I  =  1  (i\x  =  l,  2,  •••»), 

so  unterliegt  der  Factor  t  noch  der  Bedingung 

i  h.  der  identischen  Operation  von  A  entspricht  die  endliche  Unter- 
gruppe 

(11)  9X  =  *9X  (x  =  l,2,.|.) 

der  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe  L7  wo  s  eine  nte  Einheits- 
^nrzel  bedeutet. 

Wenn  der  identischen  Operation  einer  Gruppe  F  die  ausgezeich- 
nete Untergruppe  E  einer  isomorphen  Gruppe  G  entspricht,  und  es 
entspricht  der  Untergruppe  y  von  F  die  Untergruppe  g  von  6r,  so  sind 
auch  y  und  g  isomorph,  und  der  identischen  Operation  von  y  entspricht 
eine  Untergruppe  e  von  E,  die  in  g  ausgezeichnet  enthalten  ist. 

Wir  schliessen  hieraus,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen 
der  Gruppen  A  und  L  einander  gegenseitig  eindeutig  entsprechen  müssen, 
fes  aber  die  Gruppe  L  nicht  von  infinitesimalen  Transformationen 
erceugt,  also  keine  continuirliche  Gruppe  ist.  Da  L  von  n  —  1 
Parametern  abhängt,  so  enthält  diese  Gruppe  genau  na  —  1  von  ein- 
ander unabhängige  infinitesimale  Transformationen.     Es  sind  dies 

Lm  die  entsprechenden  infinitesimalen  Transformationen  von  A  zu  bilden, 
^rechnen  wir  die  entsprechenden  Variationen  der  rj  7 1?2,  ••  -  y     t;  da 

*  Ä(y*\     yi*y*-y**vi      ,    _     , 

80  finden  wir 

12* 


i 
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df  df  cf  (       df     .  .  df   \ 

of__  df 

Cf   _         *f__  Jtf        ,  j£  4_  4_  ^ 

(»,x=sSfV»i  •  +*). 

Aus  diesen  infinitesimalen  Transformationen  ist  die  allgemeine  projeet 
Gruppe  A  erzeugt.  Der  Umstand,  dass  A  aus  infinitesimalen  Tra 
formationen  erzeugt  ist,  L  aber  nicht,  bewirkt,  dass  es  für  vi 
Betrachtungen  zweckmässiger  ist,  mit  der  projeetiven  Gruppe  statt  i 
der  unimodularen  homogenen  Gruppe  zu,  operiren. 
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Auf  Grund  der  in  der  vorigen  Nummer  gemachten  Bemerkung 
können  wir  uns  nunmehr  die  Bedeutung  der  Integralquotient 
Vi?  Vtf  ' '  '  VH-i  fi*r  di°  Integration  der  vorgelegten  Differentialgl« 
chung  (A)  vollständig  klar  machen. 

Was  zunächst  die  Transformationsgruppe  anlangt,  so  sei 
diese  Gruppe  für  die  Differentialgleichung  (A).  Die  der  Untergrup 
H  von  L  entsprechende  Untergruppe  H  von  L  ist  die  Transformatior 
gruppe  von  (31).  Statt  dieser  betrachten  wir  die  dieser  unimodular 
Gruppe  isomorphe  Untergruppe  @  der  projeetiven  Gruppe  A.  D 
identischen  Transformation  von  &  entspricht  dann  eine  ausgezeichne 
Untergruppe  von  H}  die  in  der  Gruppe  (10)  und  eine  ebensolc 
Untergruppe  von  H,  die  in  der  Gruppe  (11)  enthalten  sein  mu 
Eine  rationale  Differentialfunction  der  y  }  yi7  •  •  •  yn,  die  bei  der  Grup 
(10)  ungeändert  bleibt,  ist  eine  homogene  Function  nullten  Grac 
der  ylf  yt7  •  •  •  yn  und  ihrer  Ableitungen;  so  weit  also  solche  Dif 
rentialfunctionen  der  ylf  y2,  •  •  yn  in  Betracht  kommen,  kann  man  si 
auf  das  Studium  der  Integralquotienlen  und  der  zugehörigen  pro} 
tiven  Gruppe  beschränken.  Dies  ist  ferner  zulässig,  wenn  es  sich  i 
homogene  Gleichungen  beliebigen  Grades  zwischen  den  yv  yv  ••• 
und  deren  Ableitungen  handelt,  da  diese  offenbar  bei  Transformatior 
der  Gruppe  (10)  erhalten  bleiben. 

In  Bezug  auf  die  Monodromiegruppe  h  von  (A)  gelten  die  a: 
logen  Bemerkungen.  Bedeute  h  die  dem  h  entsprechende  Untergnq 
von  L,  d.  h.  die  Monodromiegruppe  von  (81)  und  #  die  zu  h  isomorj 
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projective  Gruppe,  so  entspricht  der  identischen  Transformation  von  & 
eine  in  (10)    beziehungsweise    (11)    enthaltene    ausgezeichnete   Unter- 
gruppe von  h  beziehungsweise  Ä.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Wenn    die    Integralquotienten    rj17  1?3,  •  •  •  fjn_l    bei    einem 

Cmlaufe  der  unabhängigen  Variabein  x  ungeändert  bleiben, 

so    multipliciren   sich  die  Integrale   y  9  y2,  •  •  •  yn  von  (A)  mit 

einer  Constanten,  die  Integrale  t)17 l)2,  •  •  •  i)n  von  (Ä)  mit  einer 

Mt*n   Einheitswurzel. 

Wenn  wir  einen  Integralquotienten,  z.  B. 

% 

als  eine  rationale  Differentialfunction  der   yl7  y27  •  •  •  yn  auffassen,   so 

können  wir  nach  der  dieser  Function  entsprechenden  Resolvente  der 

Differentialgleichung  (A)  fragen,  d.  h.  (vergl.  Nr.  147,  S.  58  ff.)  nach#der 

algebraischen  Differentialgleichung  niedrigster  Ordnung,  der  i^  genügt. 

Wir  beschränken  uns  vorerst  auf  die  Betrachtung  des  „allgemeinen" 

Falles,  wo  die  Transformationsgruppe  der  Differentialgleichung  (A)  die 

allgemeine  lineare  homogene  Gruppe  L  ist.    Dann  haben  wir  also  nach 

den  in  der  Nr.  143  (S.  48)  angegebenen  Vorschriften  zunächst  in  den 

Ausdruck  von   tjt  für  y  7  y27  •  •  •  yn  die  aus  diesen  Grössen  durch   die 

allgemeinste  Transformation  von  L 


V> 


n 


y 


+  o 


(f,x  =  l,  !,•••«) 


hervorgehenden  Grössen  zu  setzen;  der  so  entstehende  Ausdruck 

h^gt  von  2n —  1  wesentlichen  Parametern  ab  und  stellt  (vergl.  Nr.  179, 
&•  1*6)  den  allgemeinsten  Integralquotienten  dar. 

Es  wird  also,  nach  den  Sätzen  der  Nr.  144  (S.  50),  die 
Function  r\  bei  genau  n  — 2w -(- 1  infinitesimalen  Transfor- 
mationen von  L  ungeändert  bleiben  und  einer  algebraischen 
Differentialgleichung  (2n — l)*01,  Ordnung  mit  in  x  rationalen 
Konfidenten  genügen.  Diese  Differentialgleichung  ist  so  be- 
8chaffen?  dass  ihr  allgemeines  Integral  rj  sich  als  gebrochene 
lineare  Function  mit  willkürlichen  Coefficienten  (die  nichts 
anderes  sind  wie  die  Integrationsconstanten)  von  n  —  1  par- 
^cularen  Integralen  rj17  rji7  •  •  •  rjn_t  darstellen  lässt. 

Ein  Fundamentalsystem  von  Integralquotienten  spielt  also  für 
^  Differentialgleichung  (2w —  l)ter  Ordnung  eine  ähnliche  Rolle,  wie 
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das  Fundamentalsystem  von  Integralen  y17  y27  •  •  •  yn  für  die  lineare 
Differentialgleichung  (A).  Wenn  die  Transformationsgruppe  von  (A) 
nicht  gerade  die  allgemeine  homogene  lineare  Gruppe  L  ist,  so  können 
wir  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

Für  die  Differentialgleichung  (2n —  l)16*  Ordnung,  der  die 
Integralquotienten  rj  der  Differentialgleichung  (A)  Genüge 
leisten,  haben  die  projectiven  Gruppen  S  und  #,  die  der 
Transformationsgruppe  H  beziehungsweise  der  Monodromie- 
gruppe  h  von  (A)  isomorph  sind,  dieselbe  Bedeutung,  wie  die 
Gruppen  H  und  h  für  die  Differentialgleichung  (A)  selbst. 
Die  Gruppe  &  ist  natürlich  stets  eine  abzählbare,  während 
die  Gruppe  @,  sofern  sie  keine  endliche  ist,  stets  continuir- 
liche  Schaaren  von  Transformationen  enthält. 

.  Wir  werden  im  Folgenden  oft  die  Gruppe  0  die  Transformations- 
gruppe, #  die  Monodromiegruppe  der  Integralquotienten  der  Diffe- 
rentialgleichung (A)  nennen. 

Die  Form  der  Differentialgleichung  (2w  —  l)ter  Ordnung  für  rj  ist 
im  Allgemeinen  eine  sehr  complicirte,  wir  werden  dieselbe  sehr  bald 
für  den  einfachsten  Fall  n  =  2  aufstellen.  Jedenfalls  ist  von  vornherein 
klar,  dass  die  Differentialgleichung  für  r\  nur  von  den  Coefficienten  der 
Differentialgleichung  (31)  abhängen  kann,  da  sie  ja  ungeändert  bleiben 
muss,  wenn  wir  von  der  Differentialgleichung  (A)  durch  die  Trans- 
formation 

y  =  kz 

zu  einer  andern  Differentialgleichung  übergehen. 

Die  Betrachtung  der  Integralcurve  6,  die  durch  die  Gleichungen 

dargestellt  wird,  veranlasst  uns  jetzt  noch  einen  weiteren  Schritt  zu 
machen. 

Wir  hatten  die  Curve  &  dargestellt,  indem  wir  die  homogenen 
Coordinaten  ihrer  Punkte  als  Functionen  eines  Parameters  x  auffassten* 
für  die  Natur  der  Curve  ist  aber  die  besondere  Wahl  dieses  Para- 
meters offenbar  unwesentlich.  Wir  können  zu  einem  andern  Para- 
meter übergehen,  indem  wir  x  gleich  einer  Function  qp(|;)  einer  neuen 
Variabein  §  setzen 

(1)  *  =  *>(£), 

dadurch  wird  die  ursprüngliche  Differentialgleichung  (A)  in  eine  Diffe- 
rentialgleichung mit  der  unabhängigen  Variabein  j;  transformirt,  für 
welche  die  Curve  K  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  für  (A).  Combiniren 
wir  diese  Transformation  mit  der  Transformation 
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wo  l  irgend  eine  Function  von  x  bedeutet,  so  erhalten  wir  also  die 
Allgemeinste  Differentialgleichung  für  z  als  Function  von  £,  zu  der 
dieselbe  Integralcurve  E  gehört  wie  zu  (A). 

Für  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

verliert  die  Curve  6  insofern  ihre  Bedeutung,  als  wir  in  diesem  Falle, 
^"enn  wir  die  Elemente  yl7  ya  eines  Fundamentalsystems  als  homogene 
Coordinaten  eines  Punktes  auf  einer  geraden  Linie  deuten,  ein  Con- 
fcinuum  von  Punkten  erhalten,  welches  mit  dieser  Geraden  von  der- 
selben Dimension  ist.  Wir  schliessen  hieraus,  dass  diese  Gerade  selbst 
m  gewissem  Sinne  die  Rolle  der  Integralcurve  spielt,  so  dass  also  alle 
linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in  diesem  Sinne  die- 
selbe Integralcurve  haben. 

Dies  bestätigt  sich  dadurch,  dass  jede  lineare  homogene 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  jede  andere  durch 
Transformationen  von  der  Form  (1)  und  (2)  übergeführt 
w*rden  kann. 

Sei  nämlich 

lr3K^nd  eine  andere  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung.     Setzen  wir 
dann 

(3>  y  = «  9,    *  —  e  J       h 

s°  erhalten  wir  für  t)  und  3  die  Differentialgleichungen 

^  S-+(P,-ft'(*)-F1>-0> 

^  0  +  fe-?1'(i)-</;)j  =  o, 

w°    wir,  wie  auch  stets  im  Folgenden,  durch 

uie    x*  Ableitung  einer  Function  f  nach   dem  beigeschriebenen  Argu- 
^«nte  t  bezeichnen. 
Seien 

'**«  Quotienten  der  Elemente  eines  Fundamentalsystems  von  (3l2)  be- 
»«oongsweise  (©,),  dann  ist  (Nr.  179,  S.  175,  Gleich.  (2.)) 
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ci  ci 


9i  =  ,73^ »      h  °= 


wo  cv  ct  Constanten  bedeuten.     Bilden  wir  nun  die  Ausdrücke 

i  d2ix     ^"(e'-S^tenö 


-  '©. 


so  ist 

(4)  ^  (*) -*i' +  *,'(*) -ft, 

und  dies  ist  nichts  anderes  wie  die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 
(2w  — 1  =  3  für  n  =  2),  der  die  Integralquotienten  von  (Aa)  genügen. 
Ebenso  haben  wir 

(5)  ^(|)-fii +§;«)-«.• 

Für  den  Differentialausdruck  ^(    \  der  gewöhnlich  als  dieSchwarz'sche 

Ableitung  bezeichnet  wird,  gelten  nun  die  leicht  zu  verificirenden 
Gleichungen 

(b)         „o'-^+^y, 

wir  haben  folglich  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (4) 

(•>  '©-«'  +  *'M-*-''(*)(g)' 

Wenn  wir  nunmehr  $  als  Function  von  x  durch  die  Gleichung 

(7)  nid  =  m 

definiren,  so  ist  also 

(8)        jQ  -Pl'+Pl'(x)  -  ft  -  (*,8  +  Sl'(|)  -  qt)  (jg)' 

eine  Differentialgleichung  für  diese  Function  £,  deren  Coefficienten  von 
den  Coefficienten  der  Differentialgleichungen  (A2),  (B2)  in  einfachster 
Weise  abhängen.  Wir  haben  dann  noch  zwischen  y  und  z  die  aus 
den  Gleichungen  (3)  und  (7)  folgende  Beziehung 

—fp\ dx  +/?i d*  l  /dx 
wodurch  unsere  Behauptung  bewiesen  ist. 


2 
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Nimmt  mau  speciell 

«,4  +  *,'(*)  -  ff,  -  o, 

so  wird  die  Gleichung  (8)  mit  (4)  identisch;  also  ist  in  diesem  Falle 
|  selbst  ein  Integralquotient  von  (A2);  d.  h.  durch  Einführung  von  rj 
als  unabhängiger  Variabein  und  durch  die  Transformation 

t/  =  e  ^^. 

VV(*) 

verwandelt  sich  (As)  in  die  Differentialgleichung 


*5  -  0. 

Wir  werden  sehr  bald  eine  Verallgemeinerung  dieses  Ergebnisses  auf 
den  Fall  einer  Differentialgleichung  fwtor  Ordnung  kennen  lernen 
(Nr.  185,  S.  205). 

Die  linke  Seite  der  Differentialgleichung  (4)  ist,  da  sie  sich  rational 
durch  die  Coefficienten  von  (A0)  und  deren  Ableitungen  darstellen  lässt, 
als  Function  von  r\  aufgefasst,  eine  Differentialinvariante  der  allgemeinen 
projektiven  Gruppe  in  rj,  d.  h.  der  Gruppe 

wir  haben  also 


w 


und  dadurch  ist  die  Thatsache,  dass  das  allgemeine  Integral  von  (4) 
als  linear  gebrochene  Function  einer  particiliaren  Lösung  rj  dargestellt 
werden  kann,  in  Evidenz  gesetzt. 


181.    Allgemeines  über  Invarianten.     Algebraische  Formen. 

Aequivalenz  linearer  Differentialgleichungen  von  höherer  als  der 

zweiten  Ordnung.     Invarianten  dieser  Aequivalenz.     Gewicht. 

Wenn  die  Ordnungszahl  n  der  Differentialgleichung  (A)  grösser 
töt  wie  zwei,  so  kann  (A)  nicht  in  jede  lineare  Differentialgleichung 
derselben  Ordnung 

durch  die  beiden  Transformationen  (1)  und  (2)  übergeführt  werden, 
andern  es  müssen,  wenn  eine  solche  Ueberführung  möglich  sein  soll, 
zwischen  den  Coefficienten  der  Gleichungen  (A),  (B)  gewisse  Beziehungen 
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bestehen.     Ueber  die  Natur   dieser  Beziehungen  können  wir  uns  vc 
vornherein  durch  einige  allgemeine  Bemerkungen  orientiren. 

Wenn  man  eine  ganze  rationale  homogene  Function  n%Xmx  Grade 
der  n  Unbestimmten  xl9  x%,  •  •  •  xn7  eine  sogenannte  Form, 

f==  'S1  a.  .      .  x.  x.  -  •  •  x.  , 

wo  die  Summation  sich  auf  alle  Combinationen  der  Zahlen  1,  2, •  •  • 
zu  je   m   mit   unbedingter   Wiederholung   bezieht,   durch   die  linear 
homogene  Substitution 


(*)  *i=  2  "'***'     iÄ-l  +  °         H  —  M'"'*' 

transformirt,  so  verwandelt  sie  sich  in  eine  ebenso  beschaffene  Fora 
der  *,,*,,•■•*. 

Wenn  n  =  2,  m  =  2  ist,  d.  h.  für  binäre  quadratische  Formen,  weis 
man,  dass  sich  jede  solche  Form  in  jede  andere  durch  eine  linear 
homogene  Substitution  transformiren  lässt;  für  Formen  höheren  Grade 
und  mit  mehr  als  zwei  Unbestimmten  ist  es  dagegen  im  Allgemeine 
nicht  möglich,  eine  lineare  Substitution  von  der  Gestalt  (I)  anzugebe: 
die  eine  gegebene  Form  f  in  eine  ebenfalls  gegebene  Form  g>  überfühl 
Damit  eine  solche  Ueberführung  möglich  sei,  müssen  zwischen  da 
Coefficienten  der  beiden  Formen  /'  und  (p  gewisse  Beziehungen  \m 
stehen.  Man  erhält  diese  Beziehungen,  wenn  man  sich  in  f  die  Su_ 
stitution  (T)  wirklich  ausgeführt,  dann  die  Coefficienten  b.  .      ,    der 

V    '  ©7  al'S"-'lM 

entstehenden    Form    als    Functionen    der    a.  .  und   der   a.     hi 

geschrieben   denkt    und    zwischen    den   so    entstehenden    Gleichung« 

den    sogenannten    Transformationsrelationen,    die    a.      elimini 

Wie  in  der  Algebra  gezeigt  wird  (vergl.  z.  B.  Aronhold,  Ueber  ei. 

fundamentale  Begründung  der  Invariantentheorie,  Crelle's  Journal,  Bd.  € 

S.  281  ff.),  lässt  sich  das  Resultat  dieser  Elimination,  wenn  man  no< 

die  Gleichung 

d  =    a.  \         (f,x=i,2, •••») 

hinzunimmt,  im  Allgemeinen  in  die  Form  setzen 

wo    die    Gx   ganze    rationale    homogene    Functionen   der    sammÜich« 
Grössen  bedeuten,  die  aus  der  in  der  Parenthese  geschriebenen  Gros» 
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Ar  alle  in  Betracht  kommenden  Werthesysteme  der  iv  i2,  •  •  •  i    her- 
vorgehen, wahrend  die  px  bestimmte  positive  ganze  Zahlen  sind. 

Man  nennt  zwei  Formen  /"und  q>,  die  durch  eine  Transformation 
(I)  in  einander  übergeführt  werden  können,  (im  algebraischen  Sinne) 
äquivalent  und  hat  also  den  Satz: 

Damit  zwei  Formen  f  und  <p  aequivalent  sind,  ist  noth- 
▼  endig  und  (im  Allgemeinen  auch)  hinreichend,  dass  gewisse 
homogene  Functionen,  gebildet  aus  den  Coefficienten  von  ff 
sieh  von  denselben  ganzen  homogenen  Functionen,  gebildet 
aU8  den  Coefficienten  von  <p,  nur  durch  Factoren  unterschei- 
de», die  wohlbestimmte  Potenzen  einer  festen  Grösse  d  sind. 

Diese  ganzen  homogenen  Functionen  Gl  haben  die  Eigenschaft,  sich 
nUx  mit  einer  ganzen  Potenz  der  Substitutionsdeterminante  6  zu 
***oltipliciren,  wenn  man  von  der  Form  f  zu  der  aequivalenten  Form  q> 
^ Hergeht,  man  nennt  dieselben  die  Invarianten  der  Form  f  und  jene 
Potenz  fij  das  Gewicht  der  Invariante  Gv  Durch  Quotientenbildung 
Mxs  Potenzen  dieser  relativen  Invarianten  kann  man  zu  Ausdrücken 
Solingen,  die  beim  Uebergange  von  einer  Form  zu  ihrer  aequivalenten 
*V>solut  ungeändert  bleiben,  und  man  hat  dann  als  Bedingung  für  die 
aequivalenz  zweier  Formen  f  und  <p  die  Gleichheit  ihrer  so  gebildeten 
absoluten  Invarianten  anzusehen. 

Die  Ausdrücke  der  Coefficienten  b  der  transformirten  Form  durch 

die  Coefficienten  a  der  ursprünglichen  und  die  a.x  (die  Transformations- 

relationen)  sind  in  den  a  linear,  man  kann  sie  also  auffassen  als  eine 

lineare  homogene  Transformation  der  Grössen  a  in  die  Grössen  b.   Die 

Gesammtbeit   dieser  Transformationen,   die  man  erhält,   wenn  man  die 

fttl  alle  möglichen  Werthe  annehmen  lässt,  die  durch  die  Ungleichung 

Schränkt  sind,  bildet  offenbar  eine  continuirliche  n2-gliedrige  alge- 
braische lineare  homogene  Gruppe  in  den  Grössen  a.  Die  absoluten 
Varianten  der  Form  f  sind  dann  nichts  anderes  als  die  Invarianten 
**r  Gruppe. 

Aehnlich  wie  bei  der  Aequivalenz  algebraischer  Formen  ist  es, 
Wenn  man  nach  den  Bedingungen  sucht,  die  erfüllt  sein  müssen,  damit 
Endweiche  analytische  Gebilde  in  irgend  einem  wohldefinirten  Sinne 
Univalent  sein  sollen.  Die  Bedingungen  ergeben  sich  stets  in  der 
'onn,  dass  gewisse  Invarianten  dieser  Aequivalenz  für  beide  Gebilde 
flbereinstimmen  müssen. 

Wir  nennen  zwei  lineare  Differentialgleichungen  (A),  (B)  einander 
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aequivalent,  sofern  die  eine  aus  der  andern  durch  eine  Transformation 

von  der  Gestalt 

y=kz,    x  =  <p{l) 

hervorgeht.  Wenn  wir  dann  nach  den  Bedingungen  fragen,  die  zwischen 
den  Coefficienten  von  ( A)  und  (B)  bestehen  müssen,  damit  diese  Diffe- 
rentialgleichungen aequivalent  seien,  so  erwarten  wir  nach  dem  eben 
dargelegten  Princip,  dass  sich  diese  Bedingungen  anch  in  der  Form 
darstellen  lassen  werden,  dass  gewisse  aus  den  Coefficienten  von  (A) 
gebildete  Ausdrücke  mit  denselben  Ausdrücken,  gebildet  aus  den 
Coefficienten  von  (B),  übereinstimmen. 

Dass  dies  in  der  That  der  Fall  ist,   wollen  wir  nunmehr   zeigen. 

Wir  wollen  der  Einfachheit  wegen  voraussetzen,  dass  in  den  beiden 
Differentialgleichungen  (A\  (Bi  der  Coefficient  der  (» —  1)***  Ableitung 
verschwindet,  also 

2\  =  °>     2i=°> 

und  überdies  möge  dem  Coefficienten  der  xten  Ableitung  (x= 0,1, •••*• — 2) 
der  numerische  Coefficient  fBinomialcoefficient ) 

II iH  —  1)  •  •  •  \M  —  *  +  D 

x  l  •  2  -    •  x 

als  Factor  vorgesetzt  werden.  Wir  haben  also  dann  die  gegebenen 
Differentialgleichungen  in  der  Form 

(A)  ^  +  *.pt  *'-^  +  •  •  •  +  p,y  =  0, 

dx  dx 


r«-S. 


(B)  £l  ~  n.q.  ^-1  +  -  -  •  +  uz  =  0. 


dV  -   -  d*n    " 


Soll  nun 


y  =  kz,     g  =  *\x),     x  =  <p(£) 

sein,  so  folgt  zunächst  durch  Ausführung  der  Substitution 

y  =  kz 

in  <  A)  für  z  als  Function  von  x  die  Differentialgleichung  (vergL 
Xr.  172,  S.  145 1 

,A)  d7^n-t-d^  +  n^+—  >I7^  +  '  "  =  0' 

Führen  wir  in  dieser  Differentialgleichung  an  die  Stelle  von  x  die 
neue  unabhängige  Variable  £  ein,  so  haben  wir  zunächst  die  Ablei- 
tungen von  z  nach  x  durch  die  Ableitungen  von  z  nach  |  darzustellen. 
Man  findet 


f 
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£-  =  ^  *'<*?  +  3  ^  rare*)  +  g  «"(*), 


allgemein  ist  nach  einer  von  Herrn  Schlöinilch  gegebenen  Formel 

(m=l,2,S  •••), 


CTZ  <£l4*»    d*Z 


m 

=  V 


x  =  l 

wo   -4mÄ  als  ganze  Function  der  Ableitungen  von 

S  =  ?(*) 

durch  die  Gleichungen 

definirt  werden  kann.    Es  ist  also  z.  6. 

4*.-,  =  (»»  -  !)!  ^"(sVO*)"'-1- 

Setzt  man  diese  Werthe  in  (A)  ein,  so  muss  die  so  entstehende 
Differentialgleichung  für  z  als  Function  von  £  mit  (B)  übereinstimmen. 
Man  findet  nach  Herrn  Forsyth  allgemein  durch  Coefficientenverglei- 
chung: 

(9)         j^%qn    x=  v"v"X^-i=-_A('V)     <,  =  o,,,v»-i) 
v    '  (n  —  x)!  **— *       ^^^     ^i     i!v!(n  —  *  —  v)\        v  ' 

wo    J>0  =  1,  ft  =  0  zu  nehmen  ist.     Da   «^  =  0  sein  sollte,   ergiebt 
sich  für  x  =  n  —  1 

/im  *(x)  _  n— 1  j"(x) 

^lVJ)  l     ~  2       t'(x)9 

dadurch  ist  also  in  diesem  Falle  der  Factor  k  festgelegt;  berücksichtigt 
man  diesen-  Werth  von  k  und  setzt 

6'» 
so  hat  man 

Uij  «,«'(*)•  -ä  +  V.'  (t  ^-  *'(*))> 

(12J  <Z85»S  =  Pi  -  SptZ  +  "  + *  (Z"(s)  -  3Z»Z  +  Z\ 

u.  s.  w. 

Der    Process   der  Herstellung   von   Bedingungen    dafür,    dass   die 
Transformation  der  Gleichungen  (A),  (B)  in  einander  möglich  sei,  be- 


=  z, 
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steht  nun  darin,  dass  man  aus  den  „Transformationsrelationen"  (9)  und 
den  sich  daraus  durch  Differentiation  ergebenden  Beziehungen  zwischen 
den  Ableitungen  der  Coefficienten  px  und  qx  die  Ableitungen  von  X 
und  £  nach  x  zu  eliminiren  sucht. 

Diese  Elimination  kann  nun  so  bewirkt  werden,  dass  die 
Resultate  derselben  in  der  eigenthümlichen  separirten  Form 
erscheinen: 

*'(*)*  G„(«s>  •■•*„,  %  •    •)  =  G*{P»  •••*„,  %  ■  ■  •), 

wo  die  GK  ganze  Functionen  der  Coefficienten  q  und  ihrer  Ableitungen 
beziehungsweise  der  p  und  ihrer  Ableitungen  bedeuten. 

Z.  B.  ergiebt  sich,  wenn  man  die  Gleichung  (11)  differentiirt: 

*H  s»8 = Tx  -  2p*z + ^  (z"w  -  3z'mz + z*>> 

und  nach  (12)  ist  folglich 
man  nennt  den  Ausdruck 


Ps  —  T  a„  ==W^ 


der  sich  also  von  dem  entsprechenden  Ausdrucke  gebildet  aus  den 
Coefficienten  von  (B) 

nur  durch  die  dritte  Potenz  der  Grösse  £'(#)  als  Factor  unterscheidet, 

eine  Invariante  vom  Gewichte  drei. 

Betrachtet  man  die  Gleichungen  (9),  unter  Berücksichtigung  von 

(10),  für 

x  =  n  —  2,    n  —  3,  •  •  •  n  —  v, 

differentiirt  die  erste  [v  —  2) -mal,  die  zweite  (y  —  3)-mal  u.  8.  f.,  die 
vorletzte  einmal,  so  kann  man  eine  ganze  Function  der 

finden,  wir  bezeichnen  dieselbe  durch 

die  so  beschaffen  ist,  dass,  wenn  man  sie  mit  der  vten  Potenz  von  £'(T) 
multiplicirt  und  für  die  Grössen  (14)  ihre  Ausdrücke  durch  die  px  und 
deren  Ableitungen  einsetzt,  sich  dieselbe  ganze  Function 
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der  Grossen 

P*>  '  # '  P*>   ~dx>  dx    >'">  ^~/=* 

ergiebt.    Es  ist  also 

und  man  nennt  &    eine  Invariante  vom  Gewichte  v. 
Auf  diese  Weise  erhalten  wir  für 

v  =  3,  4,  •  •  •  n 

im  Ganzen  n  —  2  solche  Invarianten ,  und  die  Gleichungen  (15)  stellen 
im  Allgemeinen,  wenn  man  noch  i'(x)  als  eine  unbestimmte  Grösse 
ansieht,  das  Kesultat  der  Elimination  aus  den  Transformationsrela- 
tionen (9)  dar;  sie  liefern  also  die  noth wendigen  und  (im  Allgemeinen 
auch)  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dass  die  Gleichlingen  (9)  be- 
stehen, oder  was  dasselbe  heisst,  dafür,  dass  die  Gleichungen  (A),  (B) 
durch  die  Transformation 

y  =  kz,    x  =  <p(i), 
wo  A  durch  die  Gleichung  (10)  bestimmt  ist  und  q>  (£)  durch 


*«>-/*% 


gegeben  wird,  in  einander  übergehen. 

Betrachtet  man  die  Gleichungen  (9)  —  immer  unter  Berücksich- 
tigung von  (10)  —  als  Definitionsgleichungen  einer  gewissen  Trans-- 
formation  der  Coefficienten  p„,  •  •  •  pn  in  die  &,•••},  so  ist  klar, 
dass  die  Gesammtheit  dieser  Transformationen,  die  für  alle  möglichen 
Wahlen  der  Function  x  =  qp(£)  zum  Vorschein  kommen,  eine  con- 
tinuirliche  Gruppe  bilden.  Die  Invarianten  frv  stellen  dann  für 
'=»3,4,  •  •  •  n  ein  System  von  relativen  Differentialinvarianten 
dieser  Gruppe  dar,  von  welchem  man  durch  Potenziren  und  Quotienten- 
kildung  zu  einem  Systeme  von  n  —  3  absoluten  Diiferentialinvarianten 
fibergehen  kann. 

i 

182.  Bestimmung  der  Form  der  Invarianten.     Infinitesimale  Trans- 
formation einer  Differentialgleichung  in  eine  aequivalente. 

Wir  wollen  nunmehr  einige  Sätze  kennen  lernen,  die  Herr  Forsy  th 
Ar  solche  Invarianten  aufgestellt  hat,  und  die  uns  auch  dazu  dienen 
werden,  die  expliciten  Ausdrücke  für  dieselben  zu  finden. 

Es  möge  zunächst  jedem  Coefficienten  der  Differentialgleichung 
»*"  Ordnung  (A)  eine  gewisse  Dimension  beigelegt  werden;  p    möge 
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die  Dimension  —  x  haben.  Ebenso  könnten  wir  z.  B.  der  abhängigen 
Variabein  y  eine  gewisse  Dimension  beilegen,  die  im  Uebrigen  ganz 
willkürlich  angenommen  werden  kann,  wir  wollen  sagen  m.  Dann 
setzen  wir  fest,  dass  sich  die  Dimension  einer  Function  von  x  durch 
jede  Differentiation  nach  x  um  eine  Einheit  erniedrigt,  so  dass  also 
y{*\x)  die  Dimension  m  —  x,  und  p^\x)  die  Dimension  — x  —  *  erhalt- 
Die  Dimension  des  Gliedes 

(n  —  x)/    \ 

der  linken  Seite  von  (A)  ist  gleich  der  Summe  der  Dimensionen  i&'M 
beiden  Factoren,  d.  h. 

m  —  (n  —  x)  —  x  =  m  —  n, 

somit  für  jeden  Term  von  (A)  dieselbe.  Ganz  ebenso  verfahren  wii 
mit  der  Differentialgleichung  (B),  wir  legen  also  dem  qxl)(£)  die  Dime«rm 

sion  —  x  —  i  und  /  (£)  die  Dimension  m  —  x  bei. 
Betrachten  wir  nun  eine  Gleichung 

(16)  t'(xf  e(g) -*(*), 

wo  ®(x)  eine  ganze  Function  der  px  und  ihrer  Ableitungen  nach  -^ 
®(£)  dieselbe  Function  der  qx  und  ihrer  Ableitungen  nach  %  bedeut^^ 
so  ergeben  sich  aus  der  Gestalt  der  Relationen  (9)  und  der  aus  de^"» 
selben  durch  Differentiation  hervorgehenden  Gleichungen  ohne  weiter-^* 
die  beiden  Sätze: 

Auf  jeder  Seite  der^Gleichung  (16)  haben  alle  auftreten- 
den Terme  dieselbe  Dimension,  und 

beide  Seiten  dieser  Gleichung  haben  dieselbe  Dimension 
sowohl  in  Bezug  auf  x  als  auch  in  Bezug  auf  £. 

Sei  —  ö  die  Zahl,  welche  die  Dimension  von  0(x)  in  Bezug  auf 

x  angiebt,  so  ist  also  auch   <&(£)  von  der  Dimension  —  6  in  Bezog 

auf  §.    Der  Grösse  %(x)  muss  in  Bezug  auf  £  die  Dimension  -f-  T,  in 

Bezug  auf  x  die  Dimension  —  1  beigelegt  werden;  also  ist  (i  —  6  die 

Dimension  von  £'(#)"0(j;)    in  Bezug  auf  £  und   —  (i   die  Dimension 

derselben  Grösse  in  Bezug  auf  x,  da  0(6)  in  Bezug  auf  x  als  von  der 

Dimension  Null  anzusehen  ist.    Dagegen  ist  ®(x)  in  Bezug  auf  §  von 

der  Dimension  Null,  in  Bezug  auf  x  von  der  Dimension   —  <r.     Wir 

haben  folglich 

(l  —  0  =  0,      —  |X  =  —  tf, 

es  muss  also,  wenn  <&  eine  Function  von  der  Dimension  —  6  ist,  die 
Zahl  ft,  d.  h.  das  Gewicht  der  Invariante  ®7  gleich  6  sein. 

Auf  Grund  dieses  Ergebnisses  sind  wir  sofort  iin  Stande, 
die  Form  einer  Invariante  Sv  vom  Gewichte  v  hinzuschreiben. 
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Da  z.  B.  für  v  =  3  ps  und  p2'(x)  die  einzigen  in  Betracht  kom- 
menden Grössen  von  der  Dimension  —  3  sind,  so  muss 

ö80)  =  ai\  +  hP*'(x) 

sein,  wo  a,  b  numerische  Constanten  bedeuten  (vergl.  den  Ausdruck  für 
%%{x)  auf  S.  190).     Ebenso  ist  für  v  =  4 

(17)  eA(x)  -  apA  +  bP;  (x)  +  cpf  (x)  +  cpt\ 

und  f&r  v  =  5 

(18.1    •,(*)  =  ap5  +  bp4'(x)  +  <?*<?(*)  +  *jf  (»  +  W,  +  />tp,'(*) 

u.  s.  w. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  bekanntlich  in  der  Invarianten- 
theorie  der  algebraischen  Formen  die  Gestalt  einer  Invariante  von 
vorgeschriebenem  Gewichte  angeben;  für  die  Bestimmung  der  constanten 
(numerischen)  Factoren  bedient  man  sich  dann  gewisser  partieller 
Differentialgleichungen,  denen  jede  Invariante  genügen  muss  und  die 
nichts  anderes  besagen,  als  dass  die  Invariante  bei  den  infinitesimalen 
Transformationen  der  durch  die  Transformationsrelationen  dar- 
gestellten Gruppe  (vergl.  Nr.  181,  S.  1K7),  abgesehen  von  einer  Potenz 
der  Substitutionsdeterminante,  ungeändert  bleibt. 

Genau  ebenso  lassen  sich  nun  auch  die  in  den  Ausdrücken  der  0 
auftretenden  Constanten  bestimmen,  wenn  man  die  Un Veränderlichkeit 
(abgesehen  von  dem  Factor  £'(x)v)  dieser  Invarianten  bei  der  „infini- 
tesimalen Transformation",  der  durch  die  Gleichungen  (9)  dar- 
gestellten Gruppe  von  Transformationen  der  jp2,  p$,  •  •  •  pn  in  Evidenz 
setzt.  Was  man  in  diesem  Falle  unter  der  infinitesimalen  Transforma- 
tion zu  verstehen  hat,  ist  leicht  zu  erkennen. 

Eine  Transformation   der  Gruppe  (9)  wird   bestimmt  ditfch  Fixi- 
rung  der  Function 

da  ja  die  Function  A  durch  die  Gleichung  (10)  festgelegt  ist,  wenn 
man  <p(x)  kennt.  Nehmen  wir  also  für  <p(x)  eine  Function,  die  sicli 
unendlich  wenig  von  x  unterscheidet,  d.  h.  setzen  wir 

(19)  t=x  +  e%(x), 

wo  b  eine  unendlich  kleine  von  x  unabhängige  Grösse,  %{x)  eine  will- 
kürliche Function  von  x  bedeutet,  so  stellen  die  dieser  Wahl  von  q>(x) 
»ntsprechenden  Gleichungen  (9)  jene  infinitesimale  Transformation  dar. 
Die  Function  k  bestimmt  sich  dann  nach  (10)  durch  die  Gleichung 

X  =  const.  (§'(#))     "  , 
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wenn  wir  also   die  Constante  der  Integration  gleich  Eins  wählen,  so 

haben  wir 

-  I  <»-D 
A  =  (l  +**'(*))    * 

Entwickeln  wir  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  nach 
Potenzen  der  unendlich  kleinen  Grösse  f  und  vernachlässigen  die  zweite 
und  die  höheren  Potenzen  derselben,  so  kommt 

A=l-i-(n-l)£z» 
und  hiernach 

Führen  wir  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  (9)  ein,  so  ergiebt 
sich,  wenn  die  höheren  Potenzen  von  e  immer  vernachlässigt  werden 
und  x  an  Stelle  von  n  —  x  gesetzt  wird, 

(20)    , =mi-k^*))-A£2*/^ -^^^W'-^C*);  • 

dies  ist  die  gesuchte  infinitesimale  Transformation.  Dieselbe  muss  nun 
durch  Differentiation  „erweitert"  werden;  man  findet 

(21)  7r  =  S* (1  ~ iy  +  *)n'<x))  ~  *sp<f+"{x) 

Setzt  man  die  sich  aus  (20),  (21)  ergebenden  Werthe  der  q  und 
ihrer  Ableitungen  in  den,  abgesehen  von  den  constanten  (numerischen) 
Coefficienteu,  aufgestellten  Ausdruck  einer  Invariante  Ö,(£)  ein,  so  muss 

rwö(g)  =  ®w? 

also,  da  nach  (19) 

£'(?)*=*  1  +  VB%(X) 

zu  nehmen  ist, 

(1  +vEz'M)et(l)  =  8r(x) 

sein,  und  diese  Gleichung  muss  identisch  bestehen.  Daraus  ergeben 
sich  nun  die  erforderlichen  Bestimmungsgleichungen  für  die  noch  un- 
bekannten numerischen  Coefficienteu  der  Invariante  S  (x). 


1 


£(»  + WV)-> 
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1<{  Explicite  Form  der  linearen  Invarianten  vom  Gewichte  3, 4, 5, 6, 7 
and  des  linearen  Theiles  derselben  für  beliebiges  Gewicht. 

Nehmen  wir,  da  für  v  =  3,  abgesehen  von  einem  constanten  Factor, 
keine  andere  Invariante  wie  die  bereits  gefundene  #s(#)  existiren  kann, 
den  Fall  v  =  4,  wo  also  ®4(5)  in  der  Form  (17)  darstellbar  sein  muss. 
Nach  i.  20")  ist  für  x  =  2 

9,  =  ft (i  -  2«Z''*>)  -  y  (»  +  1 )  *ZW<*) , 
also,  immer  wieder  unter  Vernachlässigung  der  höheren  Potenzen  von  £, 

q*  =p*ll  —  lez'w)  —  Y  (n  +  l)*Z{*\x)Pt 
und   für  x  =  4 

<h  —P^1  —  4«Z'(*))  ~  6«l"(*)ft  —  1»  +  5J«Z(J,)WP8 

iö 
ferner  hat  man  nach  (21 ) 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung 

('"/.  +  HU>  +  cqa"(t)  +  r?/)  (1  +  4«2'i*:) 

ein,  so  kommt  nach  Division  durch  —  t 

+  *  (3z" (x)l>,  +  3  ^  (i>*z'V))  +  "  + '  *<5)  (*) ! 

+  ^z»*/^)  +  *z(:V);>,  +  "-+--•  z(rV)j  =  <>, 

woraus  sich 

/>  =  —  2a 

c 


> 


3   om  +  7 
o    n  +  1       7 


aLso  för  a  =  1 

•    -  *v   /   *  /%      /  •    \     i     6        ff  ■   \  3   .r)w4-7       ü 

»t0o  =  *<(*)=*><  -  2/»3 1,')  +  ir  ;>,  i*)  -  -  y  „  f-t  1K 

ergiebt.      Auf  ähnliche  Weise  findet  man  für  v  =  5 

13* 
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^   -  A  5        ,  .     15      ,,  5      (S)/   \ 

•i1/  =  •*■■*■ —  *  —  S" *•  ■"■-'  +  t ft  "'  —  y *»  (*) 

10  7  n  -(-  1»       A  e 

-i   jr+I-j»s»,"- 

Wendet  man  das  gleiche  Verfahren  zur  Bestimmung  der  Invariante 
vom  Gewichte  •>  an,  so  bleibt  nicht  wie  bei  v  =  3,  4,  5  nur  ein 
Coefficient  der  als  constanter  Factor  unwesentlich  ist),  sondern  es 
bleiben  zwei  Coefficienten  willkürlich.  Dies  hangt  mit  dem  Umstände 
zusammen,  da**  ja  offenbar  #,'  eine  Invariante  vom  Gewichte  6  ist, 
so  dass  also,  wenn  &.  eine  spezielle  Invariante  dieses  Gewichts  be- 
deutet, auch 

eine  Invariante  vom  Gewichte  ti,  und  zwar,  da  sie  zwei  willkürliche 
Constanten  a,  h  enthalt,  die  allgemeinste  Invariante  dieses  Gewichtes 
sein  wird.  In  der  That  zeigt  sich  auch,  dass  der  zweite  bei  Bestim- 
mung  von  &€  willkürlich  bleibende  Coefficient  mit  ds~  multiplicirt  ist. 
Wir  werden  diejenige  Invariante  vom  Gewichte  6,  die  man  erhält,  wenn 
dieser  Coefficient  gleich  Null  gewählt  wird,  durch  {r6  bezeichnen.  Es 
ergiebt  sich 

ä    -  <»      '  ,    10      „  5     ,3^  ,     5     ,4i/  -  3« +  7       **  /    \ 

I»  +  »     ;,         n,  .      ,       »v  3  35iT+112»  +  9S      j 

-ui+iiv,1"-^'*.')-!  - ;*Tir  **• 

Da  für  v  =  7  das  Product  ^^  eine  Invariante  vom  Gewichte  7  ist, 
so  werden  bei  Bestimmung  von  S1  auch  zwei  Coefficienten  willkürlich 
bleiben,  von  denen  der  eine  ein  constanter  Factor,  der  andere  mit 
0"j#4  multiplicirt  ist.  Die  bei  Aimllirung  des  letzteren  sich  ergebende 
Invariante  bezeichnen  wir  durch  th,  dieselbe  ist 

o.  /  7       '/        i    1°5      "/   \        35    tai      \    ,    35    (4)/   \         7     (5)/    v 

•/*;  —  J»t  -  y  J»«  * ^  +  22"^  <•*>  _  n p*  '•■r)  +  si^»  ^  ~~  ü*'*  <•*) 

21  11  n  + 13       „,    .  <J    385»*  +1 72« n  +191»      »-    ,   x 

- n - ,,-+i  - /'AO -a—     {H+lf      - ft *»(*) 

Von  diesen  Ausdrücken,  die  wir  durch  das  an  den  Beispielen 
v  =  4,  5,  6,  7  dargelegte  und  allgemein  angedeutete  Verfahren  er- 
halten, wäre  a  posteriori  noch  nachzuweisen,  dass  es  auch  wirklich  In- 
varianten sind.  Man  kann  diesen  Nachweis  führen,  indem  man  zeigt, 
dass  ein  Ausdruck,  dessen  sämmtliehe  Tenne  in  dem  angegebenen 
Sinn*-  dieselbe  Dimension  haben  und  der  bei  der  infinitesimalen  Trans 


188.   Die  linearen  Invarianten.  197 

formafcion  (19)  die  Invarianteneigenschaft  besitzt,  auch  für  die  beliebige, 
l=ip(x)  entsprechende  Transformation  (relativ)  invariant  bleiben  muss. 
Man  hat  sich  hierbei  des  Princips  zu  bedienen,  wonach  eine  endliche 
Variation  durch  Superposition  infinitesimaler  Variationen  erzeugt  werden 
kann;  wir  gehen  auf  diesen  Nachweis  nicht  naher  ein. 

Die  so  bestimmten  Invarianten  haben,  wie  wir  an  den  ausgerech- 
neten Beispielen  sehen,  die  Eigenschaft,  aus  einem  in  den  Coefficienten 
der  Differentialgleichung  und  deren  Ableitungen  linearen  und  einem 
ait  |)2  oder  einer  Ableitung  von  p2  multiplicirten  nicht  linearen  Theile 
m  bestehen.  Herr  Forsyth  nennt  sie  aus  einem  sehr  bald  darzulegen- 
den Grunde  lineare  Invarianten. 

Für  den  linearen  Theil  einer  Invariante  vom  Gewichte  v  hat 
HerrBrioschi  die  folgende  Formel  aufgestellt 

woselbst 

.  A  l9-U-X)(9-*i-  !)»(»  -  2i)  . 

nr0—  L>         *,*-H         4(t  +  l)(2t+l)(v  —  t  —  l)(2v  —  2t  —  3)^,« 

w  nehmen  ist.    Indem  man  der  Invariante  ®v  mit  geeigneten  numeri- 
schen Factoren  multiplicirte  Producte  von  der  Form 

SS  (g<v) 

Ünzufilgt,  kann  man,  wie  Herr  Forsyth  gezeigt  hat,  auch  für  v>  7 
bewirken,  dass  die  nicht  linearen  Glieder  der  so  entstehenden  Invariante 
vom  Gewichte  v  entweder  p2  oder  eine  Ableitung  von  p2  als  Factoren 
enthalten.    Die    so   normirten   Invarianten    sind   dann   eindeutig   be- 
stimmt (abgesehen  von  einem  constanten  Factor),  wir  wollen  dieselben 
mit  &t  bezeichnen.     Zu   bemerken  ist  noch,   dass  die  linearen  Theile 
der  Invarianten,  wie  aus  dem  Brioschi' sehen  Ausdrucke  ersichtlich  ist, 
von  n  unabhängig  sind. 

Die  n  —  2  linearen  Invarianten  fra ,  0\ ,  •  •  •  #  können  auf  eine 
>esonders  einfache  Form  gebracht  werden,  wenn  man  noch  in  geeigneter 
rVeise  über  die  unabhängige  Variable  £  der  transformirten  linearen 
)ifferentialgleichung  verfügt.  Bisher  war  nämlich  nur  durch  die  For- 
erung  qx  =  0  der  Factor  X  festgelegt  (vergl.  Gleichung  (10)  S.  189), 
rührend  g  =  <p(x)  noch  ganz  willkürlich  gewählt  werden  konnte. 
ügen  wir  jetzt  noch  die  Forderung 

inzUj  so  ergiebt  die  Gleichung  (11)  (S.  189) 

2Z'(x)  =  Zi  +  n1l1pi; 
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setzen  wir  also 

y_i"(x)    =  _«*'(*) 

so  genügt  die  so   definirte  Function  £  von  x  der  linearen  Differential 
gleichung  zweiter  Ordnung 

und  es  ist 

(23)  A  =  r—,     &'(*)■=£• 

Die  aus  (A)  durch  die  Transformation 

hervorgehende  Differentialgleichung  (B)  ist  also  so  beschaf- 
fen, dass  in  derselben 

ist;  die  Reduction  von  (A)  auf  diese  canonische  Form  er- 
folgt durch  Integration  der  linearen  Differentialgleichung 
(22)  und  Ausübung  einer  Quadratur. 

Für   n  =  '2   liefert  dies  die  in   der  Nr.  1*1   (S.  185)  ausgeführte 
Reduction  auf  die  Form 

!'**-  =  o. 

Für  diese  canonische  Form  reduciren  sich  also  die  Invarianten 
#8,  ö-4,  * ' '  &„  anf  iüre  ^n  ('en  Coefficienten  der  Differentialgleichung 
und  deren  Ableitungen  linearen  Theile,  da  die  nicht  linearen  Theile 
entweder  mit  (/„  oder  einer  Ableitung  von  //„  multiplicirt  sind;  in 
diesem  Falle  sind  jene  Invarianten  also  wirklich  linear,  und 
dies  ist  der  Grund  für  die  von  Herrn  Forsyth  gewählte  Bezeichnung 
derselben  als  lineare  Invarianten.  Wir  werden  im  Folgenden  von  dieser 
canonischen  Form  wenig  Gebrauch  machen,  weil  im  Allgemeinen  die 
Coeffici eilten  derselben  transcendente  Functionen  der  unabhängigen 
Variabein  |  sind,  auch  wenn  die  Coefficienten  der  ursprünglichen 
Differentialgleichung  (A)  rational  oder  algebraisch  vorausgesetzt  werden. 

Wir  hatten  vorausgesetzt,  dass  in  der  Differentialgleichung  (A)  der 
Coefficient  der  (n  —  l)tGU  Ableitung  von  y  gleich  Null  sei,  und  hatten 
ferner  die  Transformation,  durch  welche  (A)  in  (B)  übergeführt  wird, 
so  eingerichtet,  dass  auch  in  (B)  die  (n  —  1  )tc  Ableitung  von  z  nicht 
vorkommt.  Es  hat  nun  keine  Schwierigkeit,  sicli  von  dieser  Voraus- 
setzung zu  befreien  und  die  Theorie  der  Aequivalenz  zweier  „vollstän- 
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diger"  linearer   Differentialgleichungen    zu   entwickeln.     In    der   That, 
wenn  die  beiden  vollständigen  Differentialgleichungen 

•A)  — -  +  pt ?  +  •••  +  ;>//  =  o, 

(B)  -"*  +  </,  — ■■  H 1-  q  z  =  0 

durch  eine  Transformation  von  der  Form 

in  einander  übergehen,  so  gehen  die  Differentialgleichungen 


wo  ( vergl.  Nr.  1 72,  S.  146 ) 

•      y  =  c  l),     z  =  e  J 

gesetzt  wurde,  durch  die  Transformation 

aus  einander  hervor,  d.  h.  (A),  (B)  sind  dann  und  nur  dann  einander 
äquivalent,  wenn  (91),  (93)  einander  aequivalent  sind. 

Wir  haben   also,  um    die   Bedingungen    der  Aequivalenz    für    die 

vollständigen  Differentialgleichungen  (A),  (B)  aufzustellen,  nur  die 

Ausdrücke  der  Invarianten  &$}&v''m&H,  gebildet  aus  den  Coefficienten 

von  (äi  beziehungsweise  (83),  darzustellen  durch  die  Coefficienten  von 

■'Aj  beziehungsweise    (B),    was    mit  Hülfe    der    Formeln   der  Nr.  172 

(S.  147)  leicht  geschehen  kann. 


Sechstes  Kapitel. 

184.    Quadrinvarianten.    Absolute  Invarianten.    Differentialgleichung 
für  eine  ans  den  Integralen  der  gegebenen  Gleichung  gebildete  Form. 

Aus  den  (n  —  2)  linearen  Invarianten  #8,  «Jr4,  •  •  •  &n  kann  man 
durch  mannigfaltige  Processe  andere  Invarianten  herleiten.  Besonders 
wichtig  sind  die  von  Herrn  Forsyth  sogenannten  Quadrinvarianten 
vom  Gewichte  zwei,  die  sich  auf  folgende  Weise  ergeben. 

Wenn  wir  die  Gleichung 

logarithmisch  differentiiren,  so  erhalten  wir 

d\og&v(x)        rflog*r(fi) 
v  Ax  d\ 

und  durch  abermalige  Differentiation 

VZ(X)=       ^       -Zi(x)—4i—-l(x)  -—t 

Setzt  man  die  sich  hieraus  ergebenden  Werthe  von  Z*}  Z\x)   in   die 
Gleichung  (11)  (S.  18!))  ein,  so  kommt 


wenn 

|2 


*  •  '  dx*  x         \       dx       /         n  +  l 


gesetzt  wird.  Diese  Ausdrücke  für  v  =  3,  4,  •  •  n  sind  jene  Quadrin- 
varianten; sie  reduciren  sich  für  die  canonische  Form  (j2  =  0)  der 
Differentialgleichung  (B)  auf 

Die  Invariante  £>r  wird  oifenbar  dann  und  nur  dann  illusorisch,  wenn 
die  Invariante  #r  identisch  verschwindet. 

Mit  Hülfe  dieser  2n  —  4  Invarianten  #  ,  0    ^=8,4, •••«)    können 
wir  nun  sofort  absolute  Invarianten,  d.  h.  solche  Ausdrücke  bilden, 
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die  Tollständig  ungeändert  bleiben,  wenn  wir  in  denselben  die  Coeffi- 
cienten  pv  p8,  •  •  •  pn  von  (A)  durch  die  Coefficienten  der  transformirten 
Differentialgleichung  (B)  ersetzen.    Solche  absolute  Invarianten  sind  z.  B. 


V  V 

durch  logarithmische  Diiferentiation  derselben   ergeben   sich  die  (rela- 
tiven) Invarianten  vom  Gewichte  Eins: 


i24) 


V/1 


2* -v*-  =  £.- 


Für  die  explicite  Berechnung  der  linearen  Invarianten  hat  Herr 
Brioschi  noch  ein  zweites  Verfahren  angegeben,  welches  wir  auch 
schon  aus  dem  Grunde  darlegen  wollen,  weil  sich  daran  folgenreiche 
Erwägungen  anknüpfen  lassen. 

Wir  schicken  die  folgende  einfache  Bemerkung  voraus. 

Hat  man  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  nter  Ordnung 
(Ai  mit  irgendwie  beschaffenen  Coefficienten,  für  welche  yl9  y2,  •  •  •  yn 
ein  Fundamentalsystem  darstellt,  und  bildet  man  aus  den  Elementen 
dieses  Fundamentalsystems  eine  homogene  ganze  rationale  Function 
m***  Grades  mit  unbestimmten  constanten  Coefficienten 

*  =  ^  c.  .        v  y  -  -  -  y  y 

(*1  '2  ■  ■  •  im) 

so   enthält  dieselbe   soviel  Tenne,  als  man  Combinationen  der  Zahlen 
1,  2,  •  •  •  n  zu  je  m  mit  unbeschränkter  Wiederholung  bilden  kann,  d.  h. 

N n  (n  +  1)  (n  +  2)  •  •  •  (n  +  m  —  1)  # 

wir  bezeichnen  diese  Tenne  in  irgend  einer  Reihenfolge  mit 

'1     '2  m 

Wenn  dann  die  y17  y«,  •  •  •  yn  eine  lineare  Substitution  erfahren, 


n 


und  wir  bilden  aus  den  y.  (» =  1,2,     n)  die  entsprechenden  Ausdrücke 

M'i""*'    =Y.        (.  =  1,2,     N), 

1     *2  'in  ' 

so  sind  die  Y.  als  homogene  lineare  Functionen  der  Y.  mit  constanten 
Coefficienten  darstellbar.  Bilden  wir  also  die  Differentialgleichung 
N*~  Ordnung  für  Y 
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(25)  D(Y,YvY„..-Yn)-0, 

so   sind  die  Coefficienten   der  Ableitungen   von  Yy  als  Functionen  d^^ 
ylf  y2J  •    •  yn  und  ihrer  Ableitungen  aufgefasst,  invariante  Functione^\ 
im   Sinne  der  Nr.  15  (Bd.  I,  S.  40)  für  die  Differentialgleichung  (K^^** 
dieselben    lassen    sich    demnach    auf   Grund    des    AppelTschen   Satze^^^ 
(a.  a.  0.)    darstellen    als    ganze   rationale  Functionen  der    Coefficienten  ^" 
von    (A)   und    deren    Ableitungen    multiplicirt   mit    einer    bestimmten 
Potenz  von 

^fjfuVtf '"  sü- 

Wenn  wir  die  Gleichung  (25)  durch  diese  Potenz  von  D(yl}  y2,  •  •  •  yn) 
dividiren,  so  hat  dieselbe  Coefficienten,  die  in  den  Coefficienten  von 
(A)  und  deren  Ableitungen  ganz  und  rational  sind.     D.  h.: 

Die  Form  m**11  Grades  &,  gebildet  aus  den  Elementen 
eines  Fundamentalsystems  der  homogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichung ntCT  Ordnung  (A),  stellt  das  allgemeine  Inte- 
gral einer  ebenfalls  homogenen  linearen  Differentialgleichung 
dar,  deren  Coefficienten  sich  aus  denen  von  (A)  und  deren  Ab- 
leitungen ganz  und  rational  zusammensetzen  und  deren  Ord- 
nung höchstens  gleich 

N  =  "("  +  1)1*  +  ^J> +1'!  - x) 

ist.  Die  Ordnungszahl  N  wird  wirklich  erreicht,  wenn  zwi- 
schen den  y  f  y2,  •  •  •  yn  keine  homogene  ganze  algebraische 
Beziehung  mit  constanten  Coefficienten  vom  m*011  Grade  be- 
steht. 

Wenn  die  Coefficienten  von  ( A)  rationale  Functionen  von  x  sind, 
so  gilt  das  Gleiche  für  die  Coefficienten  von  (2b).  Wenn  in  (A)  der 
Coefficient  der  (n — 1  )tün  Ableitung  die  logarithmische  Ableitung  einer 
rationalen  Function  (der  Coefficient  von  y  gleich  Eins  genommen), 
d.  h.  wenn  die  Determinante  D(yl7  y»7  •  •  •  yn)  rational  ist,  so  ist  auch 

1)  (Y    Y    •       Y ) 

nach  dem  AppelTschen  Satze  rational,  d.  h.  auch  in  der  Differential- 
gleichung (25)  ist  nach  Division  durch  den  Coefficienten  von 

dxH 

der  Coefficient  der  (N  —  1  )ten  Ableitung  die  logarithmische  Ableitung 
einer  rationalen  Function.  Man  kann  die  Differentialgleichung  (25) 
aus  ( A)  in  einfacher  Weise  herleiten,  indem  man  setzt 
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1%  Differentialgleichung,    der   eine    Form    (n  —  l)teu    Grades    der 
Integrale  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  genügt.    Neue 
Gestalt  der  Invarianten.     Differentialgleichungen  mit 

i  verschwindenden  Invarianten. 

■ 

Sei  nun  £1?  £2  ein  Fundainentalsystera  der  Differentialgleichung  (22) 
\         <S.  198)  und  setzen  wir 

!  « = *xrl  +  °xr%  +  ■•■  +  «.-iC 

so  genügt  u  einer  linearen  Differentialgleichung  von  der  Ordnung 

2  ■  3  •  •  •  w 

"(ä-iji  —  n> 

die  aus  (22)  durch  die  Substitution 

hervorgeht  und  die  Gestalt  hat 

i2rt)  t«(rt)  +  •n2rjt{,,-2)  -\ 1-  ru  =  0. 

Mau  findet  durch  einfache  Rechnung 

Bedeute  nun 

dt'1  ^    *  -  r/r-8  " 

eine  Differentialgleichung,  die  aus  (B)  durch  die  Transformation 

v  =  qz,     1  =  fit) 
hervorgeht,  dann  ist  also 

#  =  --  *',     <p(x)  =  4>(t) 
die  Transformation,  welche  (A)  in  (C)  überführt.     Setzen  wir 

reo  __9v'(t) 

so  ist   wegen  </2  =  0  (vergl.  die  Gleichungen  (22),  (23;  auf  S.  198) 

<l~*l    |         3  n  n-l 


und   der  Ausdruck 


*— i 


genügt  der  Differentialgleichung 
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(  8)  1F  +  n*x*  ~äF-*~  +  " ' +  *w  =  ' 

wo  die  r2,  r8,  •  •  •  rn  aus  6"2  ebenso  gebildet  sind,  wie  die  r2,  r8,  •  •  •  rn 
ans  p%. 

Andererseits  ist  aber 

u  =  —  w, 

d.  h.  die  Differentialgleichung  (28)  geht  aus  (27)  durch  dieselbe  Trans- 
formation hervor,  wie  (C)  aus  (A);  die  Gleichungen,  durch  welche  die 
Grössen 

sxt'(x)*         (*=2,V  ••«) 

als  Functionen  der  pi7  p57  •  •  •  pn  dargestellt  werden,  bleiben  demnach 
bestehen,  wenn  man  in  denselben  an  die  Stelle  von  s    setzt  r    und  an 

'  XX 

die    Stelle    der   p27  jt>8,  •  •    pn   die    r„,  r3,  •  •  •  rn.     Bilden    wir   also    die 

Differenzen 

l  =p  —  r  ,     m   =  $  —  r  , 

X  *X  X'  X  X  X' 

so  bestehen  die  Beziehungen 

m4f(x)A  =  i4  —  6i5r(x) 
u.  s.  w., 

woraus  sich  sofort  Invarianten  vom  Gewichte  3,  4,  •  •  •  ergeben,  die  mit 
den  linearen  Invarianten  #3,  #4  •  •  •  übereinstimmen  müssen.   Man  hat  also 

(29)  |A/\         1  5   #v  \    1     157"/\         107n  +  13       , 

u.  s.  w. 

Aus  dieser  Form  der  Invarianten  &v  können  wir  einen  wichtigen 
Schluss  ziehen.  Nehmen  wir  nämlich  an,  die  Differentialgleichung  (A) 
sei  so  beschaffen,  dass  ihre  sämmtlichen  (n  —  2)  linearen  Invarianten 
#3,  0^,  ■  •  •  0"n  identisch  verschwinden,  dann  folgt  aus  den  Formeln  (29), 
dass 

*:,  =  <>>      h  =  ()>      <5  =  °>-, 

d.  h.  dass 

P*  =  >'*>    Px  =  r4>    P*  =  rb>  '  '  • 
ist.    In  diesem  Falle  stimmt  also  die  Differentialgleichung  (A)  mit  (26) 
überein,  und  wir  haben  den  von  Herrn  Brioschi   herrührenden  Satz: 

Wenn  die  sämmtlichen  linearen  Invarianten  einer  linearen 
Differentialgleichung  n16'  Ordnung  (A)  verschwinden,   so  ist 
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das  allgemeine  Integral  von  (A)  eine  binäre  Form  (n  —  1)*** 
Grades  mit  constanten  Coefficienten  aus  den  Elementen  £p  £2 
eines  Fundamentalsystems  der  linearen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  (22). 

Die  einfachste  Differentialgleichung  wtor  Ordnung,  für  welche  sämmt- 
liche lineare  Invarianten  4h,  4h.  •  •  •  4fr    verschwinden,  ist  offenbar 

--301  d"z  =  0. 

Auf  Grund  des  allgemeinen  Princips,  wonach  die  Uebereinstimmung 
der  Invarianten  (abgesehen  von  einer  Potenz  eines  bestimmten  Factors) 
fär  zwei  Differentialgleichungen  nothwendig  und  hinreichend  dafür  ist, 
dass  sich  diese  Differentialgleichungen  durch  eine  Transformation  von 
der  Form 

(31)  y  =  *>z}    £  =  <p(x) 

in  einander  überführen  lassen,  schliessen  wir,  dass  sich  jede  Diffe- 
rentialgleichung (A),  deren  sämmtliche  lineare  Invarianten  identisch 
verschwinden,  durch  die  Transformation  (31)  auf  die  Form  (30)  redu- 
ciren  lassen  muss.  Wir  können  dies  aber  auch  mit  wenigen  Worten 
direct  beweisen. 

Sei  nämlich   (31)  die  Transformation,    durch    welche  (A)    in    die 
canonische  Form  (B)  mit  ryä  =  0  übergeführt  wird,  so  folgt  aus 

»,(*)  =  r(»s»s(g)  =  0, 

dass  auch  q^  =  0,  dann  weiter  aus 

»4(*)-n*)4»4«)-=°> 

dass  auch  q4  =  0  u.  s.  w.,  endlich,  dass  auch  qn  =  0  sein  muss.  Wir 
haben  also  den  Satz: 

Eine    Differentialgleichung    (A),    deren    sämmtliche    In- 
varianten verschwinden,  lässt  sich  durch  die  Transformation 

.'/  =  £     m,    l-J-f, 

wo  f  durch   die  Differentialgleichung    zweiter  Ordnung  (22) 

definirt  wird,  auf  die  Form 

rfn~ 
"-  =  0 

feduciren. 
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Diese  Art  von  Differentialgleichungen  nter  Ordnung  stellt  also 
gleichsam  die  directe  Verallgemeinerung  einer  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  dar;  der  vorhin  bewiesene  Satz,  dass  das  allgemeine 
Integral  einer  solchen  Differentialgleichung  >tter  Ordnung  als  binäre 
Form  (w  —  l)tGn  Grades,  gebildet  aus  den  Elementen  eines  Fundamental- 
systems von  (22),  darstellbar  ist.  lässt  diese  Verallgemeinerung  eben- 
falls hervortreten. 

Die  Differentialgleichung  (30)  besitzt  das  Fundamentalsystem 

1,  I,  t,  ■  ■  •  r_l; 

setzen  wir  also 

(32)  ^==|x~1         (*  =  i,2,  •••»), 

so   befriedigen   die   Elemente   eines  Fundamentalsystems   von   (ßO)   die 
(n  —  2)  homogenen  Relationen  zweiten  Grades 

(D)  V  =  *V-i~r*+i        (*-*.v-»-i>. 

Diese  Relationen  sind  von  einander  unabhängig,  sie  definiren  also, 
wenn  wir  die  ^j^*"'"**  nls  homogene  Coordinaten  eines  Punktes 
im  (n  —  l)-fach  ausgedehnten  Räume  R{  x  deuten,  eine  Curve,  und 
zwar  eine  irreductible  Curve.  Diese  Curve  muss  die  durch  die  Glei- 
chungen (32)  definirte  Integralcurve  der  Differentialgleichung  (30)  ent- 
halten, sie  ist  also  mit  derselben  identisch. 

Die  Differentialgleichung  (A)  mit  verschwindenden  Invarianten 
besitzt,  da  sie  mit  (30)  durch  die  Transformationen  (31)  verknüpft  ist, 
falls  wir  das  Fundamentalsvstem 

?/     =  kZ  (x==l,  2,    ••  h) 

•'X  X 

zu  Grunde  legen,  dieselbe  Integralcurve  K  wie  (31),  also  bestehen  die 
Relationen  (D)  auch  zwischen  den  yp  y0,  •  •  •  yn.     D.  h.: 

Die  Elemente  eines  Fundamentalsvstems  einer  Diffe- 
rentialgleichung  nter  Ordnung  mit  verschwindenden  Invarian- 
ten befriedigen  die  homogenen  quadratischen  Relationen  (D). 

Dieser  Satz  lässt  eine  Umkehrung  zu.  Wenn  wir  dieselbe  be- 
weisen wollen,  so  werden  wir  veranlasst,  uns  überhaupt  genauer  mit 
solchen  linearen  Differentialgleichungen  zu  beschäftigen,  zwischen  deren 
Integralen  homogene  Relationen  bestehen. 
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186.   Homogene  Relationen  zwischen  den  Integralen.     Algebraische 
Integrale.     Specielle  Relationen  zweiten  Grades. 

Wir   hatten   schon    im    neunten  Abschnitte   (Nr.  157,  S.  95)    die 
Bedeutung  der  algebraischen  Relationen,  die  durch  die  Elemente  eines 
Fundamentalsystems    einer    gegebenen   Differentialgleichung    befriedigt 
werden,  für  das  Problem   der  Integration    hervorgehoben   und   hatten 
auch  schon  auf  den  nahen  Zusammenhang  hingewiesen,  der  zwischen 
Differentialgleichungen,  deren  Lösungen  solche  Relationen  erfüllen,  und 
Differentialgleichungen,  deren  Lösungen  algebraische  Functionen  sind, 
besteht.   Wenn  wir  jetzt  speciell  nach  homogenen  Relationen  zwischen 
den  Elementen  yx,  y2,  •  •  •  yn  eines  Fundamentalsystems  fragen,  so  ent- 
spricht dies  der  Auffassung  der  yl}  y2,  •  •  •  yn  als  homogener  Coordinaten 
eines  Punktes  im  Rn_1?  oder  der  damit  unmittelbar  zusammenhängenden, 
wonach   an   Stelle    der  Integrale    selbst   ein   System   von   Integral- 
quotienten rilf  r]2,  •  •  •  ^         zum  Gegenstande   der  Untersuchung  ge- 
macht wird. 

Irgend  eine  homogene  Relation  zwischen  den  Integralen  yv  y2,  •  •  •  yn 
einer  Differentialgleichung  (A)  wird  auch  befriedigt  durch  die  ent- 
sprechenden Integrale  der  aus  (A)  durch  die  Transformation 

y  =  Xz 

hervorgehenden  Differentialgleichung.  Gehen  wir,  um  uns  ganz  dem 
•  in  den  letzten  Kapiteln  innegehaltenen  Gedankengange  anzupassen,  noch 
einen  Schritt  weiter,  indem  wir  uns  auf  die  Betrachtung  homogener 
Relationen  mit  constanten  Coefficienten  beschränken,  so  bleiben 
wiche  Relationen  auch  bestehen,  wenn  wir  nicht  allein  eine  neue 
abhängige  Variable  durch  die  Gleichung 

?/  =  **, 
andern  auch  noch  eine  neue  unabhängige  Variable 

fc  =  (p(x) 

anfuhren,  d.  h.  wenn  wir  von  (A)  zur  Differentialgleichung  (B)  über- 
gehen. 1 

wir  schliessen  daraus,  dass  ein  enger  Zusammenhang  bestehen 
muss  zwischen  solchen  homogenen  Relationen  mit  constanten  Coeffi- 
cienten und  jen  Invarianten  einer  Differentialgleichung,  eine  Vermuthung, 
le  sich  ja  in  dem  Falle  der  Relationen  (D)  durch  den  am  Schlüsse 
r  Vorigen  Nummer  (S.  206)  ausgesprochenen  Satz  bestätigt.  Dass 
w  a'*r  lineare  Differentialgleichungen  jeder  Ordnung  giebt,  zwischen 
dere|i  Integralen   homogene   Beziehungen   mit  constanten    Coefficienten 
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bestehen  und  für  welche  nicht  samintliche  Invarianten  verseil 
können  wir  durch  eine  einfache  Ueberlegung  sofort  einsehen. 

Bedeuten  yvyv  •  •  •  yn  irgendwelche  algebraische  Functionei 
zwischen  denen  keine  homogene  lineare  Beziehung  mit  coi 
Coefficienten  besteht,  so  bilden  dieselben  offenbar  ein  Fundf 
sjstem  der  linearen  homogenen  Differentialgleichung  nter  Ordni 

(i)  *%,*„»„  •••yj-o, 

deren  Coefficienten  ebenfalls  algebraische  Functionen  sind.     Di 

y*  =  ySx)     <«=!.*.■••«) 

ist  dann  eine  algebraische  Curve  des  R  v  sie  muss  sich  folglic 
eine  gewisse  Anzahl  von  unabhängigen  homogenen  Gleichungen  z 
den  yiyy„  •  •  •  yn 

(2)  fSvv  yv  -  -  -  yH)  =  °      c-i.*.V--> 

definiren  lassen,  wo  die  f.  ganze  rationale  homogene  Functioi 
constanten  Coefficienten  ihrer  Argumente  bedeuten.  Die  Anzal 
Gleichungen  ist  jedenfalls  nicht  kleiner  wie  n  —  2.  Nach  eine 
von  Kronecker  (Grundzüge  einer  arithmetischen  Theorie  d< 
braischen  Grössen,  Festschrift  etc.,  Berlin  1882,  S.  30)  reic 
Allgemeinen  stets  n  solcher  Gleichungen  zur  Definition  ein« 
braischen  Curve  des  R     t  aus,  für  n  =  3,  d.  h.  für  eine  eben« 

n — 1  7  ' 

genügt  stets  eine  Gleichung. 

Die  algebraisch  integrirbaren  Differentialgleichungen  ntor  ( 
bieten  also  ein  Beispiel  von  Differentialgleichungen  dar,  z 
deren  Integralen  ein  System  von  homogenen  Relationen  mit  coi 
Coefficienten  besteht,  welches  im  (n  —  l)-fach  ausgedehnten 
R     x  ein  Gebilde  (n  —  2)ter  Stufe,  d.  h.  eine  Curve  darstellt. 

Dabei  wurde  stillschweigend  n  >  2  vorausgesetzt,  da  füi 
offenbar  keine  homogene  Beziehung  mit  von  x  unabhä 
Coefficienten  zwischen  den  Elementen  eines  Fundaments 
bestehen  kann.  Diese  Voraussetzung  ist  dann  auch  im  F< 
festzuhalten. 

Gehen  wir  von  der  Differentialgleichung  (1)  durch  di* 
formation 

(3)  y  =  i*>   8-v(*) 

zu  einer  Differentialgleichung 

(4)  dr*  +  n(L  -"-"--,  H f-  qj  =  0 

über,  so  bestehen  zwischen  den  Elementen  des  Fundainentalsy 
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dieselben  Relationen  (2),  d.  h.  es  ist  auch 

(5)  fit*»  *v  *  "  *n)  =  °       e-i.«.».->. 

Wenn  insbesondere  q>(x)  als  algebraische  Function  und  A  als  eine 
Function  gewählt  wird,  deren  logarithmische  Ableitung  algebraisch 
Ton  x  abhängt,  so  sind  (vergl.  Nr.  172,  S.  145,  Gleichungen  (2),  (4)) 
auch  die  Coefficienten  von  (4)  algebraische  Functionen  von  £.  Falls 
auch  i  selbst  eine  algebraische  Function  von  x  beziehungsweise  £  ist, 
so  ist  die  Differentialgleichung  (4)  algebraisch  integrirbar;  wenn  X 
keine  algebraische  Function  ist,  so  sind  nur  die  Integralquotienten 


z 


x+l  Vx+l 

*i  Vi 

algebraische  Functionen  von  x. 

Sei  nun   tl9  tv  ■  •  •  tn    irgend    ein    System    von   Functionen    einer 
Variabein  r,  welches  die  Relationen 

befriedigt,  wo  die  g.  ganze  rationale  homogene  Functionen  ihrer 
Argumente  bedeuten,  und  mögen  die  Gleichungen  (G),  wenn  wir  die 
h^v'"K  °^s  nomogene  Coordinaten  eines  Punktes  der  (n — l)-fachen 
ebenen  Mannigfaltigkeit  Eu_l  auffassen,  ein  Gebilde  (n  —  2)*'  Stufe 
üb  Rnmmml  definiren,  und  zwar  möge  dieses  Gebilde  eine  „möglichst  ge- 
krümmte" Curve  sein  (vergl.  Nr.  169,  S.  133),  so  dass  also  zwischen 
den  tlf  ttiJ  •  • .  tn  keine  homogene  lineare  Relation  mit  von  t  unab- 
hängigen Coefficienten  bestehen  kann.  Dann  lassen  sich  aus  den  Glei- 
chungen (6)  die  Quotienten 

'«4-1 

±±±  =  t  (*  =  1,V     n-l) 

h 
als  algebraische  Functionen  etwa  von  ^  berechnen, 

Bedeutet  y  9  y2,  •  •  •  yn  irgend  ein  Functionssystein  von  x,  welches 
iieselben  Relationen 

i)  9^jvyv  -"  yn)  =  °      o=i,2,s,.  ) 

befriedigt,  so  ist  auch 

vo  rn  gleich  —  gesetzt  wurde. 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    II.  14 
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Statuiren  wir  nun  zwischen  r  und  x  eine  Beziehung,  indem  wir 
setzen 

(8)  V&)  =  £,(*), 
woraus  sich  etwa 

ergeben  möge,  und  bezeichnen  den  Quotienten 

als  Function  von  x  aufgefasst  durch  (i(x),  so  ist  demnach 

(9)  $»(*(*))  =  %(?)        (*=i, 2,  ••«-!), 

(10)  li(x)  tfofr))  =  yx{x)  (x  =  1,  2,  •  •  •  n)  , 

die  y  (*  =  i,2,  ■•■*)  sind  also  auch  linear  unabhängig  von  einander,  und 
die  lineare  Differentialgleichung 

(11)  [D(ylf  yt,  •  ■  •  yj]-1  D(y,  y, ,  9t,  ■  ■  ■  9m)  =  0, 

für  welche  y19  y^7  •  •  •  yn  ein  Fundamentalsystem  constituiren,  geht  aus 
der  Differentialgleichung 

(12)  [B{tl}  tv...  tn)Yl  v(t,  tv  tt,  ■  •  •  0  =  o 

mit  dem  Fundamentalsysteme  tv  tv  •  •  •  tn  durch  die  Transformation 

(13)  y  =  tA(X)t,      T  — *(«) 

hervor.  Also  unterscheiden  sich  die  Invarianten  &y  für  die  beiden 
Differentialgleichungen  (11),  (13)  nur  durch  die  vte  Potenz  von  1>'(x) 
als  Factor  (y  =  3,  4,  •  •  •  w).     Wir  haben  also  den  Satz: 

Zwei  lineare  homogene  Differentialgleichungen  Mter  Ord- 
nung, die  bei  geeigneter  Wahl  der  Fundamentalsysteme  die- 
selbe algebraische  Integralcurve  besitzen,  sind  im  Sinne  der 
Nr.  181  (S.  187,  188)  einander  aequivalent. 

Daraus  ergiebt  sich  sofort  die  Umkehrung  des  in  der  Nr.  185 
(S.  206)  bewiesenen  Satzes,  d.  h.  wir  können  sagen: 

Wenn  die  Elemente  eines  Fnndamentalsystems  einer 
linearen  homogenen  Differentialgleichung  wter  Ordnung  den 
n  —  2  Relationen  (D)  (S.  206)  Genüge  leisten,  so  verschwin- 
den die  sämmtlichen  Invarianten  &  (»=3,4, •••»)  dieser  Diffe- 
rentialgleichung,  und  ihr  allgemeines  Integral  ist  folglich 
als  binäre  Form  (w  —  l)ten  Grades  der  Elemente  eines  Funda- 
mentalsystems  einer  homogenen  linearen  Differentialglei- 
chung zweiter  Ordnung  darstellbar. 


187.   Fall  einer  algebraischen  Integralcurve.  211 

M7.  Sati    über    lineare   Differentialgleichungen    mit    algebraischen 
Coefficienten   und   algebraischer  Integralcurve.     Monodromiegruppe 

im  Falle  algebraischer  Coeffloienten. 

Wir  können  aber  aus  dem  in  der   vorigen  Nummer   bewiesenen 
Satze  noch  eine  andere  interessante  Folgerung  ziehen. 
Sei  nämlich  eine  lineare  Differentialgleichung 

vorgelegt,  deren  Coefficienten  algebraische  Functionen  sind, 
und  Ton  der  bekannt  sein  möge,  dass  die  Elemente  y  7  yif  •  •  •  y  eines 
Fundamentalsystems  die  Relationen  (7)  erfüllen. 

Man  kann  dann  offenbar  einen  Parameter  r  so  einfuhren,  dass  die 

Quotienten 

dadurch,  dass  man  sie  gewissen  algebraischen  Functionen  von  x 

tjM  =  Bx  (t)  (x  =  1,  2,  •  •  •  «  - 1) 

gleich  setzt,  die  Gleichungen 
|  9{(1,  Vv  %>  ' '  '  fli—i)  =  °         ('-1,1,8,...) 

identisch  befriedigen.  Nimmt  man  dann  noch  irgend  eine  algebraische 
Function  von  x 

'i  =  B(z) 
Ünzu  und  setzt 

so  constituiren  die  tv  t2,  •  •  •  /    ein  Fundamentalsystem  einer  algebraisch 
integrirbaren    linearen   Differentialgleichung   nteT  Ordnung  (12),    deren 
Coefficienten   algebraische  Functionen  von  x  sind,  und  deren  Integral- 
curve durch   die  Gleichungen  (G)   dargestellt  wird.     Diese  Differential- 
gleichung ist  also  mit  (A)  aequivalent,  d.  h.  wir  haben 

Die  Function  ju  bestimmt  sich  dabei  in  folgender  Weise.    Setzt  man 

dlogl)^,^,    .y 


dt 


=  5i(T)> 


o    ist  st(x)    der  Coefficient    der   (w  —  l)ien  Ableitung   von   t   in    der 
)ifferentialgleichung  (12).     Die  beiden  Grössen 


ye  ,     te 
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sind   dann   zufolge   der  Gleichung  (10),  Nr.  181  (S.  189),   c 
Beziehung 

-  fpxdx  -—   I  —r~  dx    —J*idt 

y  e  =  e  e  * 

mit  einander  verknüpft,  so  dass  also 


»  — i 


-l/fi**   Tf'ldt 


2  n*7    *  n 


oder 

*  =  [♦'(*)]"r«"""/'l"[^)  v  •  •  of " 

gefunden  wird. 

Betrachten  wir  nunmehr  eine  der  absoluten  Invarianten 
S.  201) 

(14)  , (^mss»,  V--«;  »  +  I»). 

Da  die   Coefficienten  von  (A)   zufolge  der  Voraussetzung  el 
die  von  (12)  algebraische  Functionen  sind,  so  ist  jede  dieser 
Invarianten  sowohl  in  x  als  auch  in  x  algebraisch. 

Wenn  also  für  die  Differentialgleichung  (A)  ni 
diese  Invarianten  sich  auf  Constanten  reduciren  o< 
sorisch  werden,  so  besteht  zwischen  x  und  x  eine  alge 
Beziehung,  d.  h.  i>(x)  ist  eine  algebraische  Function 

In  diesem  Falle  ist  also  in  dem  Ausdrucke  für  p  nur 

(15) 

nicht  nothwendig  algebraisch,  d.  h.  die  Integrale  von  (A)  u 
sich  nur  durch  den  allen  gemeinsamen  Factor  (15)  von  a 
Functionen,  und  wir  haben  den  Satz: 

Wenn   die  Integralcurve  einer  linearen  Diffe 
chung  (A)  mit  algebraischen  Coefficienten,  für  w 
alle  absoluten  Invarianten  (14)  sich  auf  Constantf 
oder  illusorisch  werden,  eine  algebraische  Cur ve  is 
Integralquotienten  algebraischeFunctionen  der  u 
Variabein,    und    die  Integrale    selbst    können    si 
braischen   Functionen    nur    durch    einen    allen 
Factor  unterscheiden,  dessen  logarithmische  Ab 
eine    algebraische    Function    ist.     Wenn    also 
Coefficient  der  (n  —  l)ten  Ableitung  in  (A)  die  1 
Ableitung  einer  algebraischen  Function  ist,  sc 
rentialgleichung  (A)  algebraisch  integrirbar. 
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Sollen  sich  für  (A)  alle  Invarianten  (14)  auf  Constanten  reduciren, 
so  müssen  die  logarithmischen  Ableitungen  dieser  Invarianten,  d.  h.  die 
Invarianten  vom  Gewichte  Eins  (Nr.  184,  S.  201,  Gleichung  24), 

(16)  Öv  m,       Bv  (v,ro  =  3,4,      -n;   n^m) 

identisch  verschwinden.  Dies  tritt  z.  B.  stets  ein,  wenn  alle  Invarianten 
#$,  £4,  •  •  •  &r  gleich  Null  sind,  wir  haben  dann  den  bereits  erledigten 
Fall  der  Relationen  (D). 

Es  giebt  aber  im  Allgemeinen  auch  noch  andere  Fälle,  wo  die 
Invarianten  (16)  verschwinden  oder  ihren  Sinn  verlieren.  Um  die 
Natur  dieser  Fälle  zu  ergründen,  wollen  wir  die  Monodromiegruppe 
der  Differentialgleichung  (A)    einer   näheren  Betrachtung   unterziehen. 

Wir  hatten  die  Coefficienten  von  (A)  als  algebraische  Functionen 
von  x  vorausgesetzt.  Hat  man  eine  endliche  Anzahl  algebraischer 
Functionen  von  xy  so  kann  man  nach  einem  bekannten  Satze  von 
Abel  stets  eine  algebraische  Function  von  x  finden,  durch  welche  sich 
die  gegebenen  algebraischen  Functionen  rational  mit  in  x  rationalen 
Coefficienten  darstellen  lassen.  Wir  dürfen  also,  ohne  dadurcli  die 
Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen,  voraussetzen,  dass  die  Coefficienten 
der  vorgelegten  Differentialgleichung  (A)  rationale  Functionen  der 
beiden  durch  eine  irreductible  algebraische  Gleichung 

(I)  F{x,  s)  =  0 

verknüpften  Variabein  x  und  s  sind.  Dem  entsprechend  wollen 
wir  also  (vergl.  Nr.  61,  Bd.  I,  S.  217)  die  Coefficienten  px  von  (A) 
durch  p  (xf  s)  bezeichnen. 

Denken  wir  uns  über  der  x- Ebene  die  mehrblättrige  Riemann'sche 
Flache  F  ausgebreitet,  welche  die  Verzweigung  der  durch  die  Gleichung 
(I)  definirten  algebraischen  Function  darstellt,  und  sei  q  die  von 
Riemann  mit  p  bezeichnete  Zahl  in  Bezug  auf  diese  Gleichung,  also 
nach  der  Bezeichnung  von  Herrn  Weierstrass  der  Rang  des  alge- 
braischen Gebildes  (x7  s),  nach  Clebsch  die  Geschlechtszahl  der 
durch  die  Gleichung  (I)  dargestellten  algebraischen  ebenen  Curve. 
Dann  ist  bekanntlich  die  Riemann'sche  Fläche  F  eine  (2p  -f-  l)-fach 
zusammenhängende;  wir  denken  uns  dieselbe  nach  dem  Vorgange  von 
Riemann  durch  2p  Querschnitte 

av  hv  av  b2>  '  '  '  V  6c> 

in  eine  einfach  zusammenhängende  F  zerschnitten,  indem  wir  z.  B.  das 
System  dieser  Querschnitte  von  einem  Punkte  (x0,  s0)  der  Fläche  F 
ausgehen  lassen,  so  dass  beim  Durchlaufen  des  ganzen  Systems  erst  das 
öne  Ufer  des  Querschnittes  a  ,  dann  das  eine  Ufer  des  Querschnittes  b  , 
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Fig.  1. 


hierauf  das  andere  Ufer  von  a  ,  dann  das  andere  Ufer  von  b  <k 
Reihe  nach  für  x  =  1,  2,  •  •  •  q  passirt  wird  (vergL  Fig.  1,  wo  der  Fa 
q  =  4   schematisch    dargestellt   ist).     Den    so   gelegten   Querschnitte 

entspricht  dann  ei 
System  von  Norma 
perioden  der  zu  de] 
algebraischen  Gebilc 
(I)  gehörigen  Integra 
erster  Gattung. 

Fixiren  wir  ferner 
der  einfach  zusamme 
hängenden  Fläche  JFdi 
jenigen  (endlichen  in 
unendlich  fernen)SteU 

(«i>  ßi), 

is>  ß*)>  •  •  •  («•»  ß* 

an  denen  die  Coefficie 
ten  px(x9  s)  der  Difl 
rentialgleichung  (A)  tu 
endlich  werden ,  und  schliessen  diese  Stellen  durch  kleine  geschlossen 
Curven  aus  (eine  geschlossene  Curve  ist  dabei  so  zu  ziehen,  dass,  wen 
der  Punkt  («x,  ßx),  den  sie  umgiebt,  ein  Windungspunkt  von  F  W 
die  betreffende  Curve  zu  ihrem  Ausgangspunkte  im  selben  Blatte  toi 
F  zurückkehrt),  so  ist  die  auf  diese  Weise  entstehende  Fläche  T  ein« 
(ö  -f-  l)-fach  zusammenhängende.  Diese  denken  wir  uns  nun  wiedei 
durch  die  6  Querschnitte  lv  lv  •  •  laJ  welche  Punkte  der  Ausschliessung» 
curven  mit  Punkten  des  Querschnittssystems  (a}  b)  verbinden  und  wedei 
sich  selbst,  noch  einander,  noch  die  Querschnitte  (a,  b)  durchkreasen 
in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  T  zerschnitten. 

Betrachten  wir  eine  Stelle  dieser  Fläche  T,  so  sind  die  Coefficientei 
p  (x,  s)  der  Differentialgleichung  in  der  Umgebung  derselben  nacl 
positiven  ganzen  oder  gebrochenen  Potenzen  des  Increments  entwickelt 
je  nachdem  die  betreffende  Stelle  eine  reguläre  Stelle  oder  ein  Win 
dungspunkt  der  algebraischen  Function  s  von  x  ist.  Die  Integrale  toi 
( A)  sind  dann  in  der  Umgebung  jener  Stelle  in  derselben  Weise  ent 
wickelbar,  wie  die  J>x(x,  s)  (vergl.  Nr.  60,  Bd.  I,  S.  215);  wenn  wir  als 
ein  Fundamentalsystem    yv  y„,  •  •  •  yn   von   (A)    durch   seine   Anfang* 

werthe  in  der  Umgebung  irgend  einer  Stelle  von  T  definiren,  so  ii 
dasselbe  innerhalb  T  eindeutig  festgelegt. 

Wenn  die  unabhängige  Variable  x  geschlossene  Wege  innerhal 


n 
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der  ßiemann'schen  Fläche  beschreibt,  die  gewisse  der  Querschnitte 
Ojbjl  überschreiten,  so  erfährt  das  Fundamentalsystem  y1?  y2,  •  •  •  y 
lineare  homogene  Substitutionen ,  und  diese  constituiren  die  Mono- 
dromiegruppe h  von  (A).  Eine  Basis  dieser  Monodromiegruppe  (vergl. 
Nr.  132,  S.  6)  erhalten  wir,  wenn  wir  die  linearen  Substitutionen 
der  jf ,  y2,  •  •  •  yn  betrachten,  welche  geschlossenen  Wegen  von  x  ent- 
sprechen, die  die  Querschnitte  a,  b,  l  einzeln  in  einer  bestimmten 
Richtung  überschreiten;  diese  Basis  besteht  also  im  Allgemeinen  aus 
2p  -f  <*  Substitutionen. 


188.  Fall  einer  rationalen  und  einer  elliptischen  Integralcurve. 

Die  Monodromiegruppe  ist  endlich. 

Die  Integralcurve  ß  der  Differentialgleichung  (A)  ist,  wenn  die 
9v1v"my.  die  Rdationen  (7)  (Nr.  186,  S.  209)  erfüllen,  eine  alge- 
braische Curve  des  Rn_v  dieselbe  muss  durch  die  Collineationen  des 
K-v  welche  den  Substitutionen  der  Gruppe  h  entsprechen,  in  sich 
selbst  übergehen.  Im  Allgemeinen  kann  eine  algebraische  Curve  des 
Rnmml  nur  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Collineationen  in  sich 
selbst  transformirt  werden,  man  hat  nämlich  den  folgenden  Satz: 

Wenn  eine  algebraische  Curve  des  R  x  durch  unendlich  viele 
eindeutig  umkehrbare  rationale  Transformationen  in  sich  selbst  über- 
geführt wird,  so  sind  ihre  Coordinaten  entweder  als  rationale  oder  als 
eindeutige  doppeltperiodische  Functionen  eines  Parameters  darstellbar. 

Man  sagt  bekanntlich  von  einer  Curve,  deren  Coordinaten  sich  als 
rationale  Functionen  eines  Parameters  darstellen  lassen,  sie  sei  vom 
Geschlechte  Null  oder  eine  rationale  Curve,  von  einer  Curve 
deren  Coordinaten  sich  als  eindeutige  doppeltperiodische  Functionen 
e»nes  Parameters,  also  als  rationale  Functionen  zweier  durch  eine  alge- 
braische Gleichung  vom  Range  Eins  verknüpften  Variabein  darstellen 
Wn,  sie  sei  vom  Geschlechte  Eins  oder  eine  elliptische  Curve. 
Der  erwähnte  Satz  lässt  sich  also  auch  in  der  Form  aussprechen:  Nur 
flne  rationale  oder  eine  elliptische  Curve  des  R  x  kann  unendlich 
Yl*le  eindeutig  umkehrbare  rationale  Transformationen  in  sich  selbst 
Natten. 

Was  den  Beweis  dieses  Satzes  anlangt,  so  bemerken  wir,  dass  sich 
derselbe  sehr  leicht  auf  den  Beweis  desselben  Satzes  für  den  Fall 
ebener  algebraischer  Curven  (n  —  3)  zurückführen  lässt.  Für  diesen 
'all  muss  man  zeigen,  dass  eine  ebene  Curve,  die  keine  rationale  und 
*eine  elliptische  ist,  nicht  nur  keine  continuirliche  Schaar,  sondern 
•^b  keine  unendliche  Anzahl  discreter  eindeutig  umkehrbarer  ratio- 
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naler  Transformationen  in  sich  selbst  gestatten  kann;  wir  verweis« 
in  Bezug  hierauf  auf  die  Arbeiten  von  Herrn  Poincare  (Acta  Math 
matica  Bd.  VII,  S.  16)  und  von  Herrn  Weierstrass  (Gesammel 
Werke  Bd.  II,  S.  235). 

Seien  til9  i?2,  •  •  •  *?„_  t   die  (nicht   homogenen)  Coordinaten  ein 
Punktes   einer  rationalen  Curve,   so  lasst  sich   ein  Parameter  t 
finden,  dass 

^x  =  VÄ(0  («  =  1,2,       n-l) 

ist,  wo  die  <px  rationale  Functionen  bedeuten  und  t  selbst  als  rationa 
Function  der  durch  die  Gleichungen  der  Curve  verknüpften  Gros» 
Vu  V%9  ' ' '  Vm—i  darstellbar  ist.  Die  eindeutig  umkehrbaren  rational 
Transformationen,  die  diese  Curve  in  sich  selbst  überführen,  entsprech 
dann  den  projectiven  Transformationen 

von  t,  es  giebt  also  dann  stets  eine  von  drei  continuirlich  verand 
liehen  Parametern  abhängige  Schaar,  oder  wie  man  kurz  sagt,  es  gl« 
stets  oo  solcher  Transformationen.  Unter  diesen  kann  es  unendl 
viele  Collineationen  geben,  es  kann  sogar  vorkommen,  dass  alle  < 
Transformationen  Collineationen  sind.  Dies  ist  der  Fall  für  die  ^ 
Herrn  Klein  sogenannte  rationale  Normalcurve  des  -BÄ_1,  < 
sich  für  homogene  Coordinaten  y  9  y2,  •  •  •  ym  in  der  Form 

V*  =  «xiC1  +  a*t?r%  +  "•  +  «x.C1        <"-i.v—> 

darstellen  lässt,  wo  die  axi  Constanten  bedeuten.  Dies  entspricht  alt 
in  unserer  Theorie  dem  Falle,  wo  alle  Invarianten  (r3,  4r4,  •  •  •  dm  d< 
Differentialgleichung  (A)  identisch  verschwinden,  d.  h.  dem  Falle  & 
Relationen  (D);  wir  sehen  also  den  Satz  der  Nr.  185  (S.  204,  20£ 
hier  in  einem  neuen  Lichte. 

Eine  elliptische  Curve  lässt  sich  in  der  Form 

TJx=  <px(t)  (x  =  1.2,-.    n-l) 

darstellen,  wo  die  tpv  qp,,  •  •  •  <pn__1  doppeltperiodische  Functionen  m 
denselben  Perioden  <ol9  os  sind.  Den  eindeutig  umkehrbaren  rationale 
Transformationen  dieser  Curve  in  sich  selbst  können  im  Allgemeine 
d.  h.  mit  Ausschluss  gewisser  specieller  Werthe  des  PeriodenquotienU 

— ,  nur  die  Transformationen  von  t  in 

CO,7 

+  /  +  « 

entsprechen,  d.  h.  wir  haben  in  diesem  Falle  eine  von  einem  continui 
lieh  veränderlichen  Parameter  abhängige  Schaar  oder  kurz  oo    solch 
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Trinsformationen.  Aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  schliefst 
nan  leicht,  dass  unter  diesen  Transformationen  der  rjv  rjv  •  •  •  fjH_l 
stets  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Collineationen  enthalten 
sein  kann.     Also  können  wir  sagen: 

Nur  wenn  die  Integralcurve  G  der  Differentialgleichung 
(A)  eine  rationale  Curve  ist,  kann  die  Anzahl  der  Collinea- 
tionen des  RH__V  die  der  Monodromiegruppe  h  von  (A)  ent- 
sprechen, eine  unendliche  sein. 

Wir  wollen  die  Fälle,  wo  die  Integralcurve  ©  eine  unendliche 
Anzahl  von  Collineationen  in  sich  zulässt,  als  „Ausnahmefälle"  be- 
liehnen und  vorlaufig  nur  den  „allgemeinen"  Fall  in's  Auge  fassen, 
wo  die  Anzahl  dieser  Collineationen  eine  endliche  ist. 

Wenn  wir  dann  von  der  Differentialgleichung  (A)  durch  die  Sub- 
stitution 

y  =  ky 

iu  einer  Differentialgleichung  (A)  übergehen,  in  welcher  der  Coefficient 
der  (n  —  l)*6»  Ableitung  von  z  die  logarithmische  Ableitung  einer 
rationalen  Function  von  x  und  s  ist,  so  haben  wir  X  gleich  einem 
Ausdrucke  von  der  Form 

fr(»,z)dx 

X  =  e  , 

*o  r(s,  x)  eine  rationale  Function  von  s  und  x  bedeutet,  und  für  die 
Differentialgleichung  (Ä)  sind  die  Transformationsgruppe  und  Mono- 
dromiegruppe unimodular,  also  jedenfalls  endlich,  wenn  die  entsprechen- 
den Gruppen  der  Integralquotienten  endlich  sind.  Beide  Gruppen  müssen 
•Nr.  157,  S.  95)  in  der  Gruppe  der  Collineationen,  die  G  in  sich  selbst 
transformiren,  enthalten  sein,  also  besteht  für  die  Differentialgleichung 
•A)  die  Transformationsgruppe  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Opera- 
tionen, sie  ist  folglich  mit  der  Monodromiegruppe  identisch  und  die 
Differentialgleichung  (Ä)  ist,  nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  158 
(S .08),  algebraisch  integrirbar. 

Die  Integrale  von  (A)  unterscheiden  sich  demzufolge  von 
Älgebraischen  Functionen  nur  durch  einen  Factor  A,  dessen 
l°?arithmisehe  Ableitung  eine  rationale  Function  von  x 
**i  8  ist. 

Unter  diesen  „allgemeinen"  Fall  subsumiren  sich  also  diejenigen 
**He,  wo  für  die  Differentialgleichung  (A)  nicht  alle  Invarianten  (16) 
'dentUch  verschwinden.  Es  werden  die  sämmtlichen  Invarianten  (16) 
*ko  nur  dann  gleich  Null  sein  können,  wenn  die  Curve  S  eine  ratio- 
^e  ist;  dies  findet  sich  im  Falle  des  Verschwindens  aller  Invarianten 
u  &v  •  •  •  4*    bestätigt.    Wir  gehen  jetzt  an  die  Erörterung  der  allge- 
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meinen  Frage  nach  dem  Verschwinden  der  Invarianten  (16)  uO 
schlies8en  uns  dabei  an  Herrn  Wallenberg  an,  der  diese  Frage  zuer* 
in  voller  Allgemeinheit  erledigt  hat. 


189.    Differentialgleichungen,  für  welche  gewisse  Invarianten 

verschwinden.     Ausnahmefälle. 

Es  mögen  also  alle  Invarianten  (16)  verschwinden  oder  ihren  Sin_ 
verlieren,  während  einige  der  fr^y  ^47  *  *  '  &H  von  Null  verschieden  sin« 
Sei  &  die  lineare  Invariante  vom  kleinsten  Gewichte,  die  nicht  identisch 
verschwindet,  dann  setzen  wir 

wo  a    eine  von  Null  verschiedene,  sonst  aber  willkürliche  Constanfr 

x  / 

*l>(x)  eine  zu  bestimmende   Function  von  x  bedeutet.     Wir  setzen 
(A)   wieder  p1  =  0  voraus    und   transformiren   nun  (A)   durch  EinfEL 
rung  der  neuen  unabhängigen  Variabein 

x  =  ty(x) 
in  eine  Differentialgleichung 

(C)  rf* *  +  59— *l  h h  s  t  =  0, 

wo  also 

V  =  f*G*)< 
und  n(x)  eine  bestimmte  Function  von  x  ist.     Da  die  dr    (»+*)  gle/c 
Null  oder  illusorisch  sind,  so  sind  die  Quotienten 


V<«)     VW       x 

Constanten,  und  zwar  sind  dieselben  gleich  Null  oder  von  Null  ?er- 
schieden,  je  nachdem  &v(x)  verschwindet  oder  nicht. 

Für  die  Differentialgleichung  (C)  sind  also  alle  Invariaa 
ten  &v(t)  (für  v  =  3,  4,  •  •  •  n)  Constanten. 

Wir  haben  nun  zu  unterscheiden,  ob  die  Invariante  (Nr.  184 
S.  200) 

von  Null  verschieden  ist  oder  nicht. 

Wenn  &x(x)  verschwindet,  so  ist  auch  <&x(r)  gleich  Null,  also  di 
#„(*)  =  ccx  eine  Constante  ist,  auch  s3  gleich  Null.  Aus  der  Font 
der  linearen  Invarianten  &v(t)  ergiebt  sich  dann,  dass  in  (C)  auch  all« 
übrigen  Coefficienten  constant  sind,  und  zwar  ist  st  gleich  Null  odei 
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Ton  Null    verschieden,   je    nachdem    die    Invariante   &v  ver- 
schwindet oder  nicht. 

Wenn  ®x(x)  von  Null   verschieden   ist,   so    folgt   aus   dem  Ver- 
schwinden der  Invarianten  £v,  dass  auch  die  Quotienten 


X 


Constanten  sein  müssen.  Es  sind  also  für  die  Differentialgleichung  (C) 
flicht  nur  alle  #",(t),  sondern  auch  alle  Ov{z)  (für  v  =  3,  4,  •  •  •  n) 
constant.    Ferner  ist 

n  +  l 


2  12x2         x\   / 


eine  von  Null  verschiedene  Constante,   und  ebenso    sind  die   übrigen 
Coefficienten  von  (C)  constant.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Wenn  für  die  Differentialgleichung  (A)  die  sämmtlichen 
Invarianten  (16)  verschwinden  oder  illusorisch  werden,  so  lässt 
sich  diese  Differentialgleichung  durch  die  Transformation 

y  =  (i(x)t,    %  =  il>(x) 

auf  eine  Differentialgleichung  mit  constanten  Goefficienten 
zurückführen. 

Bei  dem  Beweise  dieses  Satzes   ist  von  dem  Vorhandensein    der 
homogenen  Relationen  zwischen  den  Integralen  von  (A)  kein  Gebrauch 
gemacht  worden.     Wenn   nun  das  Bestehen  dieser  Relationen  noch  in 
Betracht   gezogen    wird,   so    kann   man   die  Beschaffenheit   der   Diffe- 
rentialgleichung mit  constanten  Coefficienten  (C)  noch  genauer  fixiren. 
Aus  der  bekannten  Form  der  Lösungen  einer  Differentialgleichung 
mit  constanten   Coefficienten   (Nr.  69,  Bd.  I,  S.  245)    folgt    nämlich 
'vergl.  Wallenberg,  Crelle's  Journal,  Band  113,  S.  22),    dass   diese 
Lösungen   dann  und  nur  dann  mehr  wie    n  —  3    von  einander  unab- 
hängige homogene  Gleichungen  mit  constanten  Coefficienten  befriedigen 
können,  wenn  entweder  alle  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung 
(Nr.  09,  Bd.  I,  S.  245)  von  einander  verschieden  sind  und  in  rationalen 
Verhältnissen    zu    einander    stehen,    oder    wenn    diese    Gleichung   eine 
n  fache  Wurzel   besitzt.     Der   letztere   Fall   entspricht    offenbar   dem 
Falle  der  Relationen  (D). 

Wir  begnügen  uns  damit  zu  zeigen,  dass,  wenn  die  Verhältnisse 
<fer  Wurzeln 

kr  charakteristischen  Gleichung  von  (C)  rational  und  diese  Wurzeln 
animUich  von  einander  verschieden  sind,  in  der  That  n  —  2  von  ein- 
wder  unabhängige  homogene  Relationen  zwischen  den  Integralen 
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tg  =  e9**        (x=i,2,...*) 

bestehen  müssen,  die  eine  rationale  Curve  darstellen. 

Aus  der  Voraussetzung  folgt,  dass  sich  eine  Zahl  y  so  angeben 
lässt,  dass 

Qx  =  y~Qx  (•  — 1,2,...«) 

ist,  wo  die  qm  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  bedeuten.  Es 
ist  also 

(17)  tx  =  (eYtf*         (x  =  i,v..*), 

d.  h.  die  Integrale   lassen  sich   als   rationale  Functionen   des 

Parameters 

c7 
darstellen. 

Die  Gleichungen  der  durch  die  Formeln  (17)  dargestellten  ratio- 
nalen Curve  ergeben  sich,  wenn  man 

9X  >  92  >  •  •    >  9n 

voraussetzt  in  der  Form 

(18)  %*+9*  =  t[*  fg*  («-«,4,...»), 

worin 

ftx  =  gi  — ?i  =  gi  —  gg 

vx  h  —  gx  g2  —  gx 

zu  nehmen  ist. 

In  diesem  Falle  ist  es  also  möglich,  dass  die  Transformations- 
gruppe der  Differentialgleichung  (A)  keine  endliche  ist.  Um  die  Re- 
sultate in  übersichtlicher  Form  zu  erhalten,  wollen  wir  im  Folgenden 
voraussetzen,  dass  die  vorgelegte  Differentialgleichung  (A)  der  Fuchs- 
schen  Classe  angehört,  auch  halten  wir  die  Annahme  px  =  0  fest. 

Seien  dann 

•  •  • 

die  nicht  identisch  verschwindenden  unter  den  Invarianten 

d;,     <&v         (,=a,v-.»), 

und  möge  gx  das  Gewicht  von  jx  bedeuten.  Wenn  dann  die  ganzen 
Zahlen  gl9  g2,  •  •  •  gm  keinen  gemeinsamen  Theiler  besitzen,  so  lassen 
sich  ganze  Zahlen  A  ,  A2,  •  •  •  A     so  bestimmen,  dass 

=  1 


x=l 

ist.     Die  Invariante 


Si  •**   * 


J  ==^1    J2  '  Jm 


189.   DiscusBion  der  Ausnahmefälle.  221 

ist  also  in  diesem  Falle  vom  Gewichte  Eins.  Es  ist  dann  j(r)  eine 
Constante  und 

also  $'(x)  eine  rationale  Function  von  x}  da  die  Differential- 
gleichung (A)  der  Fuch suchen  Classe  angehören,  also  rationale  Coeffi- 
cienten  besitzen  sollte. 

Wenn  wir  in  die  Differentialgleichung  (C)  die  unabhängige  Variable 
x  einführen,  so  verwandelt  sich  dieselbe  in 

wo  die  pv  •  •  •  pn  leicht  zu  bildende  Functionen  von  x  bedeuten;  diese 
Differentialgleichung  geht  aus  (A)  durch  die  Substitution 

y  =  p(x)t 

hervor,  wo  nach  einer  oft  benutzten  Formel 

f     v  IS*" 

(»(*)  —  « 


ist.    Nun  ist  aber 

(19) 

(n—        n(n—l)  y"(x) 

n  —  1 

wir  haben  also 

*(*)-[*'(*)]      *   , 

d.  h.  (ji(#)]  ist  eine  rationale  Function  von  x.  Daraus  folgt,  dass  auch 
die  Differentialgleichung  (A)  zur  Fuchs 'sehen  Classe  gehört,  so  dass 
insbesondere  (vergl.  Nr.  62,  Bd.  I,  S.  220,  Gleichung  (F)) 

_JV-i> 

ist,  wo  F}  Q  ganze  rationale  Functionen  von  x  bedeuten,  deren  Grad 
durch  den  Index  gegeben  wird,  und 

Qa  =  (x  —  at)(x  —  <»,)  ...(x  —  a0) 

lst>  wenn  alf  a„,  •  •  •  aQ  die  singulären  Punkte  der  Differentialgleichung 
(A)  darstellen.     Die  letzte  der  Gleichungen  (19)  liefert 


68  muss  folglich,  da  il>'(x)  rational,  sn  constant  ist,  Fn(a_1)  die  wte 
Potenz  einer  ganzen  Function  (ö  —  l)ten  Grades  von  x  sein.  Durch 
Zerlegung  in  Partialbrüche  finden  wir  demnach 
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*       c. 


x==l 

also  durch  Integration 

a 

*(x)  —  logJJ(x-aM)e», 

x  =  l 

wo  die  cn  Constanten  bedeuten. 

Die  Integrale  von  (C)  sind  (vergl.  S.  220) 

wir  haben  folglich  für  (A)  das  Fundamentalsystem 


n— 1 


?x 


'•-\2^.\    \n<>-4 


x=l 


(*  =  1,2, ...») 


x  =  l 


190.  Die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichungen  sind 
rationale  Zahlen.    Allgemeiner  Satz  über  Differentialgleichungen  mit 

algebraischer  Integralourve. 

Wir  fügen  jetzt  den  über  die  Differentialgleichung  (A)  gemachten 
Voraussetzungen  noch  die  Annahme  hinzu,  dass  die  Wurzeln  ihrer 
determinirenden  Fundamentalgleichungen  rationale  Zahlen 
seien. 

Die  zu  x  =  ax  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung  von 
(A)  hat  die  Wurzeln 

dieselben  sind  also  von  einander  verschieden,  wenn  die  pf.  («=i,», •••*) 
von  einander  verschieden  sind,  und  dies  war  (S.  219)  eine  Folge  der 
Annahme,  dass  die  Integralcurve  ß  von  (A)  eine  algebraische  sein  sollte. 
Umgekehrt  folgt,  wenn  wir  voraussetzen,  dass  (A)  so  beschaffen  sein 
soll,  dass  die  sämmtlichen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  von 
einander  verschiedene  rationale  Wurzeln  haben,  dass  die  p  ,  p2,  •  •  •  qh 
von  einander  verschieden  und  ihre  Verhältnisse  rational  sind. 

Da  die  Producte  c  q.  rationale  Zahlen  sein  sollten,  so  sind  jetzt 
die  y  y  ?/2,  •  •  •  yn  Potenzen  mit  rationalen  Exponenten  von  rationalen 
Functionen,  oder,  wie  wir  kurz  sagen,  Wurzeln  aus  rationalen  Func- 
tionen, d.  h.  die  Differentialgleichung  ist  algebraisch  integrirbar.  Wir 
haben  somit  den  Satz: 

Wenn  die  Integralcurve  6  der  zur  Fuchs'schen  Classe 
gehörigen   Differentialgleichung   (A)    eine    algebraische   ist, 
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Invarianten  (16)  sind  sämmtlich  gleich  Null  oder 
seh,  so  ist  6  nothwendig  eine  rationale  Curve.  Sind 
•zeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichungen 
rationale  Zahlen,  und  besitzen  die  Gewichte  der  nicht 
indenden    Invarianten    frv,    <ßr    keinen    gemeinsamen 

so  ist  (A)  algebraisch  integrirbar. 

n  wir  von  der  Voraussetzung,  dass  ß  eine  algebraische  Curve 
ab,  so  haben  wir  den  Satz: 

in  für  die  Differentialgleichung  (A)  der  Fuchs'schen 
deren  determinirende  Gleichungen  von  einander  ver- 
le  rationale  Wurzeln  haben,  alle  Invarianten  (16)  ver- 
en  oder  illusorisch  werden,  und  die  Gewichte  der  nicht 
indenden  unter  den  Invarianten  frv7  $„  keinen  gemein- 
heiler  haben,  so  ist  (A)  algebraisch  integrirbar;  die 
curve  6  ist  also  jedenfalls  eine  algebraische. 

leibt  noch  der  Fall  zu  erledigen,  wo  die  Gewichte  gvgv  •  •  gm 
;  verschwindenden  unter  den  Invarianten  fry,  ®v  den  von 
1)  Eins  verschiedenen  gemeinsamen  Theiler  g  besitzen.  Dann 
nicht  mehr  rational,  sondern  die  gie  Wurzel  aus  einer  ratio- 
action  R(x),  und  die  Integrale  von  (A)  haben  die  Gestalt 


_?-z!       „*,._. 


Vi  =  [*(*)]  ",f  *ify*ü** 


(f»l,S,  •..«), 


sind  also  im  allgemeinen  nicht  algebraisch, 
n    g  >  2   ist,   so    sind   die   Invarianten   <2>y  sämmtlich   gleich 
d  die   Gewichte  der   nicht   verschwindenden  fr    genügen   der 

? 

v  =  0  (mod  g) . 

inen,  wie  wir  in  der  Nr.  189  (S.  218)  gezeigt  haben,  in  der 
algleichung  (C)  nur  diejenigen  Coefficienten  sy  von  Null  ver- 
sein,  deren  Index  ein  Vielfaches  von  g  ist.     Wenn  nun 

n  =  xg  -f-  w 
itet  die  charakteristische  Gleichung  von  (C) 

9    +s9Q        +s*yQ  H \-*K9Q    =°> 

v ürde  also,  wenn  n  >  1  wäre,  eine  mehrfache  Wurzel  besitzen, 
widerstreitet  der  Voraussetzung,   dass  (C)  eine  algebraische 

trve  £  besitzen  sollte  (vergl.  Nr.  189,  S.  219).  Es  muss  also 
Null  oder  Eins  sein.  Wenn  wir  im  letzteren  Falle  die 
=  0  absondern,  so   zerfallen  die  übrigen  Wurzeln  von  (20) 
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in  Gruppen  zu  je  g,  und  wenn  qx  eine  Wurzel  einer  solchen  Gruppe 
ist,  so  sind  die  übrigen  durch  die  Ausdrücke 

gegeben,  wo 

gesetzt  wurde.  Soll  die  Integralcurve  6  eine  algebraische  Curve  sein, 
so  müssen  (Nr.  189,  S.  219)  die  Verhältnisse  der  Wurzeln  von  (20) 
rationale  Zahlen  sein,  dies  ist  nur  möglich,  wenn  g  =  2  ist. 

In  diesem  Falle  müssen  alle  Invarianten  &y,  deren  Gewicht  eine 
ungerade  Zahl  ist,  identisch  verschwinden.  Wenn  für  eine  Differential 
gleichung  (A)  die  ds,  dß,  #7,  •  •  •  sammtlich  gleich  Null  sind,  so  müssen, 
wie  leicht  einzusehen  ist,  auch  die  linearen  Theile  dieser  Invarianten 
gleich  Null  sein.  Hieraus  und  aus  dem  in  der  Nr.  183  (S.  197)  an- 
gegebenen Ausdrucke  des  linearen  Theiles  der  Invarianten  #„  schliesst 
Herr  Brioschi: 

dass  eine  Differentialgleichung  (A),  für  welche  die  In- 
varianten &v  mit  ungeradem  Index  v  verschwinden,  die  Eigen- 
schaft hat,  mit  ihrer  Adjungirten  identisch  zu  sein. 

Wir  gehen  auf  einen  Beweis  dieses  Satzes  nicht  ein,  sondern  be- 
gnügen uns  damit,  aus  der  Annahme  g  =  2  die  für  unsere  Diffe- 
rentialgleichung (A)  der  Fuch suchen  Classe  mit  rationalen  Wurzeln 
der  determinirenden  Fundamentalgleichungen  und  algebraischer  Inte- 
gralcurve sich  ergebenden  Folgerungen  zu  ziehen. 

Für  die  Differentialgleichung  (C)  folgt  aus  der  Form  der  linearen 
Theile  der  Invarianten  #  ,  dass  die  Coefficienten  s  ,  deren  Index  eine 
ungerade  Zahl  ist,  verschwinden  müssen.     Je  nachdem  nun 

n  =  2m    oder    n  =  2m  -f-  1 

ist,  lautet  demgemäss  die  charakteristische  Gleichung 

Qn  +  ciQn~*-\ f-c2m  =  0, 

beziehungsweise 

Im  letzteren  Falle  gehört  zu  der  Wurzel  q  =  0  das  Integral 

n  —  1 

y„  =  [B(x)]    4 

von  (A),  dieses  ist  die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function,  wir 
können  uns  also,  wenn  n  =  2m  +  1  ist,  nach  dem  Verfahren  der 
Nr.  18  (Bd.  I,  S.  47)    die   Differentialgleichung   (A)    durch    Kenntniss 
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dieses  Integrals  auf  eine  Differentialgleichung  2wter  Ordnung  reducirt 
denken,  die  offenbar  auch  wieder  zur  Fuehs'schen  Classe  gehören  wird 

und  auch  sonst  dieselben  Eigenschaften  besitzt  wie  (A\     Wir  setzen 

darum  gleich  von  vornherein  w  =  2  m  voraus. 

Dann  ist  also  ,    — 

1>'(x)  —  YB(x), 

und  die  Integrale  von  (A)  lauten 

_n— 1 
y.  =  [R(X)]        4     #'J y*iX)dX  (I  -  1,  2,  •  •  -  2 ,»)  f 

die  p  ,  £„,  •  •  •  Qim  sind  dabei  paarweise  einander  gleich  und  entgegen- 
gesetzt, sei  etwa 

Qn-i  =  —  Qii        (••=i,V"«>, 
also 

Daraus  folgt,  dass  je  zwei  der  Integrale  von  (A),  nämlich  yti_x 
und  yiif  eine  homogene  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
mit  rationalen  Coefficienten 

d'v         1    R'(x)  dv  2  -ot   -v  A 

dx*  2    K{x)   dx        y**         J 

befriedigen,  so  dass  also  in  diesem  Falle  die  Differentialgleichung  (A) 
reductibel  ist. 

Da   die   Verhältnisse    der   q  }  qv  •  •  •  Qt>m   rational    sein    müssen, 
können  wir  setzen 

wo  y  eine  Constante,  die  lt.  ganze  Zahlen  ohne  geraeinsamen  Theiler 
bedeuten;  wir  haben  demnach 


W--1 

4  Jn 


*„_,«=[.*(*)]         »"' 


*  — 1 

4  —  A; 


</4,  =  [.*(*)  I  » 


(i  =  l,2,  •  ••/«), 


WO 


gesetzt  wurde;  d.  h.  die  Verhältnisse  der  yv  y2,  •  •  •  //„  sind  rationale 
Functionen  des  Parameters  g>,  und  die  Gleichungen  der  so  dargestellten 
rationalen  Curve  lauten  für  n  =  2  m 


(21) 


[  Ms  =  J/3.'/4  =  •  •  •  =  //.„,_,.'/» 


ttt 


(x  =  2,  3,  •  •  •  m) , 
Schlesinger,  Differentialgleichungen.    II.  15 
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zu  denen  für  n  =  2  m  +  1  noch  die  Gleichung 

hinzutritt. 

Die    Integrale    ylf  y9f  •  •  •  yim   sind   in    diesem   Falle    algebrais 
wenn  die 

algebraisch   sind.     Die   Bedingungen   hierfür  ergeben   sich    aus   ein 
Satze  von  Abel  (Cr  eile's  Journal  Bd.  I,  S.  221),  der  wie  folgt  laul 
„Wenn  ein  Integral  von  der  Form 

*f(x)dx 


f 


wo   f(x),  <p(z)   ganze   rationale  Functionen  sind,    durch   Logarithi 
ausdrückbar  ist,  so  lässt  es  sich  in  die  Form  setzen 

p  —  qV<p(x) 

wo  A  eine  Constante,  p,  q  ganze  rationale  Functionen  von  x  sind.4 
Wenn  also  die  Lösungen   yl9  y2,  •  •  -  yim  unserer  Differentialj 
chung  algebraische  Functionen  von  x  sind,  so  lassen  sie  sich  ia 
Form 

p+sVW)\±a 
p-qyB(x) 

darstellen,  wo  p,  q  ganze  Functionen,  a  eine  rationale  Zahl  bedeni 
Es  brauchen  aber,  wie  sich  an  einfachen  Beispielen   zeigen  las 

die  y  f  y2,  •  •  •  y^w  nicht  immer  algebraische  Functionen  zu  sein. 
Wenn  wir  voraussetzen,    dass   die  Differentialgleichung  (A)  ir 

ductibel  ist,  so  können  wir  also  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

Wenn  die  Integralcurve  einer  zur  Fuchs'schen  Cla* 
gehörigen  irreductiblen  linearen  Differentialgleichung  1 
Ordnung,  deren  determinirende  Fundamentalgleichung 
lauter  rationale  Wurzeln  haben,  eine  algebraische  Curve  i 
so  ist  diese  Differentialgleichung  algebraisch  integrirb 
ausgenommen  wenn  die  Gleichungen  jener  Curve  von  < 
Form  (D)  sind,  d.h.  wenn  dieselbe  die  rationale  Normalen] 
des  (n  —  l)-fach  ausgedehnten  Raumes  ist. 

Dieser  Satz  wurde  für  den  einfachsten  der  hier  in  Betracht  k 
inenden  Fälle  m  =  3  zuerst  von  Herrn  Fuchs  aufgestellt.  Für  n  = 
hat  ihn  der  Verfasser,  für  allgemeines  n  Herr  Wallenberg  bewie 


Elfter  Abschnitt. 
Foramlirniig  und  allgemeine  Diseussion  der  Umkehrprobleme. 

Erstes  Kapitel. 

191.  Differentialgleichungen  dritter  und  vierter  Ordnung  mit 
einer  homogenen  Relation   zwischen    den   Integralen.     Covarianten. 
Hessetohe   Covariante.     Werthe    der    unabhängigen  Variablen   für 

einen  Punkt  der  Integralourve. 

Für  n  =  3  ist  der  Fall  des  Bestehens  einer  homogenen  Relation 
mit  constanten  Coefficienten  zwischen  den  Elementen  y,  y„,  y3  eines 
Fundamentalsystems  der  einzig  mögliche,  der  in  Betracht  kommen  kann, 
derselbe  ist  also  durch  den  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  er- 
wähnten Fuchs  "sehen  Satz  erledigt. 

Für  n  =  4  wäre  nebst  dem  Falle,  wo  die  homogenen  Relationen 
frischen  den  vier  Integralen  yv  yv  y3,  y4  eine  algebraische  Curve 
definiren,  noch  der  Fall  in's  Auge  zu  fassen,  wo  dieselben  nur  eine 
Hache  (Gebilde  erster  Stufe)  darstellen,  d.  h.  nach  einem  bereits 
(Xr.  186,  S.  208)  erwähnten  Satze  von  Kronecker,  wo  eine  und  nur 
eine  irreductible  homogene  Gleichung  mit  constanten  Coefficienten 

tischen  den   Lösungen   yv  yt,  yv  y4    der   gegebenen  Differentialglei- 
chung ( A  )  besteht.     In  diesem  Falle  wäre  also  die  Integralcurve  ß 

yx  =  yx(x)         (x- 1,2, 3, 4) 

*e'ae  algebraische,   sondern   eine   transcendente  Raumcurve,   die 

***?  einer  algebraischen  Fläche  liegt. 

Wenn  die  Differentialgleichung  (A4)  algebraische  Coefficienten 
öat,  so  kann  in  diesem  Falle  ihre  Transformationsgruppe  H  keine 
en<Uiche  sein,  da  sonst  (A4)  algebraisch  integrirbar  wäre.  Wenden  wir 
au*  die  yl7  t/„,  y^,  y4  eine  Transformation  dieser  Gruppe  H  an,  so  ver- 
WaUdelt  sich  f(ylf  yt,  y3,  J/4)  in  eine  homogene  Function  desselben 
^^des  der   ylf  y2,  ?/3,  t/p    die   ebenfalls   identisch  verschwinden   muss. 

15* 


i 
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Zufolge  der  Voraussetzung,  dass  keine  von  (1)  verschiedene  homog^ 
Beziehung  zwischen  den  y1?  y2,  y3,  j/4  bestehen  soll,  ergiebt  sich  de- 
nach,  dass  sich  durch  Anwendung  einer  Transformation  von  H  c 
Form  f  nur  mit  einer  Constanten  multipliciren  kann.  Wir  schliess« 
also  zuvörderst,  dass  die  Fläche  (1)  die  Eigenschaft  haben  muss,  dun 
eine  Gruppe  von  Collineationen,  die  aus  einer  oder  aus  mehreren  co 
tinuirlichen  Schaaren  besteht,  in  sich  selbst  überzugehen. 

Die  Gruppe  der  Collineationen,  duroh  welche  eine  algebraisc 
Fläche  in  sich  selbst  transformirt  wird,  ist  jedenfalls  eine  algebraisc 
und  muss  folglich  eine  algebraische  continuirliche  (aus  infinitesimal 
Transformationen  erzeugte)  ausgezeichnete  Untergruppe  enthalten.  M 
kennt  aus  Untersuchungen  der  Herren  Klein,  Lie  u.  a.  (vergL  c 
Arbeiten  des  Herrn  Gino  Fano  in  den  Rendiconti  della  AccacL  i 
Lincei  1895)  die  sämmtlichen  algebraischen  Flächen,  welche  die  Eig« 
schaft  haben,  durch  continuirliche  Schaaren  von  Collineationen  in  s: 
selbst  überzugehen;  diese  sind  also  die  einzigen,  die  die  Integralen: 
unserer  Differentialgleichung  (A4)  enthalten  können.  Es  bedarf  al 
noch  der  Untersuchung,  ob  die  Integralcurve  von  (AJ,  wenn  sie 
einer  dieser  algebraischen  Mächen  liegt,  auch  wirklich  transcend. 
sein  kann,  d.  h.  ob  nicht  schon  daraus,  dass  zwischen  den  Integra 
V\j  y$>  y$y  V±  (^e  e*ne  Ration  (1)  besteht,  deren  linke  Seite  sich 
Anwendung  irgend  einer  Transformation  der  Transformationsgraj 
mit  einer  Constanten  multiplicirt,  mit  Notwendigkeit  die  algebraisc 
Natur  der  Integralcurve,  d.  h.  das  Bestehen  einer  zweiten  von  (1)  i 
abhängigen  ebenfalls  homogenen  Relation  erschlossen  werden  kau 
Ohne  auf  die  Erörterung  dieser  Frage  genauer  eingehen  zu  wolle 
begnügen  wir  uns  damit,  einige  Schlüsse  aus  dem  Bestehen  der  Rel 
tion  (1)  zu  ziehen,  wobei  wir  es  dahin  gestellt  lassen,  ob  neben  ( 
noch  eine  zweite  davon  unabhängige  Relation  besteht,  sondern  n 
allein  die  Voraussetzung  festhalten,  dass  f(ylf  y„,  j/3,  y4)  sich  bei  A 
wendung  der  Transformationen  von  H  mit  einer  Constanten  multiplici 

Denken  wir  uns  irgend  eine  Co  Variante  der  quaternären  Fo 
fXVi}  Vi*  y$>  Vi)  gebildet,  d.  h.  eine  homogene  ganze  Function  ^ 
yl7  ytJ  ys,  y^  und  den  Coefficienten  von  ff  die  die  Eigenschaft  besi 
abgesehen  von  einem  constanten  Factor  ungeändert  zu  bleiben,  w< 
wir  in  derselben  an  Stelle  von  yl9  yi7  y3,  y4  setzen 

4 
(2)  ^"i»»,  C^l.S.3,4) 

und  an  Stelle  der  Coefficienten  von  f(ißlf  j/2,  y3,  y4)  die  Coefficien 
der  Form 
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(3)         f(]£«ixyx>  ^«it'Jx,  2a3*<J*>  ]£a**y*)> 

^       X  X  X  X  ' 

wobei 

(a.J  (i,x  =  l,3,3,4) 

irgend  eine  lineare  Substitution  mit  nicht  verschwindender  Determinante 
bedeutet.  Stellt  dann  (2)  eine  Transformation  der  Transformations 
gruppe  H  unserer  Differentialgleichung  (A4)  dar,  so  unterscheidet  sich 
die  transformirte  Form  (3)  von  f(jfl9  y2,  y3,  yA)  nur  durch  einen  con- 
stanten  Factor;  es  wird  folglich  jede  Covariante  von  f(glf  y»,  y3,  y4) 
auch  nur  mit  einem  constanten  Factor  multiplicirt,  wenn  man  in  der- 
selben auf  die  ylf  y^  y8,  yA  eine  Transformation  von  H  anwendet. 
Also  ist  die  logarithmische  Ableitung  einer  nicht  verschwindenden 
Covariante  von  f(ylf  y27  */3,  y4)  nach  x  eine  rationale  Differentialfunc- 
tion  der  yl9  y9}  y3,  yv  die  bei  den  Transformationen  von  H  ungeändert 
bleibt,  d.  h.  sie  ist  nach  dem  Picard-Vessiot'schen  Satze  eine  alge- 
braische Function  von  x}  wenn,  wie  wir  voraussetzen,  (AJ  algebraische 
Coefficienten  hat.     Wir  erhalten  also  den  Satz: 

Eine    nicht    identisch    verschwindende    Covariante    von 

f%yv y*> y^  ist  in  der  ^°rm 

/r(x)dx 

e' 

darstellbar,  wo  r(x)  eine  rationale  Function  desselben  alge- 
braischen Gebildes  bedeutet,  als  dessen  rationale  Functionen 
die  Coefficienten  von  (AJ  dargestellt  werden  können. 

Wenn  (AJ  insbesondere  zur  Fuchs'schen  Classe  gehört  und  die 
determinirenden  Fundamentalgleichungen  lauter  rationale  Wurzeln  haben, 
so  ist  jede  Covariante  von  f(yl7  y»,  y:i,  yj  die  Wurzel  aus  einer 
rationalen  Function  von  x. 

Bilden  wir  die  sogenannte  Hesse'sche  Covariante  von  f(yl9y2}y^yi) 

„      -; !  (/,x  =  l,2,3,4), 

cVicy*- 

80    ist    dieselbe    eine    homogene    Function    (4  m — 8)ten    Grades    der 
^i>#s,y3,y4,  wenn  m  den  Grad  von  f(yl,y2,y.)}y.l)  bedeutet.    Dieselbe 

fcönnte 

1)  identisch  in  den  yl}  y.t,  y.v  yi  verschwinden, 

*        2)  die  Form  f(yiy  y.n  y3,  y4)  als  Factor  enthalten, 

3)  als  Function  von  x  verschwinden,  wenn  man  für  ylf  y2,  y3,  y4 

^l0  Lösungen  von  (A4)  nimmt   und,  gleich  Null  gesetzt,  eine  von  (1) 

^^bhängige  Relation  zwischen  den  Integralen  y  7  y„,  y3,  yA  darstellen. 
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Im  letzteren  Falle  wäre  die  Integralcurve  von  (AJ  sicher  alg^ 
braisch,  so  dass  wir  also  auf  die  bereits  allgemein  erledigte  Frage 
zurückkämen.  Im  Falle  2)  denken  wir  uns  die  Hesse'sche  Covariante 
durch  die  höchste  in  derselben  enthaltene  Potenz  von  f{y1}  yt7  ys9  y4) 
dividirt  und  bezeichnen  den  Quotienten  durch 

Dann  könnte  dieser  Quotient  eine  Constante  sein,  wenn 

2a)  m  =  2, 

2b)  m  =  4  und  die  Hesse'sche  Covariante  das  Quadrat  der  Form 
selbst, 

2c)  m  =  8  und  die  Hesse'sche  Covariante  der  Cubus  von  /  ist 

Wenn  wir  von  diesen  Fällen  ebenso  wie  von  1)  vorläufig  absehen, 
so  ist  also 

p(jii>  y%>  y*>  Vi)  = e%  r{x)dx  =  x(*)> 

wo  r(.r)  eine  nicht  verschwindende  algebraische  Function  bedeutet. 

Sei  k  der  Grad  der  homogenen  Function  P(yi;  y2,  y8,  y4),  dann 
ist  also 

(4)       -P(v*«> y*> yJ  =  v"11^ v*> %)  = e  r{*)d* =  «(*)> 

woselbst 

n(jtl9  %,  %)  =  J?(l,  V  Vi,  V3) 
gesetzt  wurde. 

Denken  wir  uns  die  Integralcurve  &  von  (A4)  dargestellt,   indem 

wir  ■»;  ,  y}2,  tj$  jetzt  etwa  als  gewöhnliche  Cartesius'sche  Coordinaten 

eines  Punktes  im  llaume  deuten    und  dieselben  als  Functionen  von  x 

auffassen 

so  wird  im  Allgemeinen  zu  jedem  Punkte  der  Curve  eine  gewisse 
Menge  von  #-Werthen  gehören.  Diese  Werthe  haben  also  die  Eigen- 
schaft, dass,  wenn  wir  uns  die  rj  7  r]%2,  ^3  uuf  geeigneten  Wegen  von  x 
aus  nach  einem  dieser  Werthe  hin  fortgesetzt  denken,  dieselben  Werthe 
der  Functionen  ^1?  ^2,  1?3  zum  Vorschein  kommen,  wie  für  den  Aus- 
gangspunkt x.  Sei  xy  irgend  ein  solcher  mit  x  zusammengehöriger 
Werth,  dann  ist  also 

und  folglich  nach  Gleichung  (4)  • 

(O)  .   r  =  -:-,-  (i  =  l,2,3,4). 
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v   ■     Mschen  wir  in  die  Differentialgleichung 

m  *  dx  dx  dx  ax 

die  Substitution 

-1-fr(z)dx 

V  =  e  *, 

so  verwandelt  sich  dieselbe  in 

wo  (vergl.  Nr.  172,  S.  145)  die  p.(x)  rationale  Functionen  desselben 
algebraischen  Gebildes  darstellen,  als  dessen  rationale  Functionen  die 
p.  i;=i,2,a,4)  vorausgesetzt  wurden,  und  die  Ausdrücke 

-\fr(*)dx 

(6)  0{(x)  =  y .  (x)  e  (» = i,  M,  4) 

stellen  ein  Fundamentalsystem  von  (A4)  dar.    Ersetzen  wir  in  (A4)  die 
unabhängige  Variable  x  durch  xv  so   besitzt  die  Differentialgleichung 

4 

die  Integrale  ^(j?1)  für  i  =  1,  2,  3,  4,  also,  da  zufolge  der  Gleichungen 

&,  («) 

*i(xl)  =  c     *     *,0*0        (' = *' *'  8'  4) 
ist,  wo  </  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  auch  die  Integrale 

*i(*)i    *»(*),    *a(*)>    *4<»- 
Sei  nun 

x  =  9(sx) 

und  führen  wir  in  die  Differentialgleichung  (7)  mittelst  dieser  Beziehung 
x  als  unabhängige  Variable  ein,  so  inuss  die  so  entstehende  Differential- 
gleichung mit  (A4)  identisch  sein.  D.  h.  es  geht  die  Differential- 
gleichung (7)  aus  (A4)  durch  die  Transformation 

-1-fr(x)dx 

(8)  y  =  e  z,    x  =  <p(x1) 

hervor. 

Wenn  nun  für  die  Differentialgleichung  (A4)  nicht  alle  Invarianten 
(16)  (Nr.  187,  S.  213)  identisch  verschwinden,  so  folgt,  wie  in  der 
Jfr.  187  (S.  212)  aus  der  Betrachtung  der  absoluten  Invarianten,  die 
ja  gemäss  den  Gleichungen  (8)  für  die  Differentialgleichungen  (7)  und 
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(A4)  identisch  sind,  dass  xx  eine  algebraische  Function  von  x  sein  muss. 
Sehen  wir  also  von  dem  Falle  ab,  wo  die  Invarianten 

identisch  Null  sind  oder  illusorisch  werden,  ein  Fall,  in  welchem  sich 
(A4)  auf  eine  Differentialgleichung  mit  constanten  Coefficienten  zurück- 
führen lässt  (Nr.  189,  S.  219),  und  fassen  denselben  mit  den  Fallen 
1),  2),  3)  (S.  229)  unter  der  Bezeichnung  „Ausnahmefälle"  zusammen, 
so  können  wir  den  Satz  aussprechen: 

Wenn  die  Integralcurve  G  der  Differentialgleichung  (A4) 
mit  algebraischen  Coefficienten  auf  einer  algebraischen 
Fläche  liegt,  so  genügt,  von  den  wohlumgrenzten  Ausnahme- 
fällen abgesehen,  die  Gesammtheit  der  Werthe  der  unab- 
hängigen Variabein,  die  zu  einem  und  demselben  Punkte  der 
Curve  G  gehören,  als  Functionen  eines  dieser  Werthe  auf- 
gefasst,  einer  algebraischen  Gleichung  mit  rationalen  Coeffi- 
cienten; die  Anzahl  dieser  Werthe  ist  also  jedenfalls  eine 
endliche. 

Ein  analoger  Satz  gilt,  wie  aus  dem  Gange  des  Beweises  zu  über- 
sehen ist,  auch  für  eine  Differentialgleichung  wter  Ordnung  (A)  mit 
algebraischen  Coefficienten,  wenn  zwischen  den  Integralen  derselben 
eine  homogene  Relation  mit  constanten  Coefficienten  besteht,  deren 
linke  Seite  sich  bei  jeder  Transformation  der  Transformationsgruppe 
von  (A)  mit  einer  Constanten  multiplicirt  und  welche  eine  Covariante 
besitzt,  die  sich  nicht  auf  eine  Constante  reducirt.  Nur  bietet  für  ein 
beliebiges  n  >  4  die  Fixirung  der  Ausnahmefälle  grössere  Schwierig- 
keiten dar  wie  für  n  =  4,  deshalb  haben  wir  uns  auf  die  Betrachtung 
von  Differentialgleichungen  vierter  Ordnung  beschränkt.  Wir  wollen 
jetzt,  ehe  wir  an  den  eben  bewiesenen  Satz  weitere  Ueberlegungen 
knüpfen,  in  eine  Discussion  der  beiden  Ausnahmefälle  1),  2)  (S.  229) 
eintreten. 


192.  Erledigung  der  Ausnahmefälle.    Ternäre  Relation.    Quadratische 
Relation  mit  nicht  verschwindender  Disoriminante. 

Der  Fall  1),  dass  die  Hesse'sche  Covariante  der  quaternären 
Form  f{ylj  y2,  j/3,  yx)  identisch  verschwindet,  kann  nach  einem  von 
Hesse  aufgestellten,  von  den  Herren  Gordan  und  Noether  berich- 
tigten Satze  nur  dann  eintreten,  wenn  sich  die  Form  f(y1}  y%,  ys,  y4) 
durch  eine  lineare  Transformation  der  Grössen  y  7  y,,  y3,  y4  auf  eine 
ternäre    reduciren   lässt.     Wir   können   also    von   vornherein   voraus- 
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setien,  dass  das  Fundamentalsystem  ylf  y2,  j/3,  yt  von  (A4)  so  gewählt 
sei,  dass  etwa  y  f  ys,  ya  die  von  y4  unabhängige  homogene  Relation 

(i)  f  (üif  itt,  y3)  =  ° 

befriedigen,  deren  linke  Seite  sich  durch  jede  Substitution  der  Gruppe 
.ff  mit  einer  Constanten  multiplicirt.     Sei 

4 

•  Hl  ^axiy.        («  =  1,2,8,4) 

eine  Substitution  S  von  H,  dann  muss  f(tf19  yiy  ys)  auch  nach  Aus- 
übung der  Substitution  (II)  von  y4  unabhängig  sein,  d.  h.  f(ylf  y27  y3) 
multiplicirt  sich  durch  Anwendung  der  Substitution 

«ii^i  +  «12y2  +  «13^ 

«21^1  +  «22^2  +  «23%^ 
«31^1  +  «51*1  +  «33% 

mit  einer  Constanten  A.     Bilden   wir   nun   die   partiellen  Ableitungen 

so  erfahren  diese  Ausdrücke  durch  Anwendung  der  Transformation  S 
auf  yv  yifyz,  yA  die  Substitution 

*ftl  ^1  +  ^^12  Y*  +  A0i3  ^3  > 
Aft>l  Yl  +  ^^22  ^2  +  ^23  YZ  7 
*ftl  yi  +  *Aa  ^2  +  ^^33  Y*9 

wobei  gesetzt  wurde: 

*         a  1      Cd  Ä     % 

«,x   =  #;    0.   =  k  Ä- —        (i,x  =  i,2,3), 

(i,  x  =  l,2,3)  '* 

und  zwischen  den  Yv  Yv  Y,6  besteht  die  sich  durch  Elimination  der 
yv  yv  yz  aus  den  Gleichungen  (I)  und  (III)  ergebende  homogene 
Relation 

die,  wenn  wir  die  yl9  y2,  y3  als  homogene  Coordinaten  eines  Punktes 
einer  Ebene  deuten,  die  Gleichung  der  durch  (I)  definirten  Curve  in 
^iniencoordinaten  darstellt.  Die  Coefficienten  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichung dritter  Ordnung 

<*)  5E- Y» r"  ^  _  o 

™f  welche    Ylf  Y2,  Y3  ein  Fundamentalsystein  bilden,   sind   rationale 
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Differentialfunctionen  der  yl9  y2,  y3,  y4,  die  bei  den  Transformation^ 
der  Gruppe  H  ungeändert  bleiben,  d.  h.  es  sind  algebraische  Function^** 
von  x. 

Wenn  die  Differentialgleichung  (A4)  zur  Fuchs'schen 
Classe  gehört,  so  gehört  auch  die  Differentialgleichung  (a)  zur 
Fuchs'schen  Classe  und  zwischen  den  Elementen  eines  Fundamental- 
systems besteht  die  Gleichung  (IV).  Der  in  der  Nr.  190  (S.  226)  auf- 
gestellte Satz  lehrt  also,  dass  die  Differentialgleichung  (a)  algebraisch 
integrirbar  ist,  wenn  nicht  die  Gleichung  (IV)  die  Form 

hat.  Im  letzteren  Falle  ist  die  Curve  (I)  ein  Kegelschnitt,  der  sich 
durch  eine  Collineation,  d.  h.  bei  geeigneter  Wahl  des  Fundamental- 
systems yl9  y2,  y8,  yv  in  der  Form 

y*  —  ViVz  =  ° 

darstellen  lässt.  Dieser  Fall  gehört  also  unter  den  Fall  2a),  der 
nachher  zu  behandeln  sein  wird. 

Sehen  wir  von  demselben  ab,  so  sind  also  die  Ylf  Yif  Yz,  und 
folglich  auch  die  yx ,  y2 ,  y3 ,  algebraische  Functionen  von  x.  Wenn  dann 
die  y  }  y2J  y3  nicht  einer  linearen  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 
mit  rationalen  Coefficienten  genügen,  so  ist  auch  y4  noth wendig  alge- 
braisch. Befriedigen  dagegen  die  yl}  y2,  y3  eine  lineare  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten 

so  ist  die  Differentialgleichung  (A4)  in  der  Form 

RQ(y)  =  0 

darstellbar,  wo  Jß  einen  Differentialausdnick  erster  Ordnung  bedeutet 
Mit  Hülfe  der  in  der  Nr.  26  (Bd.  I,  S.  81)  gegebenen  Formeln  ergiebt 
sich  dann  y    durch  blosse  Ausübung  von  Quadraturen. 

Wir  schreiten   zur  Behandlung  des   Ausnahmefalles  2a),    wo  also 

f(yt>  y*>  y3>  vd  vom  zweiten  Grade 

4  4 

fdfu  Vt,  9»,  vd  =  2  2a"*t9' =  ° 

X  =  l     1  =  1 

ist  und  machen  zunächst  die  Annahme,  dass  die  Hesse'sche  Covariante, 
d.  h.  in  diesem  Falle  die  Discriminante  von  f\ 

a.  (.,  x  =  1,  2,  3,  4) , 

nicht  identisch  verschwindet. 


192.   Quadratische  Relation.  235 

Kan  kann  dann  bekanntlich  lineare  homogene  Functionen 

w1}  w2,  u>3,  w4 

^er  ^v^y^y  Vi  so  einfÜhren;  dass  /"  die  Gestalt: 

f=w?  +  wf  —  w*  —  w* 
erhält    Setzt  man 

so  lasst  sich  leicht  einsehen,  dass  durch  eine  lineare  Transformation 
der  tcv  wt}  tr8,  wv  die  die  Form  f  mit  einer  Constanten  multiplicirt, 
die  tv  ^  sich  entweder  in 

/  \  J  —  "* j*  +  ^       J  —  Ü!  fl+  fr 

oder  in 

Hrt  ?  —  "*  *»  +  ***       ?  —  Vl+A 

W  Sl  7^2  + V       ^         fltl  +  'f 

yerwandeln  müssen,  wo  die  a,  0,  y,  <?  Constanten  bedeuten. 
Setzen  wir  also  (vergl.  Nr.  180,  S.  184) 

'  (!?)  -  *.M 

und   beachten   die  durch  die  Gleichung  (c)  der  Nr.  180  (S.  185)  dar- 
gestellte   Eigenschaft    des   Differentialausdruckes   z/,    wonach    derselbe 
eine   Differentialinvariante   für   die   allgemeine   projective  Gruppe    von 
einer  Variabein  ist,   so   erkennen  wir,    dass  bei   einer  linearen  Trans- 
formation  der  tvl9  wif  ws,  tvv   die  die  Form  f  ungeändert  lässt,   die 
beiden    Ausdrücke  P^),  P8(#)   entweder   ungeändert  bleiben  oder  in 
einander    übergehen,  je   nachdem    dieser  Transformation    die  Formeln 
(s^  oder  (b)  entsprechen.    Bezeichnen  wir  mit  H  die  Transformations- 
rrruppe  v<>n  \A*)  bei  Zugrundelegung  des  Fundamentalsystems 

wl7  w„  wd,  wA, 

so  sind  demnach  die  Ausdrücke 

P^  +  P^x),    P^P^x) 

rationale  Differentialfunctionen  der  wlf  w%,  wz,  tc?4,  die  bei  den  Trans- 
formationen von  H  ungeändert  bleiben. 

Es   genügen  folglich  die  P1{x)}  P2(#)  einer  quadratischen 
Gleichung,  deren  Coefficienten  sich  aus  den  Coefficienten  der 
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Differentialgleichung  (A4)    und    deren    Ableitungen    rational 
zusammensetzen. 

Die  Grössen  £  ,  f0  können  als  die  Integralquotienten  zweier  linearer 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 


(VI) 


d'u  t>  /   \ 


[  dx2 
aufgefasst  werden,  für  welche  (vergl.  Nr.  180,  S.  184) 


beziehungsweise 


dx 


»2 


V  'dx 


Fundamentalsysteme  darstellen. 

Denken  wir  uns  dann  das  Fundamentalsystem  ylf  y%f  y9,  y4  von 
(A4)  von  vornherein  so  gewählt,  dass 

uu  —  w*  =  yi>  Mi  —  «>*  =  yt>  wi  +  wz  =  y*>  ^4-^  =  ^ 

ist  und  setzen  wir 

so  ergeben  die  Gleichungen  (V) 

y2  =  kutv19    y.6  =  Xvtulf    y,  =  lv2u%. 

Wenn  die  ivl7  iv2,  ivny  iv4  eine  Transformation  von  H  erfahren,  so 
verwandeln  sich  die  beiden  Systeme  u19  u2  und  v19  v%  entweder  in 
lineare  homogene  Functionen  ihrer  selbst,  oder  u  9  wg  gehen  in  lineare 
homogene  Functionen  der  vv  v2  über  und  umgekehrt.    Die  vier  Producte 

uxvl}    nxv2J     u2v17    u2v„ 

verwandeln  sich  also  bei  jeder  Transformation  von  H  in  lineare  homo- 
gene Functionen  ihrer  selbst  mit  constanten  Coefficienten.    Es  sind  dem- 
nach die  Coefficienten  der  linearen  Differentialgleichung  vierter  Ordnung 
-  -  Biß,  ux i\,  n2i\,  v2uv  r3iij)  _ 

^    4'  ""/>(«!  rj^t^jttji,  r2u2j~  ~ 

rationale  Differentialfunctionen  der  wl9  iv2,  wz,  wv  die  bei  den  Trans- 
formationen der  Gruppe  H  ungeändert  bleiben,  das  heisst,  sie  gehören 
demselben  Kationalitätsbereiche  an  wie  die  Coefficienten  von  (A  ).  Da 
die  Ausdrücke 


i 
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"i*i>      U1V2>      UtVl>      U2V2 

ein   Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  (A4)  darstellen,  geht 
diese  Differentialgleichung  aus  (A4)  durch  die  Transformation 

hervor,  es  ist  demnach  (vergl.  Nr.  172,  S.  145)  q  in  der  Form 

fr(x)dx 

darstellbar,  wo  r(x)  eine  Function  bedeutet,  die  demselben  Rationalitäts- 
bereiche angehört,  wie  die  Coefficienten  von  (A4). 

Ist  umgekehrt  ein  gewisser  Rationalitätsbereich  festgelegt  und 
bedeuten  Px{x)f  P2(x)  irgend  zwei  Functionen,  die  einer  quadratischen 
Gleichung  mit  diesem  Rationalitätsbereiche  angehörigen  Coefficienten 
genügen,  so  können  wir  die  Differentialgleichung  (A4)  bilden,  indem 

wir  z.  B. 

z  =  u  •  V 

setzen  und  nach  viermaliger  Differentiation  dieser  Gleichung  die  u,  v  und 
deren  Ableitungen  mit  Hülfe  der  Differentialgleichungen  (VI)  eliminiren. 
Die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (A4)  gehören  dann  dem 
Rationalitatsbereiche  an,  und  ihre  Integrale  befriedigen  eine  homogene 
quadratische  Relation  mit  nicht  verschwindender  Discriminante.  Damit 
ist  also  der  Fall  2  a)  erledigt,  wenn  die  Discriminante  der  Form  /'  von 
Null  verschieden  ist. 


193.     Ternäre  quadratische  Relation.     Abwickelbare  Fläche  vierter 

Ordnung. 

Bedeutet  f  eine  quadratische  Form,  deren  Discriminante 

l«.J  =  0  (f,x  =  l,2,3,4) 


IX 


ist  so  lasst  sich  bekanntlich  diese  Form  bei  geeigneter  Wahl  des 
Fundamentalsy8tems  in  die  Gestalt  setzen 

f=y*—y1ys  =  0' 

(Der  Fall,  wo  die  quadratische  Form  f  ein  Product  von  zwei  linearen 
Factoren  ist,  kommt  för  uns  nicht  in  Betracht,  da  die  y19  y^f  i/3,  t/4 
ein  Fundamentalsystem  bilden  sollen.)  Der  Ausdruck  y2~  —  y  ys  ist 
flmTiTi    die   Discriminante  der  quadratischen  binären  Form 

und  bleibt  folglich  bis  auf  einen  Factor  ungeändert,  wenn  auf  die  t,  s 
eine   lineare   Substitution 


i 
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ad  —  /Jy  +  O 


cct  +  ß$ 

yt+ds 

ausgeübt  wird.  Einer  solchen  linearen  Substitution  der  t,  s  entspricht 
aber  eine  lineare  homogene  Substitution  der  ylf  y%J  ys  mit  constanten 
Coefficienten. 

Wenn  umgekehrt  die   yl}  yi7  y3,  y4   eine  lineare  Substitution  er- 
fahren, welche  die  Form  f  mit  einem  constanten  Factor  multiplicirt, 

4 

t=»l 
so  verwandelt  sich  (vergl.  die  Erörterungen  im  Falle  1))  f  durch  die 
Substitution 

3 

in  sich  selbst  multiplicirt  mit  einer  Constanten.  Betrachten  wir  dann 
die  beiden  binären  Formen 

y/  +  2Vits  +  y/, 

$/  +  2JJS  +  yas>, 

so  unterscheiden  sich  die  Discriminanten  derselben  nur  durch  einen 
constanten  Factor,  die  Formen  sind  also  im  Sinne  der  Invarianten- 
theorie aequivalent  und  gehen  durch  eine  lineare  homogene  Substitution 

at+ßs) 

yt+ds 

deren  Coefficienten  von  den  y19yi7  ys  unabhängig  sind,  in  einander  über. 
Wenn  also  auf  die  yl7  y„,  y3,  t/4  eine  Transformation  der  Gruppe 
H  ausgeübt  wird,  so  erfährt  der  Quotient 

c-i. 

ö  8 

eine  gebrochene  lineare  Substitution,  und  es  ist  demnach 

*  0 = p& 

eine  Function,  die  demselben  Rationalitätsbereiche  angehört,  wie  die 
Coefficienten  von  (A4). 

Die  Discriminante  y2"  —  yx  y3   der  Form  q>   ist    das    Resultat   der 
Elimination  aus  den  Gleichungen 

y?  =  0      ^  =  0 

et  '     bs        J> 

es  ist  demnach 


I 


ad  —  /Sy  +  O, 
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Setzen  wir  also 

V  dx 

so  sind   ti  ,  u%   die   Elemente    eines   Fundamentalsystems   der   linearen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

und  es  ist 

Die  «j2,  uxm2,  u*  befriedigen  (vergl.  Nr.  185,  S.  203)  eine  lineare 
Differentialgleichung  dritter  Ordnung  mit  dem  Rationalitätsbereiche 
angehörigen  Coefficienten;  dieselbe  geht  also  durch  Multiplication  der 
abhängigen  Variabein  mit  q  in  eine  lineare  Differentialgleichung  dritter 
Ordnung  für  yl9  yi}  ys  über.  Das  Integral  y4  ergiebt  sich  dann  nach 
dem   auch  im  Falle  1)  angedeuteten  Verfahren  durch  Quadraturen. 

Wir  gehen  an  die  Erledigung  des  Falles  2  b).. 

Wenn  die  Hesse'sche  Covariante  einer  quaternären  Form  wten 
Grades 

fdfif  y%>  y*>  yd  =  »T-Ffai»  %>  ^) 

mit   der  Form  gleichzeitig  verschwindet,  so  stellt  die  Gleichung 

fisv  y*>  y*>  y*)  =  ° 

eine   abwickelbare  Fläche  dar.     Die  Gleichung 

.--  -    -1=0  (i,x  =  l,S,3,4) 

lässt   sich  nämlich  unter  Benutzung  der  Gleichung 
in   die  Form  setzen 

s2_       \3  o2_      s2 


und   dies  ist  die  bekannte  partielle  Differentialgleichung,   die  zwischen 
den   Cartesius'schen  Coordinaten  einer  abwickelbaren  Fläche  bestehen 

muss. 

Wenn  insbesondere  m  =  4  und  die  Fläche 

fiy^y^Vsyyd^0 

eine  abwickelbare  ist,  so  ist,  wie  Cayley  gezeigt  hat,  die  Hesse'sche 
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Covariante  stets  das  Quadrat  der  Form  selbst,  und  f  lässt  sich  in  4/^ 
Gestalt  setzen 

f=  y?y?  —  ^ViV^Va  +  ^ViV*  +  4y*y*  —  -W*»*  —  °- 

In  diesem  Falle  ist  also  f  nichts  anderes   als   die  Discriminante    der 
binären  cubischen  Form 

und    daraus    erhellt    sofort,    dass    die    Form   f  keine    von    sich    selbst 
wesentlich   verschiedene  Covariante  besitzen  kann,  da  jede   Covariante 
von  f  eine  Invariante  von  <p  sein  müsste   und  bekanntlich   die  Discri- 
minante die  einzige  Invariante  einer  binären  cubischen  Form  ist. 
Transformirt  man  <jp  durch  die  Substitution 

t  =  at'+  ßs' 


(VII) 


a6-ßy±Ö, 


(VIII) 


[s  =  yt'  +  ds' 

so  verwandelt  sich  diese  Form  in 

<*>'  =  y^*  +  3»;ft  +  3y3'fs2  +  y4V, 

wo  die  y/,  t/3',  y8',  y/  mit  den  yl7  y%}  y8,  y4  durch  die  Transforma- 
tionsrelationen (vergl.  Nr.  181,  S.  186) 

y!  =  <*  y,  +  3«  yy2  +  3ßy  y8  +  y  y*> 

y8  =  «*/**,'  +  (2/3y  +  «<*)«y/  +  (2aÄ  +  /Jy)yys'  -f-  y*d9t', 
%  =  ß/T'y/  +  (2«<*  +  0y)0yä'  +  (20y  +  ad)5ya'  +  yd  V, 

[y4  =  /»y  +  3^s*y;  +  3/wy  +  <ry 

verknüpft  sind,  und  es  ist 

f(jii>  y*>  v*>  y/)  —  («*  —  ßyff(ylf  yt,y*>  sO- 

Die  letztere  Gleichung  ist  die  Eliminationsresultante  der  Gleichungen 
(VIII),  somit  die  noth wendige  und  hinreichende  Bedingung  für  das 
Bestehen  derselben.  D.  h.  wenn  sich  die  Form  f  durch  eine  lineare 
Transformation  der  yx ,  y^ ,  ys ,  ?/4  mit  einer  Constanten  c  multiplicirt,  so 
muss  diese  Transformation  die  Gestalt  (VIII)  haben,  wo  dann 

ud  —  ßy  =  yc  =  s 
zu  nehmen  ist. 

Also  muss  in  unserem  Falle  die  Transformationsgruppe 
II  der  Differentialgleichung  eine  Untergruppe  der  vierglie- 
drigen  algebraischen,  durch  die  Gleichungen  (VIII)  darge- 
stellten Gruppe  sein. 


i 
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Wenden  wir  auf  die  y  9  y2,  y3,  y4  eine  Transformation  der  Gruppe 
H  an,  so  verwandeln  sich  demnach  t,  s  in  lineare  homogene  Functionen 
ihrer  selbst,  und  zwar,  wenn  die  yl9  y2,  y3,  y4  die  Substitution  (VIII) 
erfahren,  in 

(IX)  t= jpiC-       s='-      -  -,     s  =  aS  —  ßy. 


Die  Gleichung  f=Q  ist  die  Eliminationsresultante  der  Gleichungen 


uns  denselben  folgt: 


2  9   A  #9   A 

dt  ~  u>      ds~  u> 


t 


2 


y^yt—y^ 


% 


8      y\y*—y* 

wir  können  also  setzen 


2> 


2*s 

7" 


y^—y^ 


y\  y* — y* 


2    > 


u1  =  Qs*  =  ylys  —  y*, 

u2  =  es*=y(y2y3  — t^t/J, 

%  =  9^  =  y^  —  y^ 

Nun    ist  aber  die  Hesse 'sehe  Co  Variante  der  Form  <jp 

u/  —  u^ts  +  u/, 

dieselbe    muss  sich,  wenn  t9  s  die  Substitution  (VII)  erfahren,  mit  s 
multipliciren.    Daraus  ergiebt  sich  leicht,  dass,  wenn  auf  die  yl9  yv  y3,  yA 
die  Transformation  (VIII)  der  Gruppe  H  ausgeübt  wird,  die  u19  w2,  us 
die  Substitution 


/    1 


(au1—2ayu2  +  y*u3), 


-',  ((«<?  +  ßy)Ut  -  aßut  +  yduj, 
\  (ß\  -  2ßdu2  +  6\) 


erfahren.      Die   ul9  u%}  u^  genügen  folglich  einer  linearen   Differential- 
gleichung dritter  Ordnung 

deren  Coefficienten  demselben  Rationalitätsbereiche  angehören,  wie  die 
Coefficienten  von  ( AJ,  und  zwischen  den  ux ,  u> ,  ti$  besteht  die  Relation 


uL 


4-w1tt3  =  0. 


Im    Sinne    des   allgemeinen   Satzes   der  Nr.  186  (S.  210)    ist   das   all- 
gemeine Integral  dieser  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  als  binäre 

Schlesinger,   Differentialgleichungen.    II.  IC 
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Form  zweiten  Grades  der  t,  s  darstellbar,  welche  ihrerseits  wieder  ei: 
linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  dem  Rationaliti 
bereiche  angehörigen  Coefficienten  genügen,  wie  aus  den  Gleichun) 
(IX)  unmittelbar  zu  erkennen  ist. 

Man  findet  aus  den  entwickelten  Formeln,  dass  q  den  Werth  E 
haben  muss,  es  ist  also  in  dem  betrachteten  Falle 

Viv*  —  y?  =  s\  2  (y*y*  ~  mJ  =  ts>  y&  ~  **  =  *2> 

die   Integration    der   Differentialgleichung   (A4)   ist    demnach    auf 
Integration  einer   linearen  Diiferentialgleichung  zweiter  Ordnung 
auf  Quadraturen  zurückgeführt. 

Bemerken  wir  noch,  dass  die  Gleichungen 

«1  =  (>,     ^  =  0,     m3  =  0 

die  Wendekante  der  abwickelbaren  Fläche  vierter  Ordnung  /"=  0  di 
stellen. 

Der  Fall  2  c)  kann  unter  den  in  Bezug  auf  die  ylf  y2f  y3,  y4  fe 
zuhaltenden  Voraussetzungen  nicht  eintreten. 

Nachdem  auf  diese  Weise  die  ^Ausnahmefalle"  erledigt  sii 
knüpfen  wir  an  die  in  der  Nummer  191  durchgeführten  Untersuchung 
an,  um  aus  denselben  einige  bemerkenswerthe  Folgerungen  zu  zieh- 


Zweites  Kapitel. 

194.    Differentialgleichungen,  deren  unabhängige  Variable  eine 
eindeutige  Function  des  Ortes  der  Integralcurve  ist. 

Wenn  eine  lineare  Differentialgleichung  n16*  Ordnung  algebraisch 
integrirbar  ist,  oder  auch  wenn  nur  die  Integralquotienten  tj1,  rj2,  •  •  •  r]n__l 
algebraische  Functionen  der  unabhängigen  Variabein  x  sind,  so  ist 
jedenfalls  die  Anzahl  der  Werthe  der  unabhängigen  Variabein,  für 
welche  auf  geeigneten  Wegen  fortgesetzt  die  iy  ,  17^,  •  •  -  Hn__x  dieselben 
Werthe  annehmen  wie  für  x,  eine  endliche,  und  die  Gesammtheit 
dieser  Werthe  a?  ,  x2,  •  •  •  %v_x  genügt  einer  algebraischen  Gleichung 
mit  in  x  rationalen  Coefficienten. 

Der  in  der  Nr.  191  (S.  232)  für  die  Differentialgleichung  vierter 
Ordnung  (A4)  bewiesene  Satz  lenkt  unsere  Aufmerksamkeit  auf  den 
Umstand,  dass  es  auch  lineare  Differentialgleichungen  (A)  geben  kann, 
deren  Integralquotienten  von  x  nicht  algebraisch  abhängen,  und  für 
welche  dennoch  die  Gesammtheit  der  Stellen  der  unabhängigen  Variabein, 
an  denen  auf  geeigneten  Wegen  fortgesetzt  die  Integralquotienten 
dieselben  Werthe  annehmen  wie  für  x7  einer  algebraischen  Gleichung 
mit  in  x  rationalen  Coefficienten  Genüge  leisten.  Das  heisst  mit  an- 
deren Worten:  Wenn  wir  uns  die  Integralcurve  £  der  Differential- 
gleichung (A)  in  der  Form 

Vje  =  Vx(x)         (*=i,v--«-i) 

dargestellt  denken,  und  wir  suchen  diejenigen  Werthe  des  Parameters  x} 
für  welche  derselbe  Curvenpunkt  zum  Vorschein  kommt,  wie  für  den 
bestimmten  Werth  x  dieses  Parameters,  so  befriedigen  diese  Werthe 
xi>  x*9  " '  *  XH  euie  algebraische  Gleichung  mit  in  x  rationalen  Coeffi- 
cienten. Wir  verweilen  etwas  ausführlicher  bei  der  Betrachtung  dieser 
Art  von  Differentialgleichungen,  um  schon  hier  eine  Vorstellung  von 
der  fundamentalen  Wichtigkeit  derselben  für  unsere  Theorie  gewinnen 
zu  können. 

Wir  setzen  voraus,  dass  die  betrachtete  Differentialgleichung 

der  Fuchs'schen  Classe  angehört. 

16* 


244  XI.    Formulirung  der  Umkehrprobleme.   Kapitel  2. 

Bilden  wir  nach  dem  Vorgange  von  Herrn  Fuchs,  unter  a  eine 
unbestimmte  Constante  verstehend,  den  Ausdruck 

(9)  t  =  (a  —  x)  0  —  xt)  («  —  *,)■-•(«  —  x9_t)  =  q>(x,  «), 

so  erleiden,  wenn  x  irgend  einen  geschlossenen  Umlauf  vollzieht,  die 
xi9  x%>  '  '  '  xv-\  nur  e*ne  Permutation,  und  da  überdies  diese  Grössen 
von  x  algebraisch  abhängen,  so  ist  t  eine  algebraische  Function  von  xy 
die  bei  allen  Umläufen  ungeändert  bleibt,  d.  h.  t  oder  <p(x,  a)  ist  eine 
rationale  Function  von  x. 

Betrachten  wir  die  xx  als  Functionen  von  x, 

xx  =  f*(x)        <*  - 1»  *.  •  •  • *-i), 
so  können  sich  die  Ausdrücke 

Xv      fx(Xt)  («-1,  8,  ■■•»-« 

von  den  Grössen 

x>  xi>  x*>  •••  Xv-i 

nur  durch  die  Reihenfolge  unterscheiden,  da  zufolge  der  Definition 
<kr  xl9  x%,  •  •  •  xv_x  nur  für  diese  Werthe  der  unabhängigen  Variabein 
derselbe  Punkt  der  Curve  S  zum  Vorschein  kommen  sollte  wie  für  x. 
Es  ist  folglich 

(10)  tp(x}  a)  =  <p{xn,  et)         (x=i,2,..y-i). 

Berechnen  wir  aus  der  Gleichung  (9)  x  als  Function  von  t7  so 
gehören  zu  einem  willkürlichen  Werthe  von  t  genau  die  Werthe 

X}       XyJ       #g,       •      *      •      XY_^    , 

denn  für  einen  von  diesen  Werthen  verschiedenen  Werth  x'  kann  die 

Gleichung 

<p(x,  a)  =  <p(x',  «) 

wegen  der  Unbestimmtheit  von  a  nicht  erfüllt  werden.  Vollzieht  also 
t  irgend  einen  geschlossenen  Umlauf  in  seiner  Ebene,  so  beschreibt  x 
einen  Weg,  der  in  irgend  einem  der  Punkte 

x,  xlf  x2,  •  ••  xv_x 
endet. 

Betrachten  wir  nun  die  Integralquotienten  ^  1J2,  •  •  •  VH—i  der 
Differentialgleichung  (A)  als  Functionen  von  t 

Wenn  t  geschlossene  Umläufe  vollzieht,  so  hat  x  Wege  zu  be- 
schreiben, die  sich  aus  geschlossenen  Umläufen  von  x  und  aus  solchen 
Wegen  zusammensetzen,  längs  denen  fortgesetzt  die  rjl9  rjif  •  •  •  ifH_1 
dieselben  Werthe  annehmen  wie  für  x.  Bezeichnen  wir  also  durch  #■ 
die  Gruppe  der  projeetiven  Substitutionen,  welche  die  1^,  rji7  •  •  •  ijM_ml 
durch  alle  möglichen  Umläufe  von  x  erfahren,  so  erleiden  die  Integral- 
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quotienten  rjl7  rji7  •  •  •  ijm__x  bei  einem  geschlossenen  Umlaufe  von  t  nur 
eine  Substitution  dieser  Gruppe  &.  Ueberdies  sind  die  rjl9  i]i7  •  •  •  iy  t 
als  Functionen  von  t  betrachtet  überall  bestimmt,  da  dieselben  als 
Functionen  von  x  keine  Unbestimmtheitsstellen  besitzen  und  t  eine 
rationale  Function  von  x  ist. 

Setzen  wir  nun  (vergl.  Nr.  179,  S.  175,  Gleichungen  (2),  (3)) 


(in 


9i 
9, 


v 


(x  =  2,3,  -..»), 


wo   i^'  die  Ableitung  von  qÄ  nach  £  bedeutet  und 

dt' 


D(n{,%y ...  <_,)  = 


(x,  i-=l,2,    ••n-l) 


zu    nehmen    ist,   so   folgt  aus   der  Gleichung  (12)  der  Nr.  22  (Bd.  I, 
S.  IJO\  dass 


J>G>1,9„   •••9J- 


=  9irt^(V    >//,   •  •  •   fn-i)  =  1 


ist. 


(/,x=l,2,.-n) 


Sei  dann 

'*  ~ x         «ii  +  «12  ij,  +  •  •  •  +  *x  n  i£  L 1 


(x  =  2,8,  ...») 


die  einem  Umlaufe  von  t  entsprechende  projeetive  Substitution  der 
Gruppe  d,  und  bezeichnen  wir  durch  t)x  dasjenige,  was  aus  t)x  wird, 
wenn  t  jenen  Umlauf  vollzieht,  so  ist  offenbar 

\  =  *(0(«.i9i  +  «„9,  +  •  ■  ■  +  «„Oi 

wo  Jf(tf)  eine  noch  zu  bestimmende  Function  von  t  bedeutet.  Nun 
ist  aber  zufolge  der  bereits  oben  benutzten  Gleichung  (12)  der  Nr.  22 
t.Bd.  I,  S.  60) 

mv  5„  ■  •  ■  9j  =  [*(*)]" ,  «„  j  ^(V  9, ,  •  •  •  9.) 

(*,x  =  l,2,--n)l 

und  da  D(i)l7  §2,  •  •  •  §J  den  Werth  bedeutet,  in  welchen  sich 
-DO),,  l}2,  •  •  •  t)n)  durch  den  in  Rede  stehenden  Umlauf  von  t  ver- 
wandelt, also  auch  constant  und  zwar  gleich  Eins  ist,  so  haben  wir 

n  , 

^(0  =  1/     *-  («,x  =  l,  2,  •••/.), 

d.  h.  die    durch    die   Gleichungen   (11)    definirten    Functionen 
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von  t  erleiden,  wenn  t  einen  geschlossenen  Umlauf  vollzie 
eine   unimodulare,   lineare   homogene   Substitution.     Die 
sammtheit  dieser,  allen  möglichen  Umläufen  von  t  entsprechenden  £ 
stitutionen  bildet  eine  lineare  homogene  unimodulare   Gruppe  S, 
mit  der  projectiven  Gruppe  #  isomorph  ist. 

Ferner  ist  sofort  einzusehen,  dass  die  Functionen  t^,  t)2,  ••• 
von  t  keine  Unbestimmtheitsstellen  besitzen  können,  und  daraus  fo 
endlich,  dass  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  n*6*  Ordnu 

W    (-!>•  ^££^ -:,'  +  '.(<>  P  +-  +  r.m- 

für  welche  t)l9  t)2,  •••  t)n  ein  Fundamentalsystem  darstellt,  eindeut 
Functionen  von  t  sind,  die  sich  überall  bestimmt  verhalten,  d.  h.  die 
Coefficienten  sind  rationale  Functionen  von  ty  und  die  Dif 
rentialgleichung  (12)  gehört  zur  Fuchs'schen  Glasse.  ] 
Gruppe  &  ist  dann  im  allgemeinen  die  Monodromiegruppe  der  Di 
rentialgleichung  (12). 

Da  die  Integralquotienten  von  (12)  mit  den  Integralquotien 
von  (A)  übereinstimmen,  gehen  diese  beiden  Differentialgleichunj 
durch  die  Transformation 

(13)  l!  =  ty,     t  =  <p(x,a) 

aus  einander  hervor,  wo  (vergl.  Nr.  181,  S.  189,  Gleichung  (10)) 

i  r    ,  —  4(»— i) 

(H)  i-.- •-""■(£) 

gefunden  wird.  Bemerkenswerth  ist  der  Umstand,  dass  die  Different 
gleichung  mit  rationalen  Coefficienten  (A)  durch  eine  Transformati 
in  welcher  die  unabhängige  Variable  x  nicht  rational  durch  die  n 
unabhängige  Variable  t  darstellbar  ist,  dennoch  in  eine  Different 
gleichung  (12)  mit  rationalen  Coefficienten  übergeführt  wird. 

Die  Differentialgleichung  (12)  erfreut  sich  nun  einer  über 
wichtigen  Eigenschaft. 

Es  giebt  nämlich,  wenn  t  ein  willkürlicher  Werth  < 
unabhängigen  Variabein  ist,  keinen  davon  verschiedei 
Werth  tv  für  welchen  derselbe  Punkt  der  Integralcurve 
zum  Vorschein  kommt,  d.  h.  für  den  auf  geeigneten  Weg 
fortgesetzt,  die  Integralquotienten  1^,  rji}  •  •  •  y  L  dieselt 
Werthe  annehmen,  wie  für  t 

Würde  nämlich  jeder  Integralquotient  von  (12)  in  t  densel 
Werth  annehmen  wie  in  L  und  bedeuten  x,  xt ,  x9,  •  •  •  x  ,  die  Wei 
von  x,  die  vermöge  der  Gleichung 
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t  =  <p{%}  a) 

ra  /  gehören,  ebenso  x\  xx\  x2',  •  •  •  x'v_x  die  Werthe  von  x}  die  ver- 
möge derselben  Gleichung  zu  tx  gehören,  so  kann,  wenn  tx  von  t 
Terechieden  ist,  keines  der  x'}  xx\  •  •  •  xy_x  mit  einem  der  x}  xv  •  •  •  xv__x 
öbereinstimmen,  weil  q>(x,  a)  eine  rationale,  also  eindeutige  Function 
Ton  x  ist.  Es  würde  demnach  für  die  2v  Werthe  x',  xx\  •  •  •  x'v_x 
und  x,  xv  •  •  •  xv_x  ein  und  derselbe  Punkt  der  Integralcurve  6  zum 
Vorschein  kommen  müssen,  was  der  Definition  von  t  widerstreitet. 

Fassen  wir  also  in  der  Differentialgleichung  (12)  die  un- 
ibhängige  Variable  t  als  Function  des  Ortes  der  Integral- 
cur?e  (S  auf,  so  ist  diese  Function  eine  eindeutige,  und 
zwar  hat  dieselbe  die  Eigenschaft,  ungeändert  zu  bleiben, 
wenn  die  Integralcurve  durch  eine  Collineation  der  Gruppe 
&  in  sich  selbst  transformirt  wird. 
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Satz  von  Fuchs. 

Um  die  in  der  vorhergehenden  Nummer  dargelegten  Verhältnisse 
an  einem  einfachen  Beispiele  zu  erläutern,  denken  wir  uns,  die  Diffe- 
rentialgleichung (A)  habe  algebraische  Integrale. 

Dann  ist  also  zufolge  der  Gleichungen  (13),  (14),  wo  jetzt  X  die 
Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  von  x  bedeutet,  auch  die  Diffe- 
rentialgleichung (12)  algebraisch  integrirbar,  und  die  in  diesem  Falle 
algebraische  Integralcurve  G  wird  in  homogenen  Coordinaten  dar- 
gestellt durch  die  zwischen  den  Integralen  t)x,  t)2,  •  •  •  l)n  bestehenden 
homogenen  Relationen  mit  constanten  Coefficienten 

i15)  0,G>u9s!'--  9«)  — 0         <'-i.* V"), 

deren  Anzahl  nicht  kleiner  ist  als  n  —  2.  Es  ist  dann  in  (12)  die 
abhängige  Variable  t  eine  eindeutige  Function  der  durch  die  Glei- 
chungen 

0,(1,    V-fl—l)  —  ü  ('-!.«.»-) 

toit  einander  verknüpften  Grössen  1^,  i?2,  •  •  •  rjn_1}  also  in  unserem 
fidle,  wo  diese  Grössen  von  t  algebraisch  abhängen,  eine  rationale 
Function  derselben.  Diese  rationale  Function  bleibt  ungeändert,  wenn 
wf  die  rt  f  y2,  •  •  •  ?y/_1   eine   Substitution  der  (endlichen)  projeetiven 

Gruppe  fr  ausgeübt  wird,  die  mit  der  Monodromiegruppe  &  von  (12) 
amorph  ist.  Wir  haben  also  zunächst  den  wichtigen,  im  Wesent- 
lichen von  Herrn  Fuchs  herrührenden  Satz: 
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Wenn  eine  lineare  Differentialgleichung  (A)  mit  ratio- 
nalen Coefficienten  algebraisch  integrirbar  ist,  so  kann  man 
von  derselben  durch  die  Transformation 

y  =  lt),     t  =  <p(x), 

wo  k  die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function,  <p(x)  eine 
rationale  Function  bedeutet,  zu  einer  aequivalenten  Diffe- 
rentialgleichung für  t)  als  Function  von  t  übergehen,  in 
welcher  die  unabhängige  Variable  t  als  rationale  Function 
der  Integralquotienten  darstellbar  ist. 

Die  rationale  Function  der  iy  ,  iya,  •  •  •  y  l9  welche  gleich  t  ist, 
braucht  im  allgemeinen  nicht  die  Eigenschaft  zu  haben,  bei  den  pro- 
jectiven  Substitutionen  der  Gruppe  &  formal,  d.  h.  wenn  man  die 
Vit  %>  '  '  '  Vn— i  ^  unabhängige  Variable  auffasst,  ungeändert  bleiben. 
Man  kann  dieselbe,  indem  man  Zähler  und  Nenner  mit  einer  geeigneten 
Potenz  von  t)    multiplicirt,  auf  die  Form  bringen 

wo  gy  h  ganze  homogene  Functionen  desselben  Grades  der  \)lf  l}2,  •  •  •  t)n 
sind.     Betrachten    wir  dann   das  System  von  homogenen  Gleichungen 

und  denken  uns  in  demselben  auf  die  t)i;  •  •  •  \)n  eine  Substitution  der 

Gruppe  0  ausgeübt,  so  muss  dieses  Gleichungssystem  in  ein  ihm  völlig 
aequivalentes  übergehen,  welches  ebenso  wie  (16)  die  i]l9  r\v  •  •  •  ij  , 
als  Functionen  von  t  vollständig  definirt. 

Wir  wollen  die  linken  Seiten  des  Gleichungssystems  (16)  als 
Functionen  der  t)l7  lj2,  •  •  •  t)n  betrachten  und  dieselben  als  die  Elemente 
eines  Modulsystems  M  im  Sinne  von  Kronecker  auffassen.  Die 
Variable  t  spielt  dann  die  Rolle  eines  Parameters,  und  das  Modul- 
system M  oder  das  Gleichungssystem  (16)  ist  von  der  (n  —  l)ten  Stufe 
in  der  durch  die  rjlf  i?2,  •  •  •  1?Ä—1  bestimmten  (n  —  l)-fachen  Mannig- 
faltigkeit B     x. 

Wir    denken    uns    nun    dieses    Modulsystem    M   nach    dem    von 
Kronecker   in  der  „Festschrift  etc."   dargelegten   auf  der  Theorie 
der  Elimination  beruhenden  Verfahren  in  seine  irreductiblen  Theile 
zerlegt.    Diese  Theiler  stellen,  gleich  Null  gesetzt,  Gebilde  verschiedene 
Stufen  in  der  (n — l)-fachen  Mannigfaltigkeit  Rn_l  dar;  die  Irreducy 
bilität  eines  solchen  Theilers  (n  —  A:)ter  Stufe  giebt  sich   darin  kui 

iroin  Theil    des  durch  denselben    dargestellten   Gebildes,   welcJ 
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selbst  ein  Gebilde  (n  —  i)ter  Stufe  ist,   durch   ein  System  von   alge- 
braischen Gleichungen  definirt  werden  kann. 

För  uns  kommen  dann  nur  diejenigen  Theiler  in  Betracht,  welche 
Gebilde  (n  —  l)tor  Stufe,  also  Systeme  isolirter  Punkte  darstellen. 

Einer  und  nur  einer  dieser  Theiler  P  verschwindet  identisch,  wenn 
wir  die  t^,  t)2,  •  •  •  \)n  durch  die  gleichbezeichneten  Lösungen  der  Diffe- 
rentialgleichung (12)  ersetzen.     Wir  können  denselben,  wie  aus   dem 
Kronecker'schen  Verfahren  für  seine  Herstellung  direct  zu  übersehen 
ist,  durch  ein  System  von  höchstens  n  homogenen  ganzen  Functionen 
Tom  gleichen   Grade  der  t)lf  t)2,  •  •  •  t)n  darstellen,    deren   Coefficienten 
den  Parameter  t  nur  linear  enthalten.    Diese  n  Functionen  bestimmen, 
gleich  Null  gesetzt,  ein  System  von  Punkten  1^(2),  *7a(0>  *  * '  Vn— i(0> 
welches  zufolge  der  Irreductibilität  des  Theilers  P  so  beschaffen  ist, 
daas  kein  Theil  dieses  Punktesystems  durch  ein  System  von  algebraischen 
Gleichungen  definirt  werden  kann. 

Wenden  wir  auf  die  ty1?  92,  •  •  •  t)H  eine  Substitution  der  Gruppe  ® 
an,  so  verwandelt  sich  der  irreductible  Theiler  P  des  Modulsystems  M 
in  einen  offenbar  ebenfalls  irreductiblen  Theiler  P'  desselben  Modul- 
systems, und  die  Elemente  von  P'  verschwinden  ebenfalls  identisch, 
wenn  die  t)  f  tj2,  •  •  •  \)n  durch  die  gleichbezeichneten  Lösungen  von  (12) 
ersetzt  werden.  Daraus  folgt,  dass  P'  mit  P  aequivalent  sein  inuss; 
**  können  also  die  Elemente  von  P'  nur  lineare  homogene  Combina- 
tionen mit  constanten  Coefficienten  von  den  Elementen  von  P  sein. 

Wir  haben  somit  n  homogene  ganze  Functionen  vom  gleichen 
Grade  der  t)lf  t)2,  •  •  •  t)n,  die  den  Parameter  t  linear  enthalten  und  die 
to  lineare  homogene  Combinationen  ihrer  selbst  übergehen,  wenn  die 
5p  tyj>  •  •  •  t)Ä  eine  Substitution  der  Gruppe  S  erfahren.  Wir  können 
alsdann  den  Theiler  P  auch  so  darstellen,  dass  nur  in  einer  der  homo- 
genen Functionen  der  Parameter  t  wirklich  auftritt,  und  erhalten 
*lso  schliesslich  ein  Gleichungssystem  von  der  Form 


/-+i(V-'-9.)-0» 

|     welche8  so  beschaffen  ist,  dass  sich  die  (n-f-1)  ganzen  homo- 
genen  Functionen    fl9  fi9  •  •  •  /'     x    bei    jeder   Substitution    der 

«ruppe  0   in  lineare  homogene  Combinationen  ihrer  selbst 
verwandeln,  und  welches,  nach  den   rjlf  rj2)  •  •  •  rjnl   aufgelöst, 

genau  die  Integralquotienten  der  Differentialgleichung  (12) 

ais  Functionen  von  t  und  nur  diese  ergiebt. 
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Da  die  Anzahl  der  Substitutionen  von  &  eine  endliche  ist,  so  kar 
man  von  den  homogenen  Functionen  f17ft,  •  •  •  fn_t  leicht  zu  solche 

übergehen,  die  sich  bei  Anwendung  der  Substitutionen  von  &  entwedt 
gar  nicht  verändern  oder  nur  mit  constanten  Factoren  multiplicirei 
wir  nennen  dieselben  die  zur  Gruppe  ©  gehörigen  invariante 
Formen.  Durch  Quotientenbildung  ergeben  sich  aus  diesen  invariant« 
Formen  rationale  Functionen  der  rjl9  rji7  •  •  -  rjn_l9  die  bei  den  Trau 
formationen  der  projeetiven  Gruppe  #  formal  ungeandert  bleiben,  n 
nennen  diese  invariante  Functionen.  Eine  dieser  rationalen  Fun 
tiönen  erhält,  wenn  man  darin  die  %,%)--•  Vn—i  durch  die  gleic 
bezeichneten  Integralquotienten  der  Differentialgleichung  (12)  ersefc 
den  Werth  t,  die  übrigen  verschwinden  als  Functionen  von  t  identisc 
Wenn  die  Differentialgleichung  (A)  nicht  algebraisch  integrirb 
ist,  so  hat  es  seine  Schwierigkeit,  von  der  die  unabhängige  Variable 
der  Differentialgleichung  (12)  darstellenden  eindeutigen  Function  d 
Integralquotienten  rj  9  rji7  •  •  •  yn_19  die  sich  bei  den  Substitution 
der  projeetiven  Gruppe  #  nicht  verändert,  zu  einer  eindeutigen  Fui 
tion  der  als  willkürliche  Variable  gedachten  tj  f  rji7  •  •  •  y  t  üb« 
zugehen,  die  bei  den  Substitutionen  von  #  (formal)  ungeandert  Weil 
Diese  Schwierigkeit  fällt  weg,  wenn  die  Differentialgleichung  (A)  vc 
der  zweiten  Ordnung  ist,  und  dieser  Fall  ist  auch  der  einzige,  i 
welchem  bisher  concrete  Ergebnisse  in  der  hier  angedeuteten  Richtun 
erzielt  worden  sind.  Wir  wollen  uns  daher  im  Folgenden  zunachs 
mit  den  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  beschäftigen  und  dam 
nur  an  dem  Beispiele  der  hyperelliptisehen  Functionen  die  Schwierig 
keiten  hervorzuheben  suchen,  die  sich  der  Behandlung  von  Differential 
gleichungen  höherer  Ordnung  entgegenstellen. 


106.    Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung.    Umkehrungsfunctio! 
des  Integralquotienten.     Nothwendige  Bedingungen  für  die 
Eindeutigkeit  der  Umkehrungsfunction. 

Der  Ausgangspunkt,  den  wir  für  die  Formulirung  der  Frage  rad 
Differentialgleichungen  von  der  in  der  letzten  Nummer  betrachtete 
Art  gewählt  hatten,  lässt  sich  für  den  Fall  n  =  2  nicht  mehr  ferf 
halten,  denn  die  Elemente  eines  Fundamen talsystems  einer  linear« 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  können  keine  ganze  homogetf 
Gleichung  mit  constanten  Coefficienten  befriedigen.  Auch  der  Begri 
der  Integralcurve  verliert  für  n  =  2  im  Wesentlichen  seine  Bedeuten 
(vergl.  Xr.  180,  S.  183),  wir  formuliren  daher  die  Frage  direct  dabo 
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Giebt  es  homogene  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 

w  ■&+*£+*--• 

der  Fuchs'schen  Classe,  für  welche  die  Anzahl  der  Werthe  der  un- 
abhängigen Variablen,  in  denen  auf  geeigneten  Wegen  fortgesetzt  der 
Quotient  rj  der  Elemente  y17  y2  eines  Fundamentalsystems  denselben 
Werth  annimmt  wie  für  x,  eine  endliche  ist,  und  für  welche  die  Ge- 
«mmtheit  dieser  Werthe  einer  algebraischen  Gleichung  mit  in  x  ratio- 
nalen Coefficienten  Genüge  leistet? 

Die  Ergebnisse  der  Nr.  194  (S.  244  ff.)  lehren  uns,  dass,  wenn  die 
Differentialgleichung  (A2)  die  geforderte  Eigenschaft  besitzt,  stets  eine 
Transformation 

y  =  At),     <  —  »(*) 
angegeben  werden  kann,  in  welcher  <p(x)  eine  rationale  Function  und 
(▼ergl.  Gleichung  (14),  Nr.  194,  S.  246) 

i*t,  und  durch  die  unsere  Differentialgleichung  (A2)  in  eine  Differential- 
gleichung 

übergeht,  in  welcher  t  eine  eindeutige  Function  des  Quotienten  rj 
zweier  Fundamentalintegrale 

ist  Wir  können  jetzt  r\  direct  als  eine  unabhängige  Variable  auffassen, 
indem  der  Werthevorrath  der  Function  rj(t)  von  t  ein  Continuum  von 
derselben  Dimension  bildet,  wie  das  der  unbeschränkt  veränderlichen 
Grösse  17,  wir  können  aber  im  Allgemeinen  nicht  rj  als  unbeschränkt 
teränderlich  betrachten,  sondern  müssen,  wenn  wir  t  als  Function  von 
ri  studiren,  die  Variabilität  von  17  eben  auf  jenes  Continuum  einschrän- 
ken, welches  durch  den  Werthevorrath  der  Function  rj(t)  von  t  be- 
gannt wird. 

Im  Sinne  der  für  die  Differentialgleichung  nter  Ordnung  bisher  fest- 
Behaltenen  Vorstellungsweise, -vermöge  deren  die  Integrale  yvyv-  yn 
*b  homogene  Punktcoordinaten  einer  complexen  (n  —  l)-fachen  ebenen 
Mannigfaltigkeit  gedeutet  wurden,  müssten  wir  das  Gebiet  von  r\  als 
^  einer  geraden  Linie  ansehen.  Aber  ebenso  wie  es  in  der  Theorie 
der  algebraischen  Functionen  einer  complexen  Variabein  für  tiefer- 
gehende Untersuchungen  zweckmässiger  ist,  eine  algebraische  Gleichung 
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zwischen  zwei  complexen  Veränderlichen  nicht  als  eine  ebene 
zu  deuten,  sondern  beide  Variable  als  complexe  Grossen  durcl 
Punkte  einer  Ebene  darzustellen,  so  wird  es  auch  in  unseren 
vorzuziehen  sein,  den  Bereich  von  17  als  die  Ebene  einer  con 
Variabein,  beziehungsweise  als  einen  Theil  dieser  Ebene  aufzi 
je  nachdem  der  Werthevorrath  der  Function  rj(t)  von  t  alle  con 
Werthe  oder  nur  ein  beschränktes  Continuum  derselben  erfüllt. 
.Denken  wir  uns  nun  jene  eindeutige  Function  von  17,  weh 
unabhängige  Variable  t  darstellt, 

so  erscheint  dieselbe  als  Umkehrung  der  Function  tj(t).  I 
sammtheit  der  Werthe  des  Integralquotienten  17,  die  zu  einem  ' 
der  unabhängigen  Variabein  gehören,  geht  aus  einem  dieser  17  -1 
hervor,  indem  man  auf  17  die  Substitutionen  der  projectiven  Gr 
anwendet,  die  mit  der  Monodromiegruppe  ©  der  Differentialgle 
(21 2)  isomorph  ist,  und  zwar  wissen  wir,  dass  der  identische: 
stitution  von  &  nur  die  Substitutionen 

der  Gruppe  @  entsprechen  können  (Nr.  180,  S.  170). 

Die  eindeutige  Function  9(17)  hat  also   die  Eigenschaft,  d 
denselben  Werth   annimmt,  wenn  auf  17  eine  Substitution   der 
tiven  Gruppe  #  angewandt  wird,  und  dass  auch  umgekehrt,  we 

<p(rj)  =  9(77) 

ist,  der  Werth  rj  aus  17  nothwendig  durch  eine  Operation  der  Gr 
hervorgehen  muss.  Wir  wollen  zunächst  einige  nothwendige  ] 
ungen  dafür  aufzustellen  suchen,  dass  die  Differentialgleichung  ( 
Eigenschaft  habe,  dass  ihr  Integralquotient  rj(t)  zu  einer  eind 
Umkehrungsfunction  Veranlassung  giebt. 

Sei  t  =  t0  eine  reguläre  Stelle  der  Differentialgleichung  ($L 
ist  in   der  Umgebung  dieser  Stelle   das  Fundamentalsystem   t) 
der  Form 

9i  -  «,  +  «i(<  -  0  +  «i(<  ~  '•)*  +  •  •  •, 

*>,  =  *o  +  «,(«  -  0  +  *,(«  -  0*  +  •  •  • 
darstellbar,  und  es  können,  da  die  Determinante 

eine  von  Null  verschiedene  Constante  ist,  von  den  vier  Grösse 
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nicht  beide   Grössen    eines   Paares   gleichzeitig   verschwinden.     Es   ist 
folglich  allemal  eine  lineare  Function  von  r\ 

j*$t    «'-/*  +  <>, 

in  der  Form 

=J-$-5  =  *('  ~  K>  +  *(<  -  0'  +  •  • ' 

darstellbar,  wo  yx  von  Null  verschieden  ist,  und  aus  dieser  Gleichung 
ergiebt  sich,  dass 

t  =  t  +ß  ^-+-ß  +  ß   (^+J\%  4-  . . . 

1      %  ~r  Pi  yi]  +  ^  -i-  Pi  \yr]  +  $/  -r 

sein  muss.  Also  ist  t  in  einer  gewissen  Umgebung  der  durch  die 
Gleichung 

vn  +* 

bestimmten  Stelle  y  eindeutig. 

Sei  ferner  t  =  a  eine  singulare  Stelle  von  (StJ,  und  seien  rlf  r2 
die  der  Grösse  ihrer  realen  Theile  nach  geordneten  Wurzeln  der  zu  a 
gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung.     Möge  ferner 

.*.-(<-  «r  $*(<  i «o  +  ^*i  los  (*  - «) , 

wo  >ß  5ß2  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  t  —  a  fortschreitende 
Reihen,  A  eine  Constante  bedeutet,  das  zu  t  =  a  gehörige  canonische 
Fundamentalsystem  (Nr.  54,  Bd.  I,  S.  193)  darstellen,  welches  mit  \)  ,  t)2 
durch  die  Beziehungen 

(Z1  =  a\)1  +  ßl)2\ 


(1) 


(2) 


ad  —  ßy^=0, 


verknüpft  ist.    Da  in  der  Differentialgleichung  (9l2)  der  Coefficient  der 
ersten  Ableitung  gleich  Null  ist,  muss 

ri  +  r2  =  1 

sein,    und   daraus  folgt   zunächst,    dass    die  Differentialgleichung  (§l2) 
keinen  ausserwesentlich  singulären  Punkt  besitzen  kann. 

Wenn  die  Differenz  rx  —  r2,  deren  realer  Theil  zufolge  der  Vor- 
aussetzung nicht  negativ  ist,  keine  ganze  Zahl  ist,  so  ist  die  Constante 
A  in  dem  Ausdrucke  für  £„  gleich  Null,  und  beide  Potenzreihen  Sß  ;  *ß2 
haben  im  Punkte  t  =  a  einen  nicht  verschwindenden  Werth.  Wir 
haben  folglich 

t  =*--(<  -  «)r,~rs(*„  +  m  - «'  +  m  -  «<2  +  •••), 


t 
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wo  d0  von  Null  verschieden  ist,  und 

p-t  =(t-  a)(s0  +  s^t  _«)  +  •••), 
woselbst 


i 


ro 


gesetzt  wurde.     Hieraus  ergiebt  sich  durch  Umkehrung 

1_  _2 

t  -  a  =  ßX,"r'i  +  Wrt  •  •  • ;    ft  =  f 

0 

Da  zufolge  der  Gleichungen  (2) 

ist,  so  verhält  sich  £  in  der  Umgebung  der  durch  die  Gleichung 

bestimmten  Stelle  von  17  dann  und  nur  dann  eindeutig,  wenn 

1 


ri-U 


=  9 


eine  positive  ganze  Zahl  ist.  D.  h.  wenn  t  eine  eindeutige  Function 
von  r\  sein  soll,  so  muss  für  einen  singulären  Punkt  a,  wo  die  Differenz 
r  —  r2  nicht  ganzzahlig  ist,  der  reciproke  Werth  dieser  Differenz  eine 
ganze  Zahl  sein. 

Wenn  rx  —  r2  eine  ganze  Zahl 


ri  —  ra  —  m 


ist,  so  kann  A  von  Null  verschieden  sein. 
Sei  zunächst  m  =  0,  also 


ri       rü        2  ' 


dann  ist  das  Auftreten  von  Logarithmen  unvermeidlich  (Nr.  50,  Bd.  I, 
S.  174)  und  da  3    zum  Exponenten  ry  gehören  soll,  ist 

^(«|a)4=0,    ^4=0. 

Wir  erhalten  somit  die  Entwickelung 

Tt  =  *o  +  *i  ('  ~  «)  +  **('-  «?  +  •  ■  •  +  log  (<  -  a) , 
also,  wenn  wir  von  den  Logarithmen  zu  den  Numeris  übergehen, 


1 


e-  =  (/  _  a)  j  e0  +  sx  (ß  -  a)  +  *2  («  -  «)'  +  •  •  • } ,     *0  +  0, 
woraus  sich 
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ergiebt,  wo  ^ß  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  andeutet.     Nun  ist  aber, 
wenn  ß  von  Null  verschieden  ist, 

•  4 )  JL  ===  JL  ?_+  dfi  =  _  a* r*  Py 

4£         -4  a+fJij  ^ 


wir  erhalten  also 

r  _  aJ-<*y  _JL_"1 


ß 

aö  —  ßy 
( 5  )  * 

und  für  ß  =  0 

i,5a)  *— o  — ?VÄ  A 

d.  h.  I  als  Function  von  v\  in  eindeutiger  Form  dargestellt. 

Wenn  m  >  0  ist,  so  könnte  A  verschwinden;  in  diesem  Falle 
wäre  der  Punkt  t  =  a  ein  scheinbar  singulärer  Punkt  (Nr.  55, 
Bd.  I,  S.  196)  und  wir  erhielten 

t  =  (t-a)m(d0  +  d\(t-a)  +  -..),     *04=0. 

Hieraus  kann  sich  für  t  dann  und  nur  dann  eine  eindeutige  Entwicke- 
lung  nach  Potenzen  von  £  ergeben,  wenn  m  =  1  ist;  dann  wäre  aber 
der  Punkt  a  eine  reguläre  Stelle  der  Differentialgleichung.  Soll  also  t 
eine  eindeutige  Function  von  rj  sein,  so  darf  die  Differentialgleichung 
($2)  keine  scheinbar  singulare  Stelle  besitzen. 

Wenn  für  m  >  0  A  von  Null  verschieden  ist,  so  muss,  da  e2  zum 
Exponenten  rs  gehören  soll,  nothwendig 

*,(«!*)  + o 

sein;  es  ist  also 

j  =  (t-  a)-m(ö0  +  6\(t  -  «)  +  •  •  •)  +  A  log  (t-a),   '  60  +  0, 

und  hieraus  kann  sich  offenbar  niemals  eine  eindeutige  Entwickelung 
T°n  /  als  Function  von  £  beziehungsweise  rj  ergeben. 

197.    Neue  Auffassung  der  scheinbar  singul&ren  Stellen. 

Das  Fuchs 'sehe  Beispiel. 

Um  das  in  der  vorigen  Nummer  gewonnene  Ergebniss  in  eleganter 
0r**i  aussprechen  zu  können,  wollen  wir  eine  besondere  Auffassung 
er    scheinbaren  singulären  Stellen  Platz  greifen  lassen. 

Wenn  t  =  a  eine  Stelle  ist,  in  deren  Umgebung  die  Entwicke- 
lten des  canonischen  Fundamentalsystems  keine  Logarithmen  ent- 
ölten, so  ist  dieselbe  eine  reguläre  Stelle,  wenn 

r  —  v  =  1 
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ist,  sie  ist  eine  scheinbar  singulare  Stelle,  wenn 

r1  —  r2  =  m  >  1 

ist.  Wir  sagen  im  letzteren  Falle,  t  =  a  sei  eine  (m  —  1)- 
scheinbar  singulare  Stelle,  oder  in  t  =  a  seien  (m — 1 
fache  scheinbar  singulare  Stellen  vereinigt.  Allgemein,  \ 
eine  nicht  scheinbar  singulare  Stelle  und 

rx  —  rt  =  k  +  m  —  1 

ist,  wo  k  eine  Zahl  bedeutet,  deren  realer  Theil  nicht  negativ 
kleiner  wie  Eins  ist,  so  sagen  wir,  in  x  =  a  sei  eine  ein 
singulare  Stelle  mit  m — 1  scheinbar  singulären  S 
vereinigt. 

Wenn  t  =  a  den  unendlich  fernen  Punkt  bedeutet,  so  bleib 

vorhin   durchgeführten  Betrachtungen  bestehen,  wenn  man  nur 

die  Stelle  von  t  —  a  setzt,  wir  können  also  sagen: 

Damit  sich  aus  der  Differentialgleichung  (&2)  di 
abhängige  Variable  t  als  eindeutige  Function  des  Int 
quotienten  17  ergeben  soll,  ist  nothwendig,  dass  (82) 
scheinbar  singulären  Punkte  besitzt,  und  dass  die 
renzen  der  Wurzeln  der  zu  nicht  logarithmischen  singi 
Stellen  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleich 
reciproke  ganze  Zahlen  sind. 

Diese  noth wendigen  Bedingungen  sind  aber  im  Allge 
nicht  hinreichend,  wie  wir  an  einem  sehr  lehrreichen  von 
Fuchs  gegebenen  Beispiele  zeigen  wollen. 

Sei  die  Differentialgleichung 

W  dt2  +  2   —dV~  dt  +  ä  *  —  °> 

woselbst  k  eine  Constante  bedeutet  und 

B  =  (t-  «*,)  (l  -  at)  (t  -  a,)  (t  -  oj 

zu  nehmen  ist,  vorgelegt;  dieselbe   verwandelt  sich   durch   die 
formation 

-  \ß  log  R 

y  =  e  t) 

in 

m  <l^  -  (L  B"  - 1  ^  -  x*\  u 

v  }  dt         \4     H  16    B*         R/V' 

und  diese  Differentialgleichung  besitzt,  wie  man  sofort  verific 
Lösungen 
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rät  r  dt 


deren  Quotienten 


*»* 


r*dt 
J  Vr 


Vr 

■  m  p         a 


wir  zu  untersuchen  haben;  a  bedeutet  eine  Integrationsconstante. 

Zunächst  erkennen  wir,  dass  die  für  die  eindeutige  Umkehrbarkeit 
gefundenen  nothwendigen  Bedingungen  erfüllt  sind.  Die  Wurzeln  der 
zu  t  =  ax  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  sind 
nämlich 

ri=h  r*  =  i>      fr-1.«.»»4). 

die  Wurzeln   der  zu    t  =  oo    gehörigen  determinirenden   Fundamental- 
gleichung 

ri  =  °>    r*  =  — !; 

Logarithmen  treten  in  der  Umgebung  von  t  =  oo  nicht  auf. 

Bezeichnen  wir  mit  q>(u)  die  durch  Umkehrung  des  elliptischen 
Integrales  erster  Gattung 


rät 

n-Jv« 


a 


entstehende  eindeutige  doppeltperiodische  Function  von  m,  mit  <olf  a)ä 
ein  System  von  Fundamen talperioden  derselben,  so  ist  t  als  Function 
des  Integralquotienten  17  in  der  Form 

l  * )  /  =  <p  (—  j  J-.  log  rj) 

darstellbar.  Diese  Function  ist  aber  im  Allgemeinen  nicht  eindeutig, 
sondern  hat  die  Stellen  i]  =  0  und  rj  =  <x>  zu  Verzweigungspunkten. 
Damit  t  eine  eindeutige  Function  von  i]  sein  soll,  muss 

(9)  iil— *iwi  + V0*™* 

?<ein,  wo  xlf  x„  ganze  Zahlen  bedeuten,  d.  h.  es  muss 

CU 

sein.  Während  die  allgemein  als  nothwendig  erkannten  Bedingungen 
sich  in  algebraische  Gleichungen  oder  Ungleichungen  zwischen  den 
in  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  auftretenden  Parametern 
umsetzen  lassen,   ist  die  Bedingung  (91)  nicht  durch  eine  algebraische, 

Schlesinger,  PiffVrentialtfleHliungt'ii.    II.  17 
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sondern  durch  eine  transcendente  Gleichung  zwischen  k  und  d< 
ai>  a*>  %>  aA  dargestellt,  da  ja  bekanntlich  die  Perioden  alf  (ot  trän  a 
cendente  Functionen  von  den  a  9  a„,  a  9  a^  sind.  Wir  werden  danr^ 
im  Folgenden  die  gefundenen  nothwendigen  Bedingungen  kurz  als  4  S 
algebraischen,  die  im  allgemeinen  Falle  uns  noch  unbekannt^*] 
übrigen  als  die  transcendenten  Bedingungen  für  die  eindeutige  Uhq 
kehrbarkeit  des  Integralquotienten  bezeichnen. 

Machen  wir  uns  an  dem  Beispiele  klar,  woran  es  liegt,  dass  die 
algebraischen  Bedingungen  allein  nicht  hinreichend  sind. 

Wir  hatten  bemerkt,  dass  die  Punkte  v\  =  0,  rj  =  oo  Verzweigungs- 
punkte der  Function  t  von  rj  sein  könnten,  es  wird  sich  also  darum 
handeln,  die  Bedeutung  dieser  Punkte  zu  ergründen. 

Da  das  Integral  erster  Gattung 


./ 


'dt 

yn 


u 


bei  freier  Beweglichkeit  von  t  in  seiner  Ebene  zwar  alle  endlichen 
complexen  Werthe  annehmen,  aber  niemals  unendlich  gross  werden 
kann,  so  wird  die  Function  rj  von  t,  wenn  t  alle  möglichen  Wege  in 
seiner  Ebene  beschreibt,  alle  complexen  Werthe  erreichen  können  mit 
Ausnahme  der  Werthe  Null  und  Unendlich.  Wenn  wir  also  die 
Gesammtheit  der  r\ -Werthe  darstellen  wollen,  so  werden  wir  aus  der 
Ebene  der  complexen  Variabein  rj  die  Stellen 

rj  =  0,     r\  =  oo 

ausschliessen  müssen;  dadurch  verwandelt  sich  diese  Ebene  in  eitB* 
Fläche  mit  zwei  Grenzpunkten  F,  die  erst  durch  einen  diese  Gren^' 
punkte  mit  einander  verbindenden  Querschnitt  l  in  eine  einfach  n%' 
sammenhängende  Fläche  F  übergeht. 

Innerhalb    dieser  Fläche  F  ist   unsere  Function  t  von  *3 
eindeutig;  denn  da  die  algebraischen  Bedingungen  erfüllt  sind,  ist  / 
in   der  Umgebung  jeder  Stelle   von  F  eindeutig,  d.  h.  t  bleibt  unge^ 
ändert,  wenn  rj  einen  unendlich  kleinen  geschlossenen  Weg  beschreibt, 
der  irgend  eine  Stelle  von  F  umgiebt.     Nun  lässt  sich  aber  jeder  in 
einer    einfach    zusammenhängenden    Fläche    beschriebene    geschlossene 
Weg   durch    stetige    Deformation    innerhall)    dieser   Fläche    auf    einen 
Punkt  zusammenziehen,  so  dass  also  für  eine  einfach  zusammenhängende 
Fläche  aus  der  Eindeutigkeit  einer  Function   in   der  Umgebung  jeder 
Stelle  ohne  Weiteres  die  Eindeutigkeit  in  der  ganzen  Fläche  folgt. 

Dies  gilt  nicht  für  eine  mehrfach  zusammenhängende  Fläche. 
Soll  vielmehr  /  innerhalb  F  eindeutig  sein,  so  müssen  wir  dafür  Sorge 
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tragen,  dass  diese  Function  keine  Werthänderung  erfährt,  wenn  die 
Variable  tj  den  Querschnitt  /,  der  F  in  eine  einfach  zusammenhängende 
Flache  F  verwandelt,  überschreitet.  Dies  wird  dadurch  erreicht,  dass 
wir  X  gemäss  der  Gleichung  (9)  bestimmen. 

Beiläufig  gewinnen  wir  den  folgenden  allgemeinen  Satz: 

Die  für  die  eindeutige  Umkehrbarkeit  des  Integral- 
quotienten tj  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
der  Fuchs'schen  Classe  aufgestellten  nothwendigen  alge- 
braischen Bedingungen  sind  dann  und  nur  dann  hinreichend, 
wenn  das  Gebiet  der  17-Werthe,  die  durch  analytische  Fort- 
setzung des  Integralquotienten  erreicht  werden  können,  ein 
einfach  zusammenhängendes  ist. 

Ist  jenes  Gebiet  ein  mehrfach  zusammenhängendes,  so 
müssen  zu  den  algebraischen  Bedingungen  noch  andere  hinzu- 
treten, welche  bewirken,  dass  die  unabhängige  Variable  der 
Differentialgleichung  auch  dann  keine  Werthänderung  er- 
leidet, wenn  r\  einen  der  Querschnitte  überschreitet,  durch 
welche  jenes  mehrfach  zusammenhängende  Gebiet  in  ein  ein- 
fach zusammenhängendes  verwandelt  wird. 

198.  Bedeutung  der  Unbestimmtheitsstellen  der  Umkehrungsfunction 
bei  der  Aufstellung  der  hinreichenden  Bedingungen  für  die 

Eindeutigkeit. 

In  unserem  Beispiele  sind  die  Stellen  »7  =  0, 17  =  00  Unbestimmt- 
heitsstellen der  Function  t  von  r\\  sehen  wir  zu,  auf  welche  Weise 
fe  Unbestimmtheitsstellen  entstehen. 

Denken  wir  uns  die  tf-Ebene  nach  Ausschluss  der  singulären 
Punkte  «j,  «a,  a3,  a4  unserer  Differentialgleichung  (7)  durch  vier  von 
diesen  Punkten  ausgehende  nach  dem  Unendlichen  hin  gelegte  Quer- 
schnitte /j,  J„,  l^f  lA  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  T  ver- 
handelt und  betrachten  einen  innerhalb  dieser  Fläche  eindeutig  definirten 

Z*eiS  -Uiu 

7j  =  C 

des  Integralquotienten,  wo  also  das  Integral 


-./ 


t 
'dt 


u 


nnerhalb  T  erstreckt  zu  denken  ist.  Wir  suchen  die  Substitutionen 
ler  projectiven  Gruppe  fr  zu  bestimmen,  die  der  Monodromiegruppe  ® 
ron  (Ä2)  isomorph  ist. 

17* 
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Bezeichnen  wir  das  Integral 


h 


dt 
VB 

erstreckt  längs  einer  vom  Punkte  a  ausgehenden,  den  Punkt  ax  um- 
schliessenden  Schleife  (vergl.  Nr.  114,  Bd.  I,  S.  410),  die  den  Quer- 
schnitt l  im  positiven  Sinne  überschreitet,  durch  «x  für  x  =  1,  2,  3,  4, 
so  verwandelt  sich  w,  wenn  t  einen  Weg  beschreibt,  der  den  Quer- 
schnitt l    im  positiven  Sinne  durchkreuzt,  in 


und  demnach  r\  in 


ax  —  u 


c* 


(10)  Axrj  =  —  (*=i,2,m), 

wo 

gesetzt  wurde.  Die  Substitutionen  (10)  stellen  eine  Basis  der  pro- 
jectiven  Gruppe  #  dar,  indem  nämlich  zwischen  denselben,  da  t  =  <x> 
kein  Verzweigungspunkt  der  Function  17  ist,  die  Beziehung 


besteht,  woraus  sich 


Al  A%  ÄSAA  —  1 


ci  C2     cs  C4     —  1 


ergiebt.     Man  kann  dann  z.  B. 

oj1  =  «1  —  ag,     w2  =  ai  —  a3 

als  ein  System  von  Fundamentalperioden  der  elliptischen  Function 

t  =  q>(u) 
ansehen,  und  wenn  man 

Vi  —  *!**     =e  t 

—  1  —  2*1  Wo 

setzt,  so  sind  die  Substitutionen  von  #  in  einer  der  beiden  Formen 

darstellbar,  wo  gv  g2  irgendwelche  ganze  Zahlen  bedeuten. 
Wenn  t  =  n    ist,  erhält  i]  den  Werth 


ax 


r- 

e       u 

d.  b.  da,  wie  leicht  zu  erkennen  ist, 


J 
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«X 


gefunden  wird,  den  Werth 


— Xia 


e 


*=YÖ  (x=l,2,3,4) 


Die  Gesammtheit  der  Werthe  des  Integralquotienten,  die  den 
Werthen  t  =  al9  at7  a3,  a4  entsprechen,  ist  demnach  in  der  Formel 

enthalten;  in  der  Umgebung  derselben  ist  zufolge  der  erfüllten  alge- 
braischen Bedingungen  t  eindeutig.  Wir  sehen  sofort,  dass  diese 
Werthe  durch  die  Wurzeln  der  Gleichungen 

(11)  ti  =  TV 

dargestellt  werden.     Auf  der  anderen  Seite   erkennen  wir   die  beiden 

Stellen 

rj  =  0,     tj  =  <x> 

als  die  Wurzeln  der  Gleichungen 

(12)  ,-S,. 

Die  beiden  Typen  von  Substitutionen  der  Gruppe  #,  die  durch 
die  beiden  Formen  S  und  T  charakterisirt  werden,  zeigen  also  einen 
wesentlichen  Unterschied,  wir  können  denselben  durch  die  folgende 
Ueberlegung  noch  klarer  hervortreten  lassen. 

Bilden  wir  für  eine  der  Substitutionen  T  die  Substitution  T2,  so 
ist  offenbar 

T2=l, 

dagegen    sind  für  eine  der  Substitutionen  S  die  successiven  Potenzen 

S  (y  =  — oo, ^-oc) 

im    Allgemeinen  sämmtlich  von  einander  verschieden.     Sei 

—  2Xi{gl  (ot  +  flf2o2)  =  ^  +  (i2i, 

wo  i/lxj  f*2  rea^e  Grössen  bedeuten,  dann  sind  drei  Fälle  zu  unterschei- 
den   je  nachdem  nämlich 

1)  ft-0, 

2)  ft>0, 

3)  ft<0 
ist.      Im  Falle  1)  ist 

1  y   91   y   9%  i     _     1 

und   wenn  17    irgend  einen  complexen  Werth  bedeutet,  so   nähert  sich 
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S*ri  =  erfi2trj 
für  v  =  +  oo  keiner  bestimmten  Grenze.     Dagegen  ist  im  Falle  2) 

lim  Srrj  ==  <x>,     lim  S~~vy  =  0, 

und  im  Falle  3) 

lim  Svrj  =  0,       lim  S~vrj  =  oo, 

für  jeden  endlichen  Werth  von  rj.  Wir  sehen  hiernach,  dass  es  in 
jeder  noch  so  kleinen  Umgebung  der  Stellen  rj  =  0  und  17  =  00  stete 
Werthe  giebt,  die  aus  jedem  beliebigen  endlichen  Werthe  von  tj  durch 
Substitutionen  der  Gruppe  #  hervorgehen,  d.  h.  die  Function  t  von  i| 
nimmt  in  jeder  Nähe  der  Stellen  7^  =  0,  r\  =  00  jeden  beliebigen 
Werth  beliebig  oft  an. 

Diese  Eigenschaft  charakterisirt  die  Stellen  rj=Qf  1^  =  30 
als  Unbestimmtheitsstellen  der  Function  t  von  17. 

Wenn  k  der  Gleichung  (9)  gemäss  gewählt  und  durch  ©'  eine 
Periode  von  q>(u)  bezeichnet  wird,  die  mit 

ra  =  T 

zusammen   ein   System   von  Fundamentalperioden   constituirt,    so   läast 

sich  der  Ausdruck 

—  2li((fl<ol  +  gi(x>i) 

in  die  Form  setzen 


wo  hl9  AQ  ganze  Zahlen  bedeuten.  Da,  wie  wir  stillschweigend  voraus- 
gesetzt haben,  die  aiy  tf„,  a.iy  aA  von  einander  verschieden  sind,  ist  der 
Quotient  irgend  zweier  Fundamentalperioden  w,  10 '  niemals  real,  es 
kann  also  niemals  vorkommen,  dass  der  reale  Theil  von 

verschwindet;   d.  h.  wenn  A   der  Gleichung  (9)  gemäss  bestimmt  wird, 
ist  das  Eintreten  des  Falles  1)  ausgeschlossen.    Wir  können  aber  auch 
direct  zeigen,  dass  der  Fall  1)   nicht  eintreten  darf,  wenn  t  eine  ein 
deutige  Function  von  r\  sein  soll. 
In  der  That  sei  also 

Sy  =  eP2'rif 

wo  jt2  eine  reale  Grösse  bedeutet,  dann  liegen  die  sämmtlichen  Werthe, 
die  aus  r]  durch  successive  Anwendung  der  Potenzen  von  S  hervor- 
gehen, auf  dem  mit  dem  Radius  ,rj\  um  den  Punkt  17  =  0  als  Mittel- 
punkt beschriebenen  Kreise  K.     Nehmen  wir  zunächst  an,  (i%  sei  kein 
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rationales  Vielfaches  von  it,  was  offenbar  darauf  hinauskommt,  dass 

-j-  kein   aliquoter  Theil  einer  Periode  der  Function  q>(u)  ist. 

Dann  lässt  sich  bekanntlich  stets  ein  System  von  ganzen  Zahlen 
«ip  ma  so  wählen,  dass  der  Ausdruck 

sich  von-  irgend  einer  vorgeschriebenen  realen  Grösse  <p  beliebig  wenig 
unterscheidet.    Es  giebt  folglich  in  jeder  Nähe  jeder  beliebigen  Stelle 

der  Kreisperipherie  K  Stellen,  die  aus  rj  durch  eine  Potenz  der  Sub- 
stitution S  hervorgehen,  d.  h.  wenn  t  einen  Werth  der  unabhängigen 
Variabein  unserer  Differentialgleichung  bedeutet,  für  welchen  der  Werth 
ri  des  Integralquotienten  zum  Vorscheine  kommt,  so  giebt  es  in  jeder 
Nähe  einer  jeden  Stelle  der  Kreisperipherie  K  ebenfalls  auf  K  gelegene 
Stellen,  die  diesem  selben  Werthe  t  der  unabhängigen  Variabein  zu- 
gehören. 

Aber  noch  mehr!     Betrachten   wir  die   Substitutionen   T  unserer 

äff  ^^  

Gruppe  #.     Wenn  -r-  kein  aliquoter  Theil  einer  Periode  der  Function 

qp(w)  ist,  so  besteht  zwischen  den  Grössen  jt,  k<ol9  Xcj2  keine  homogene 
lineare  Beziehung  mit  ganzzahligen  Coefficienten;  es  lässt  sich  folglich 
nach  einem  berühmten  Satze  von  Jacobi  ein  System  von  drei  ganzen 
Zahlen  gl9  gif  gn  so  finden,  dass  das  Aggregat 

sich  von  einer  beliebig  vorgeschriebenen  complexen  Grösse  dem 
absoluten  Betrage  nach  beliebig  wenig  unterscheidet.  Es  liegen  folglich 
in  jeder  Nähe  einer  jeden  beliebigen  Stelle  der  17-Ebene  Stellen,  die 
aus  dem  Werthe  t\  durch  Anwendung  einer  der  Substitutionen  T  her- 
vorgehen, d.  h.  bedeutet  t  irgend  einen  Werth  der  unabhängigen 
Variabein  der  Differentialgleichung  (A2),  so  befinden  sich  in  jeder  noch 
so  kleinen  Umgebung  jedes  Punktes  der  77-Ebene  Stellen,  die  als  Werthe 
des  Integralquotienten  zu  jenem  Werthe  t  gehören.  Dass  dies  nicht 
möglich  ist,  wenn  t  eine  eindeutige  Function  von  t]  sein  soll,  werden 
wir    sehr  bald  allgemein   erörtern.     Wir  gehen  vorher   noch  auf  den 

Fall  ein,  wo  -.    ein  aliquoter  Theil  einer  Periode  von  <p(u)  ist. 

Sei  also 

(9a)  y  = % ,     *>!> 

wo   x,  x19  x%  ganze  Zahlen  bedeuten,  dann  ist  t  auch  keine  eindeutige 
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Function  von  rj,  sondern  es  gehören  zu  einem  Werthe  von  ij 
verschiedenen  Werthe 

H~  S x )  »-M.....-D 

von  /,  welche,  wie  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  1 
ist,  von  einem  derselben,  etwa 

m  (      log  ^ 

algebraisch  abhängen.  In  diesem  Falle  kann  demnach  die  Diffe 
gleichung  ($2)  durch  eine  Transformation  von  der  Form 

\)  =  qT),    i=il>(t), 

wo  #  eine  rationale  Function,  q  die  Wurzel  aus  einer  rationalen  F 
von  t  bedeutet,  in  eine  Differentialgleichung  mit  der  unabh 
Variabein  t  übergeführt  werden,  in  welcher  t  eine  eindeutige  I 
des  Integralquotienten  rj  ist. 


Drittes  Kapitel. 

199.    Eigenschaften  projectiver  Substitutionen  einer  Variabein. 
Canonische  Form  und  Eintheilung  derselben. 

Wir   gehen  nun   dazu   über,   die   an    dem  Fuchs'schen   Beispiele 

beobachteten  Verhältnisse   allgemein   zu  discutiren   und   beginnen  mit 

einer  etwas  eingehenderen  Untersuchung  der  projectiven  Substitutionen 

einer  Variabein  17,    die   ja   bei    unserer  Frage    wesentlich  in  Betracht 

kommen. 

Sei  eine  solche  projective  Substitution 

yrj+8  ' 

vorgelegt,  wo  wir  in  der  Regel  die  Determinante 

ad  —  ßy  =  1 

annehmen  werden,  so  bemerken  wir  zuvörderst,  dass  durch  dieselbe 
eine  eindeutig  eonforme,  d.  h.  in  den  kleinsten  Theilen  ähnliche,  oder, 
wie  man  sich  auch  ausdrückt,  winkeltreue  Abbildung  der  Ebene  der 
complexen  Variabein  rj  auf  die  Ebene  der  complexen  Variabein  £  ver- 
mittelt wird,  da  ja  S rj  eine  monogene  Function  von  rj  darstellt. 

Bei  dieser  conformen  Abbildung  entspricht  jeder  Geraden 
und  jedem  Kreise  der  £-Ebene  eine  Gerade  oder  ein  Kreis  der 
q-Ebene  und  umgekehrt. 

In  der  That,  bezeichnen  wir  durch  einen  oberen  Accent  die  con- 
jugirte  Grösse  einer  complexen  Grösse  a,  so  stellt  die  Gleichung 

(2)  Atf+Bt  +  B't'+C=0, 

wo  A,  C  reale  Grössen  bedeuten,  einen  Kreis  beziehungsweise,  wenn 
-1  =  0,  eine  Gerade  in  der  g- Ebene  dar,  und  zwar  den  allgemeinsten 
Kreis  bez.  die  allgemeinste  Gerade.     Setzen  wir  hierin 

.  _crn  +J        y  _  a V+jT 

so  erhalten  wir  als  entsprechende  Gleichung  in  der  rj  -Ebene 

rjrjf  (Auu  -f-  Bay'  -f-  B'ay  -f-  Cyyr) 

(3)  +  V  (Aap  +  Bccd'  +  B'yß'  +  Cy8') 
+  fl'(Aßa'-\-B'8a'+By'ß+Cy'd) 

+       Aßß'+  Bßd'  +B'ß'6+  Cdd'=0, 
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und  diese  stellt  wieder  einen  Kreis  dar.  Dass  auch  umgekehrt  jedem 
Kreise  der  17-Ebene  ein  Kreis  der  £-Ebene  entspricht,  erhellt  daraus,  dass 

ist. 

Wenn  A  =  0  ist,  d.  h.  die  Gleichung  (2)  eine  gerade  Linie  dar- 
stellt,  so  geht  der  entsprechende  Kreis  (3)    der   17 -Ebene   durch  den 

Punkt 

ö 

der  dem  £  =  00  entspricht,  hindurch.  Diese  Bemerkung  leitet  uns 
beiläufig  darauf  hin,  dass  zwischen  der  durch  die  projective  Trans- 
formation (1)  der  complexen  Grössen  */,  g  bestimmten  Abbildung  und 
den  sogenannten  Cremona'schen  Transformationen  eine  einfache  Be- 
ziehung besteht. 

Bekanntlich  lässt  sich  eine  Cremona'sche  Transformation  belie- 
biger Ordnung  stets  aus  solchen  Transformationen  zweiter  Ordnung 
zusammensetzen  (Kosanes,  Crelle's  Journal,  Bd.  73,  S.  109).  Die 
Cremona'sche  Transformation  zweiter  Ordnung  zweier  Ebenen  in  ein- 
ander ist  dadurch  charakterisirt,  dass  jeder  Geraden  der  einen  Ebene 
ein  Kegelschnitt  der  anderen  entspricht,  der  durch  drei  feste  Punkte 
hindurchgeht,  oder  mit  anderen  Worten,  den  sämmtlichen  Geraden  der 
einen  Ebene  entsprechen  die  Kegelschnitte  eines  bestimmten  Netzes 
der  anderen. 

Daraus  folgt  also  zunächst,  dass  die  zwischen  der  17-  und  g- Ebene 
statuirte  Beziehung  (1)  eine  Cremona'sche  Transformation  ist,  denn 
den  Geraden  der  einen  Ebene  entsprechen  Kreise  der  anderen,  die 
durch  einen  festen  Punkt  hindurchgehen,  d.  h.  also  Kegelschnitte,  die 
durch  diesen  festen  Punkt  und  die  beiden  imaginären  Kreispunkte  hin- 
durchgehen.    Setzt  man 

so  kann  ein  solches  Kreisnetz  der  17-Ebene  durch  Anwendung  einer 
realen  Collineation 

*2  +  Mi  +  r^h      "3  +  P3  ni  +  w* 
ai  +  Mi  +  vi  V    ai  +  Mi  +  Vi  ^2 

in  ein  beliebiges  Kegelschnittnetz  transformirt  werden,  es  setzt  sich 
also  jede  Cremona'sche  Transformation  zweiter  Ordnung  aus  einer 
projectiven  Substitution  zwischen  den  complexen  Grössen 

ix  +  £**,     iJj  +  V 
und  aus  einer  realen  Collineation  zusammen.     Daraus  folgt,  dass  auch 
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jede  beliebige  Crem  o  na 'sehe  Transformation  aus  projeetiven  Substitu- 
tionen zwischen  den  complexen  Grössen  ft  -f-  ^/,  1?X  -f-  rj^i  und  aus 
realen  Collineationen  zusammengesetzt  werden  kann. 

Wir  werden  in  der  Regel  die  durch  eine  Substitution  von  der 
Form  (1)  verknüpften  complexen  Grössen  £,  17  nicht  in  zwei  verschie- 
denen, sondern  vielmehr  in  einer  und  derselben  Ebene  zu  deuten  haben; 
es  wird  dann  jeder  Punkt  q  in  einen  gewissen  anderen  Punkt  £  trans- 
formirt.  Fragen  wir  insbesondere  nach  denjenigen  Punkten  der  >/-Ebene, 
die  mit  ihren  transformirten  identisch  sind,  so  haben  wir  zur  Bestim- 
mung derselben  die  quadratische  Gleichung 

yr?  +  (d  -a)n-  ß  =  0, 

deren  Wurzeln  wir  als  die  Doppelpunkte  der  projeetiven  Substitution 
bezeichnen. 

Dieselben  ergeben  sich  in  der  Form 


*  \  —  ^rzA    l  1  /(«  +  *)*  —  * 


sie  sind  also  von  einander  verschieden,  wenn 

(«  +  <J)2  +  4 
ist.  In  diesem  Falle  lässt  sich  die  Substitution  (1)  in  die  Form  setzen 

(I)  \-L^Kn=li 

wir  nennen   dies  die  cauonische  Form  der  Substitution  (1),  da  die- 
selbe der  canonischen  Form  der  homogenen  Substitution 

„  ,  *i  =  *yx  + vir*, 

(la) 

zi  =  ßtfi  +  av* 
entspricht,  wenn  wir 


*  '2  Vi 

setzen.  Die  Constante  K,  die  wir  den  Multiplicator  der  projeetiven 
Substitution  (1)  nennen,  bestimmt  sich  demgemäss  als  der  Quotient 
der  Wurzeln  der  zur  homogenen  Substitution  (la)  gehörigen  Funda- 
mentalgleichung 

\d-fo     ß 

i      y        a  —  0 

der  Multiplicator  ist  demnach  im  Sinne  der  Nr.  121  (Bd.  I,  S.  439, 
vergl.  Nr.  125,  ebenda  S.  462)  eine  Invariante  der  Substitution  (1), 
d-  h.  er  ändert  sich  nicht,  wenn  man  von  (1)  zu  einer  ähnlichen 
Projeetiven  Substitution  übergeht. 


0; 
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Da  sich  aus  (I)  durch  Differentiation 

ergiebt,  finden  wir  für  K  überdies  die  zwiefache  Darstellung 

Dieser  Multiplicator  K  ist   im  Allgemeinen   eine  complexe  Zahl, 

die  wir  in  der  Form 

K=\K\eiAT** 

darstellen  wollen.  Wir  scheiden  dann  nach  dem  Vorgange  von  Herrn 
Klein  die  projectiven  Substitutionen  mit  getrennten  Doppelpunkten  in 
drei  Unterarten,  je  nachdem 

2)  |*H-1,    ArglT=0, 

3)  |JT|  +  1,    Argtf+O 
ist. 

Im  Falle  1)   nennt  man   die  Substitution  (1)   eine    elliptische; 

ihre  i/te  Potenz  ist  in  der  Form 

v  j^v  r\—  X 

— =  A      (»  =  —  », f-oo) 

ty—  P  V  —  P 

darstellbar,  wenn  man 

t,  =  s'v 

setzt.     Falls  die  reelle  Grösse 

ArgJT«=-J-2* 

ist,  wo  g,  h  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  bedeuten,  so  ist 

S  rj  =  rj     oder     5=1, 

man  sagt  dann,  die  elliptische  Substitution  S  sei  eine  periodische. 

Im  Falle  2)  nennt  man  die  Substitution  S  eine  hyperbolische, 
im  Falle  3)  eine  loxodromische.     In  beiden  Fallen  ist 

lim  ^ZA  =  »t*  lim  JT, 
d.  h.  wenn  |JST|  <  1  ist,  so  haben  wir 


(<>) 


lim  £v  —  lim  Svrj  =  A, 


lim  £y  =  lim  5  r\  =  p , 

dagegen,  wenn  \K\  >  1  ist,  umgekehrt 

(6)  lim  Svrj  =  ft;     lim  fifij  =  A 

V=s+0O  »= OO 


1 

4 
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"Dte  Doppelpunkte  A,  p  der  Substitution  S  fallen  zusammen,  wenn 

(«  +  *)*  =  4 
ist;  iti  diesem  Falle  nennt  man  ebenfalls  nach  Herrn  Klein  die  Sub- 
stitution eine  parabolische.  Es  hat  dann  auch  die  zu  der  homogenen 
Substitution  (la)  gehörige  Fundamentalgleichung  eine  doppelte  Wurzel 
und  die  canonische  Form  von  (1)  lautet  demnach  (vergl.  Nr.  77,  Bd.  I, 
S.  126) 

wo  durch  einfache  Rechnung 
0)  Z,=  _y,      1  =  -^-,    y        -1 


gefunden  wird.     Für 
ergiebt  sich 


1  x     _l     r 


woraus 


(8)  lim  5*1?  =  X 

folgt.     Stellen  wir  dieses  Ergebniss  mit  dem  durch  die  Gleichungen 
(f>),  (6)  dargestellten  zusammen,  so  haben  wir  den  Satz: 

Die  aus  einem  beliebigen  complexen  Werthe  rj  durch  alle 
möglichen  Potenzen  einer  nicht  elliptischen  Substitution 
erzeugte  Punktmenge  besitzt  zwei  durch  die  beiden  Doppel- 
punkte der  angewandten  Substitution  dargestellte  Grenz- 
stellen, die  nur  im  Falle  einer  parabolischen  Substitution 
mit  einander  coincidiren. 

Betrachten  wir  dagegen  für  eine  elliptische  Substitution  die  aus 
einem  Werthe  tj  =  17    erzeugte  Punktmenge 

so  liegen  diese  sammtlichen  Punkte  auf  dem  durch  die  Gleichung 


n-x 


n  —  * 


(9) 

dargestellten  Kreise.  Wenn  S  eine  periodische  Substitution  ist,  so  ist 
die  Anzahl  dieser  Punkte  eine  endliche;  wenn  S  nicht  periodisch,  d.  h. 
Arg  K  mit  2«  nicht  commensurabel  ist,  so  lassen  sich  nach  Vorschrift 
einer  beliebig  kleinen  positiven  Grösse  s  zwei  ganze  Zahlen  vl9  xt  stets 
so  bestimmen,  dass  sich  das  Aggregat 

2vlArgK-\-2xlx 
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von  einer  willkürlich  vorgeschriebenen  realen  Grosse  dem  absolutem 
Betrage  nach  um  weniger  unterscheidet  wie  s.     Die  Punktmenge 

P— (t,°)  (r— .,...  +  «) 

ist  also  derart  beschaffen,  dass  sich  in  jeder  Nähe  eines  jeden  Punkte« 
der  Kreislinie  (9)  Punkte  dieser  Menge  befinden,  d.  h.  es  ist  jedei 
Punkt  des  Kreises  (9)  eine  Grenzstelle  dieser  Punktmenge,  oder  anders 
ausgedrückt,  die  erste  Ableitung  P'  der  Punktmenge  P  (vergl.  Nr.  133 
S.  8)  erfüllt  die  Kreislinie  (9)  vollständig  und  lückenlos. 


200.   Allgemeines  über  Punktmengen.    Bahncurven  elliptischer  Sut> 
stitutionen.     Weierstrass'  Auffassung  eines  analytischen  Gebfldt 


Betrachtet  man  eine  durch  n  unbeschränkt  veränderliche  real« 
Grössen  xl7  x2,  •  •  •  xn  bestimmte  Mannigfaltigkeit  von  Punkten,  s< 
nennt  man  nach  Herrn  G.  Cantor  eine  in  dieser  Mannigfaltigkeit  ent 
haltene  Punktmenge  P  eine  perfecte,  wenn  dieselbe  mit  ihrer  ersten 
Ableitung  P'  identisch  ist.  Man  nennt  ferner  eine  Punktmenge  M 
eine  zusammenhängende,  wenn  für  je  zwei  Punkte 

(oo  o\        /    v       v  *\ 

Xl>Xt>-'-Xu)>       {Xl>X*>'Xn) 

derselben,   nach  Vorschrift  einer  beliebig   kleinen  positiven  Grosse  (, 
sich  eine  endliche  Anzahl  von  Punkten 

/     1         1  1\  /   v  —  1       v  —  l  r— 1\ 

(*1  >Xt  >    *  '  '   Xn  )  >    '       '    [Xi        >Xt       ,•••*.       ) 

der  Menge  M  so  angeben  lässt,  dass  die  Ungleichungen 


n 


2K+1  —  x*Y  <B    <*-**.«.-•> 


erfüllt  sind.    Herr  Cantor  definirt  dann  eine  perfecte  und  zusammen- 
hängende Punktmenge  als  ein  Continuum.     Diese   Definition  ist  in 
gewissem  Sinne  enger,  in  anderem  Sinne  wieder  wesentlich  weiter  ik 
die  von  uns  in   der  Nr.  133  (S.  9)  benutzte;  ein  Continuum  in  dem   , 
daselbst  von  uns  festgelegten  Sinne  bezeichnet  Herr  Cantor,  wenn  e*  ! 
kein   abgeschlossenes  ist,  als  ein  Semicontinuum.     Die  von  uns  be- 
nutzte Definition  des  Continmims  wurde  so  gefasst,  dass  unter  dieselbe 
nur  ein  ebenso  vielfach  ausgedehntes   Gebiet  fällt,  wie  dasjenige  kt» 
aus  welchem  die  betrachtete  Punktmenge  ausgesondert  ist,    indem  j* 
gleichzeitig  mit  jedem  Punkte  auch  jeder  Punkt  einer  gewissen  Um- 
gebung  dem    Continuum   zugehören   musste;   diese   Definition   ist  für 
functionentheoretische  Betrachtungen   von    der  Art,   wie  wir   sie  Wer 
anzustellen  haben,  aus  dem  Grunde  bequem,   weil   dann   das  Existenz- 
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gebiet  einer  monogenen  Function  von  gewissen  Variabein  als  ein  Con- 
tinunm  schlechthin  bezeichnet  werden  kann,  was  den  gewöhnlichen 
Vorstellungen  entspricht.  Wir  wollen  darum  eine  perfecte  und  zu- 
sammenhängende Punktmenge  ein  continuirliches  Gebilde 
nennen  und  insbesondere  von  continuirlichen  Curven,  Flächen 
u.  8.  w.  sprechen. 

Wenn  eine  Punktmenge  P  so  beschaffen  ist,  dass  ihre  erste  Ab- 
leitung P'  ein  continuirliches  Gebilde  vollständig  und  lückenlos  erfüllt, 
»  sagt  man,  die  Punktmenge  sei  auf  diesem  continuirlichen  Gebilde 
überall  dicht. 

Mit  Benutzung  dieser  Terminologie  können  wir  also  den  Satz 
Aussprechen: 

Die  Punktmenge,  welche  aus  einem  complexen  Werthe  rj 
durch  Anwendung  aller  Potenzen  einer  nicht  periodischen 
elliptischen  Substitution  hervorgeht,  erfüllt  eine  gewisse 
durch  diesen  Werth  rj  hindurchgehende  Kreislinie  überall 
dicht 

Man  kann  diesen  Kreis  durch  eine  einfache  geometrische  Betrach- 
tung noch  genauer  charakterisiren. 

Man  sagt  bekanntlich  von  zwei  Punkten  rj  und  i?,  die  durch  die 
Gleichung 

(10)  fj  =  -^~ri-~c 
v    ;  ^  ari'  +  b    > 

*o  a,  c  reale  Grössen  bedeuten,  mit  einander  verknüpft  sind,  sie  lägen 
harmonisch  in  Bezug  auf  den  Kreis 

(11)  arjri'  +  &17  +  h' 'rj'  -f-  c  =  0, 

;  °derauch  (nach  Lord  Kelvin),  sie  seien  Spiegelbilder  von  einander. 
Dann  ist  sofort  zu  übersehen,  dass  die  Doppelpunkte  A,  (i  der  Sub- 
stitution S  in  Bezug  auf  jeden  Kreis 

(12)  'LrA 

n  —  p 

*or  eine  positive  Constante  bedeutet,  harmonisch  liegen;  der  Kreis  (9) 
fct  also  jener  Kreis,  der  durch  17  hindurchgeht  und  dem  Kreisbüschel 
(12)  angehört.  Herr  Klein  nennt  die  Kreise  des  Büschels  (12)  die 
Bahncurven  der  elliptischen  Substitution  $;  unser  Satz  kann  also  wie 
folgt  ausgesprochen  werden: 

Die  Punktmenge,   welche  aus   dem  beliebigen   complexen 
Berthe  17  durch  Anwendung  aller  Potenzen  der  nicht  periodi- 
schen  elliptischen   Substitution  S  hervorgeht,    liegt  auf  der 
furch   rt  hindurchgehenden  Bahncurve  von  S  überall  dicht. 


r, 
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Ehe  wir  diese  Resultate  auf  das  Studium  des  Integralquotienten  17 
einer  linearen  Differentialgleichung  anwenden,  müssen  wir  eine  Vor- 
stellungsweise einführen,  die  sieh  an  die  von  Herrn  Weierstrass  in 
seinen  functionentheoretischen  Vorlesungen  gegebene  Auffassung  eines 
analytischen  Gebildes  anschliesst. 

Hat  man  eine  Function 

n  =  fit) 

der  complexen  Variabein  t  etwa  dadurch  definirt,  dass  ein  Zweig  dieser 
Function  in  der  Umgebung  einer  regulären  Stelle  t  =  t0  durch  eine 
gewöhnliche  Potenzreihe 

(«)  ^  =  $(<|g  =  do  +  di(*_Q  +  d8(*-02  +  ... 

dargestellt  ist,  so  erhält  man  durch  analytische  Fortsetzung  dieser  Reihe 
die  Gesammtheit  aller  derjenigen  Functionselemente,  die  durch  gewöhn- 
liche Potenzreihen,  fortschreitend  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von 
linearen  Functionen  von  t,  dargestellt  werden  können.  Wenn  in  der 
Entwickelung  (a)  der  Coefficient  d{  nicht  verschwindet,  so  ist  auch 
umgekehrt  t  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  17  —  SQ  entwickelbar 

*-Cfo;*0); 
wenn  wir  von  dieser  Reihe  ausgehen  und  dieselbe  analytisch  fortsetzen, 
so   erhalten   wir  die   Gesammtheit  aller  Functionselemente,    die    durch 
gewöhnliche  Potenzreihen,  fortschreitend  nach  positiven  ganzen  Potenzen 
von  linearen  Functionen  von  ?;,  darstellbar  sind. 

Betrachten  wir  die  Gesammtheit  der  zusammengehörigen  Werthe- 
paare  (t,  17),  die  wir  auf  die  eine  oder  auf  die  andere  Weise  er- 
halten, so  bemerken  wir,  dass  diejenigen  Werthepaare 

die  so  beschaffen  sind,  dass  sowohl  t  =  /  eine  reguläre  Stelle  der 
Function  17  als  auch  i]  =*=  #  eine  reguläre  Stelle  der  Function  t  von  17 
ist,  beide  Male  zum  Vorschein  kommen.  Dagegen  kommen  wir  im  All- 
gemeinen bei  der  Fortsetzung  des  Elementes  ty  (t  I  £0)  zu  Werthepaaren 
(t,  rf)f  die  bei  der  Fortsetzung  des  Elementes  C(^|d0)  nicht  erreicht 
werden,  und  umgekehrt,  bei  Fortsetzung  der  letzteren  Potenzreihe  zu 
Werthepaaren,  die  durch  Fortsetzung  von  5ß^J0)  nicht  erzielt  werden 
können.  Um  diesem  Uebelstande  aus  dem  Wege  zu  gehen,  kann  man 
sicli  die  beiden  Variabein  rh  t  durch  eine  dritte  Hülfs  variable  dar- 
gestellt denken,  also  etwa 
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man  z.  B.  die  Potenzreihe 

*,(*)  =  «i*  +  v  +  •  •  • 

ganz  beliebig,  aber  so  wählt,  dass  sx  von  Null  verschieden  ist,  und  dann 
?,(r)  aas  $(*|*0)  dadurch  herleitet,  dass  man  in  Sß(*|*0)  für  t  —  tQ 
die  Reihe  $ß2(r)  einsetzt.  Herr  Weierstrass  nennt  dann  das  Reihen- 
paar (ß)  ein  Element  des  analytischen  Gebildes  (rj}  t)  und  de- 
finirt  die  Fortsetzung  desselben  in  folgender  Weise. 

Sei  rQ  eine  Stelle  des  gemeinsamen  Convergenzbereiches  der  beiden 
Reihen  (/J),  dann  setze  man 


r 


2 


=  r0  +  Cir'+C2r'      H 9 


V) 


wo  c{  von  Null  verschieden  und  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  für 
hinreichend  kleines  r'  convergent,  aber  sonst  ganz  willkürlich  gewählt 
ist;  dann  verwandelt  sich  das  Reihenpaar  (ß)  in 

und  das  Gebilde  (ß')  coincidirt  in  einer  gewissen  Umgebung  von  r'=0 
mit  dem  Gebilde  (ß)  in  einer  gewissen  Umgebung  von  r  =  r0,  es  kann 
also  (/}')  als  die  Fortsetzung  von  (ß)  betrachtet  werden. 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Verfahrens  erhält  man  eine 
gewisse  Gesammtheit  von  Reihenpaaren,  die  ein  in  sich  abgeschlossenes 
Ganzes  bilden  in  dem  Sinne,  dass,  wenn  man  die  Gesammtheit  der 
Werthepaare  (t,  rj)  in's  Auge  fasst,  die  durch  diese  Reihenpaare  geliefert 
werden,  diese  Gesammtheit  dieselbe  bleibt,  wie  man  auch  die  Fort- 
setzung machen  und  von  welchem  jener  Reihenpaare  man  auch  aus- 
gegangen sein  mag.  Diese  so  erzielten  Werthepaare  enthalten  sowohl 
die  durch  Fortsetzung  von  Sß(£|£0)  alö  auch  die  durch  Fortsetzung  von 
£(Vi'u)  zu  erreichenden,  man  bezeichnet  die  Gesammtheit  derselben 
als  das  analytische  Gebilde  (17,  t). 

Denken  wir  uns  etwa  die  vierfache   reale  ebene  Mannigfaltigkeit 
B4,  die  dadurch  bestimmt  wird,  dass  wir  rj,  t  als  unbeschränkt  ver- 
änderliche complexe  Grössen  auffassen,  so  ist  das  analytische  Gebilde 
Ol,  t)  ein  Gebilde   zweiter  Stufe  im  R4.     Projiciren  wir  dasselbe  auf 
die  t -Ebene,  so  ist  die  Projection  die  Gesammtheit  derjenigen  Stellen  t,' 
m  deren  Umgebung  sich  i]    verhält    wie    eine    algebraische    Function, 
projiciren  wir  jenes  Gebilde  auf  die  rj  -Ebene,  so  erhalten  wir  ebenso 
die  Gesammtheit  der  17-Werthe,  in  deren  Umgebung  sich  t  verhält  wie 
eine  algebraische  Function. 

Die  Punktmenge  (17,  t)f  die  durch  Fortsetzung  des  Elementes  (0) 
1     zum  Vorschein  kommt,   besitzt  im  Allgemeinen  (d.  h.  wenn  rj  keine 

I  Schlesinger,  Differentialgleichungen.   II.  18 

l 
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algebraische  Function  von  t  ist)  noch  Grenzstellen,  die  nicht  zu  d- 
Punktmenge  (17,  t)  gehören,  für  welche  sich  aber  in  jeder  Nahe  Punk 
dieser  Punktmenge  befinden,  und  nur,  wenn  wir  diese  Grenzstellen  d 
Punktmenge,  d.  h.  dem  Gebilde  hinzufügen  würden,  wäre  dasseL 
eine  perfecte  Punktmenge  im  jß4.  Diese  Grenzstellen  werden  v< 
dem  Gebilde  nicht  wirklich  erreicht,  sondern  das  Gebil« 
kommt  ihnen  nur  beliebig  nahe.  Dass  es  nicht  zweckmassig  war 
dieselben  dem  Gebilde  hinzuzufügen,  lehrt  ein  Blick  auf  das  Fuchs'scl 
Beispiel. 

201.    Grenzstellen,  die  einem  analytischen  Gebilde  nicht  suzusSblai 
sind.     Gebilde,   die  nach    einer  Seite   hin   eindeutig    sind.     Isolirfe 
Punktmengen  und  isolirtwerthige  Functionen. 

In  der  That  hatten  wir  in  der  Nr.  198  (S.  263)  gezeigt,  da^ 
wenn  i ■  =  t<0  ein  beliebiger  Werth  der  unabhängigen  Variabein,  ij=tf, 
einer  der  zugehörigen  Werthe  der  daselbst  betrachteten  Function 


J  y 


*dt 

Vr 

a 

rj  =  e 


ist  und  rj0  einen  beliebigen  complexen  Werth  bedeutet,  stets  eine  der 
Substitutionen  T  angegeben  werden  kann,  für  welche 

dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  ist  als  eine  beliebig  klein  vorgeschrie- 
bene positive  Grösse,  sofern  A  nicht  gemäss  der  Gleichung  (9  a),  Nr.  198 
(S.  263)  gewählt  wird.  D.  h.  aber  mit  anderen  Worten,  in  jeder  NÖw 
jeder  beliebigen  Stelle  (t{),  ^0)  des  iJ4  liegen  Stellen,  die  dem  analyti- 
schen Gebilde  (t,  17)  angehören;  also  ist  jede  Stelle  der  vierfachen 
Mannigfaltigkeit  J?4  eine  Grenzstelle  dieses  Gebildes,  oder  mit  Benutzung 
der  oben  eingeführten  Terminologie,  das  Gebilde  (t,  iy)  ist  in  der 
ganzen  vierfachen  Mannigfaltigkeit  jß4  überall  dicht.  Würde 
man  nun  alle  diese  Grenzstellen  dem  Gebilde  hinzuzahlen,  so  würde 
dasselbe  die  ganze  vierfache  Mannigfaltigkeit  RA  lückenlos  erfüllen, 
man  hätte  also  überhaupt  kein  besonderes  Gebilde,  also  auch  keine 
functionale  Beziehimg  zwischen  17  und  t 

Bei  den  analytischen  Beziehungen,  die  von  den  Analysten  de* 
achtzehnten  Jahrhunderts  eingehender  studirt  worden  waren,  hatten  sich 
derartige  Verhältnisse  nicht  gezeigt.  Der  erste,  dem  eine  ähnliche 
Erscheinung,  wie  die  eben  beschriebene,  bei  seinen  Untersuchungen 
aufgefallen  zu  sein  scheint,  war  Abel.     Aus  der  Zeit,  in  welcher  stfh 
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Abel  mit  der  Untersuchung  der  hyperelliptischen  und  der  allgemeinen 
Abel'schen  Integrale  beschäftigte ,  stammt  ein  Brief  an  Holmboe,  in 
irelchem  Abel  schreibt ,  er  habe  etwas  Unmögliches  bewiesen.  Man 
[eilt  wohl  kaum  fehl,  wenn  man  annimmt,  dass  sich  diese  Bemerkung 
nf  die  Erkenntniss  der  Thatsache  bezieht,  dass  die  Werthe,  welche 
in  allgemeines  Abel'sches  Integral  oder  auch  ein  elliptisches  Integral 
ritter  Gattung  für  einen  beliebigen  Werth  der  unabhängigen  Variabein 
annimmt,  durch  die  Formel 

u  =  ü  +  m1\v1  +  w2?r2  -f-  nhw$  +  •  '  • 

irgestellt   werden,   wo    ü   einen    bestimmten   zu   x  gehörigen  Werth 

eses Integrals,  mvmv w3,  •  •  •  irgendwelche  ganze  Zahlen,  wv  w2, w$,  •  •  • 

onstanten  bedeuten,  deren  Anzahl  grösser  ist  wie  zwei,  und  zwischen 

;nen  im  Allgemeinen  keine  homogene  lineare  Relation  mit  ganzzahligen 

oefficienten  besteht. 

Wie   Jacobi    zuerst    bewiesen    hat,    lassen    sich    nämlich    (vergl. 

r.  198,  S.  263)  die  ganzen  Zahlen  mv  w2,  m8,  •  •  •  stets  so  wählen, 

iss  das  Aggregat 

m^\  +  m%w%  +  w3w8  H 

dem  complexen  Werthe  beliebig  nahe  kommt;  es  wird  also  in  jeder 
ähe  jeder  Stelle  (z,  u)  Stellen  geben,  die  dem  durch  das  betrachtete 
heische  Integral  bestimmten  analytischen  Gebilde  angehören,  d.  h. 
eses  Gebilde  ist  in  dem  Gebiete  der  beiden  Variabein  (#,  u)  überall 
icht.  Nimmt  man  nun  keinen  Anstand,  die  sämmtlichen  Grenzstellen 
$  Gebildes  demselben  hinzuzuzählen,  so  ergiebt  sich  wie  oben  die 
ngereimtheit,  dass  eine  Function  für  jeden  Werth  der  unabhängigen 
wiabeln  jeden  beliebigen  Werth  „anzunehmen"  im  Stande  ist,  wodurch 
»  der  Charakter  einer  functionalen  ßeziehung  völlig  aufgehoben  er- 
'heint.  Ob  Abel  diese  Schwierigkeit  wirklich  gefunden  hat,  entzieht 
ch  unserer  Combination,  jedenfalls  erwähnt  er  dieselbe  in  keiner 
•iner  Abhandlungen.  Bemerkenswerth  ist,  dass  Jacobi  aus  dem 
mahnten,  von  ihm  völlig  klar  erkannten  Umstände  nur  den  Schluss 
«ogen  hat,  dass  die  Umkehrungsfunction  eines  Abel'schen  Inte- 
^  wie  er  sich  ausdrückt,  ein  „Absurdum"  sei,  während  doch  der 
ilbe  Gedankengang  ihn  hätte  veranlassen  müssen,  die  Function  u 
°n  x  selbst  für  unmöglich  zu  erklären.  Auf  die  Consequenzen,  die 
aeobi  aus  der  von  ihm  entdeckten  Schwierigkeit  gezogen  hat,  kommen 
ir  veiter  unten  zurück. 

Wir  werden  also  dem  analytischen  Gebilde  (t9  rj)  diejenigen  Grenz- 
ten, denen  das  Gebilde  nur  beliebig  nahe  kommt,  ohne  dieselben 
irklich  zu   erreichen,  im  Allgemeinen   nicht  hinzufügen,  wodurch  es 

18* 
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aber  natürlich  nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  wir,  je  nachdem  es  si*c*] 
als  zweckmässig  erweist,  bei  der  Untersuchung  specieller  Functionen 
gewisse  Arten  dieser  Grenzstellen  dem  Existenzbereiche  der  Function 
hinzuzahlen. 

Betrachten  wir  nun  den  besonderen  Fall,  wo  das  analytische  Ge- 
bilde (t,  17)   nach  der  einen  Seite  hin  eindeutig,    d.  h.  wo  die  eine 
der  beiden  Variabein,  etwa  t,  eine  allenthalben  eindeutige  Function  der 
anderen  17  ist.     Sei  t]  =  d0,  t  =  tQ  eine  Stelle  des  Gebildes,  also 

v  =  \  +  *,(*)  =  *.  +  d,r  +  V*  +  •  •  •, 

wo  5ßt,  Sß2  gewöhnliche  Potenzreihen  bedeuten,  dann  ist  jedenfalls 

und  die  Entwicklungen  (ß)  stellen  in  einer  gewissen  Umgebung  der 
Stelle  (tQ,  d0)  das  ganze  Gebilde  dar,  d.  h.  jede  Stelle  des  analytischen 
Gebildes  (/,  ij)9  die  in  einer  gewissen  Umgebung  von  (tQy  d0)  liegt,  geht 
aus  den  Entwicklungen  (ß)  hervor,  indem  man  dem  Parameter  % 
Werthe  in  der  Umgebung  von  r  =  0  beilegt.  Daraus  folgt  nach  be- 
kannten Sätzen  über  Potenzreihen,  dass  sich  eine  endliche  positive 
Grösse  S  so  angeben  lässt,  dass,  wenn  (tQ,  rjQ)  eine  ebenfalls  dem  Ge- 
bilde (t,  rf)  angehörende  Stelle  bedeutet,  der  absolute  Betrag  der  Diffe- 
renz d0  —  ij0 

|*o-^o|>* 
sein  muss. 

Projiciren  wir  das  Gebilde  (t7  17)  auf  die  Ebene  der  complexen 
Variabein  17,  so  ist  diese  Projection  die  Gesammtheit  der  Stellen  if,  fr 
deren  Umgebung  sich  die  eindeutige  Function  t  von  rj  wie  eine  ratio- 
nale Function  verhält;  diese  Gesammtheit  bildet  ein  Continuum  % 
welches  als  der  Existenzbereich  der  Function  t  von  *q  bezeichnet 
wird.  Dieses  Continuum  E  bedeckt  die  rj -Ebene  oder  einen  zweiftch 
ausgedehnten  Theil  derselben  einfach,  es  ist  ein  unabgeschlossenes  und 
seine  Begrenzung  wird  von  denjenigen  Stellen  gebildet,  die  Projektionen 
der  dem  Gebilde  (£,  tf)  nicht  angehörenden  Grenzstellen  desselben  aini 
Von  diesen  Stellen  weiss  man  nach  den  Untersuchungen  des  Herrn 
Weierstrass,  dass  sie  Unbestimmtheitsstellen  (Herr  Weierstra«* 
nennt  sie  wesentlich  singulare  Punkte)  der  Function  t  von  ij  sein 
müssen,  und  dass  die  Function  t  die  Eigenschaft  hat,  in  der  Nahe  einer 
solchen  Stelle  jedem  Werthe  beliebig  nahe  zu  kommen  (vergL  eine 
Arbeit  des  Herrn  Picard,  Annales  de  l'Ecole  Normale,  2.  Serie,  BAfy 
S.  147).    Dagegen  lässt  sich  um  jede  dem  Existenzbereiche  E  angehörig* 


J 
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Stelle  80  ein  Kreis  mit  dem  endlichen  Radius  d  beschreiben,  innerhalb 
dessen  keine  zweite  Stelle  r\Q  liegt,  für  welche  die  Function  t  denselben 
Werth  t0  annimmt,  wie  für  dQ. 

Von  einer  Punktmenge,  die  so  beschaffen  ist,  dass  sich  um  jeden 
Punkt  derselben  eine  endliche  Umgebung  so  abgrenzen  lässt,  dass 
innerhalb  dieser  Umgebung  kein  zweiter  Punkt  jener  Menge  liegt,  sagt 
man  nach  Herrn  Cantor,  sie  sei  isolirt.  Betrachtet  man  also  die 
Punktmenge,  welche  von  der  Gesammtheit  der  17 -Werthe  gebildet  wird, 
(Ür  welche  die  eindeutige  Function  t  denselben  Werth  t0  annimmt,  so 
ist  dieselbe  eine  isolirte,  und  ihre  Grenzstellen  sind  nach  den  vorher- 
gehenden Erörterungen  die  sämmtlichen  Unbestimmtheitsstellen  der 
Function  /  von  v\. 

Wir  ziehen  hieraus  zunächst  die  Folgerung: 

Ein  analytisches  Gebilde  (t,  rj),  welches  in  der  ebenen 
vierfachen  Mannigfaltigkeit  i?4  überall  dicht  ist,  kann  nie- 
nals  nach  einer  Seite  hin  eindeutig  sein. 

Dies  war  die  Consequenz,  die  Jacobi  aus  der  von  ihm  erkannten 
Eigenschaft  eines  allgemeinen  hyperelliptischen  beziehungsweise  Abel- 
*hen  Integrals,  für  jeden  Werth  der  unabhängigen  Variabein  jedem  be- 
liebigen Werthe  beliebig  nahe  zu  kommen,  gezogen  hat;  er  schloss  näm- 
ich,  dass  ein  solches  Integral  niemals  eindeutig  umkehrbar  sein  könne. 

Wir  können  aber  die  Natur  eines  analytischen  Gebildes  (t,  17), 
»elches  nach  einer  Seite  eindeutig  sein  soll,  noch  schärfer  kennzeichnen. 

Denken  wir  uns  nämlich,  das  analytische  Gebilde  (t,  rf)  sei  zwar 
licht  im  ganzen  iJ4,  aber  auf  einem  aus  dem  Rt  ausgesonderten  con- 
imirlichen  dreifach  ausgedehnten  Gebilde  G.6  überall  dicht.  Schneiden 
rir  dann  das  Gebilde  durch  eine  Ebene  t  =  t0,  so  sind  die  Schnitt- 
punkte auf  einer  Curve  dieser  Ebene  (nämlich  dem  Schnitt  derselben 
ait  Gj)  überall  dicht;  projiciren  wir  die  Gesammtheit  dieser  Schnitt- 
punkte auf  die  17  -Ebene,  so  sind  dieselben  auf  der  Projection  jener 
?urre  überall  dicht.  Die  Projectionen  jener  Schnittpunkte  unseres 
Gebildes  (f,  rj)  mit  der  Ebene  t  =  tQ  auf  die  17 -Ebene  stellen  aber  die 
fcsammtheit  der  Werthe  dar,  für  welche  die  Function  t  von  rj  den 
farth  t0  annimmt;  sollte  etwa  t  eine  eindeutige  Function  von  rj  sein, 
0  mOsste  diese  Gesammtheit  eine  isolirte  Punktmenge  bilden,  könnte 
l«o  auf  keiner  continuirlichen  Curve  überall  dicht  sein.  Wir  haben 
Jso  den  Satz: 

Ein  analytisches  Gebilde  (t,  vj)y  welches  auf  einem  aus 
ler  vierfachen  ebenen  Mannigfaltigkeit  2J4  ausgesonderten 
ontinuirlichen  dreifach  ausgedehnten  Gebilde  überall  dicht 
*t,  kann  nicht  nach  einer  Seite  hin  eindeutig  sein. 
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Wenn  eine  abzählbare  Punktmenge  nicht  auf  einem  continuirlic 
Gebilde  überall  dicht  ist,  so  ist  sie  isolirt.  Wenn  also  das  analytit 
Gebilde  (t}  rf)  die  Eigenschaft  hat,  auf  keinem  aus  dem  R4  ausgej 
derten  continuirlichen  dreifach  ausgedehnten  Gebilde  überall  dichi 
sein,  so  ist  sein  Schnitt  mit  einer  t  =  t0- Ebene  sowohl  wie  mit  e: 
rj  ==  <?0-Ebene  eine  isolirte  Punktmenge,  also  ist  in  diesem  F 
sowohl  t  als  Function  von  17,  wie  auch  17  als  Function  von  t  so 
schaffen,  dass  die  Gesammtheit  der  Werthe  dieser  Functionen,  die 
einem  bestimmten  Werthe  der  unabhängigen  Variabein  gehören,  9 
eine  isolirte  Punktmenge  bildet.  Wir  sagen  von  einer  solchen  Funcfc 
sie  sei  eine  isolirtwerthige.  Das  Gebilde  (17,  f)  ist  also  in  dem 
trachteten  Falle  nach  beiden  Seiten  hin  isolirtwerthig. 

Offenbar  gilt  der  Satz: 

Ein  analytisches  Gebilde  (17,  /),  welches  nach  der  eir 
Seite  hin  von  endlicher  Vieldeutigkeit  ist,  ist  nach  der; 
deren  Seite  hin  isolirtwerthig. 

202.    Discontinuirliche  projective  Gruppen  einer  Variabein. 
Begrenzung  der  Continua,  wo  die  Gruppe  eigentlich  disoontinuirl 

ist.     Infinitesimale  Substitutionen. 

Wir  gehen  jetzt  nach  diesen  Vorbereitungen  an  das  Studium 
Integralquotienten  17  unserer  homogenen  linearen  Differentialgleich 
(Ä2)  (Nr.  196,  S.  251),  beziehungsweise  des  durch  denselben  bestimn 
analytischen  Gebildes  (17,  t). 

Wenn  t  eine  eindeutige  Function  von  t\  sein  soll,  so  muss  17 
Function  von  t  isolirtwerthig  sein.     Sei 

eine  Stelle  des  durch  den  Integralquotienten  17  bestimmten  analytisc 
Gebildes,  dann  erhalten  wir  die  Gesammtheit  der  17-Werthe,  die 
demselben  Werthe  t0  von  t  gehören,  indem  wir  auf  d0  alle  Subsi 
tionen  der  abzählbaren  projectiven  Gruppe  #  anwenden.  Damit  als 
eine  isolirtwerthige  Function  von  t  sei,  muss  die  Gruppe  #  die  folg« 
Eigenschaft  haben: 

Es   giebt   einen    complexen  Werth    d0,    um    den    sich 
Kreis   mit  endlichem   Radius   d  beschreiben  lässt,    innerl 
dessen    kein    von    d0    verschiedener    Punkt    der    Punktme 
liegt,    die    aus   d0  durch  Anwendung   der  Substitutionen 
Gruppe  &  hervorgeht. 

Wenn  eine  Gruppe  von  projectiven  Substitutionen  einer  Varii 
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diese  Eigenschaft  hat,  so  sagen  wir,  sie  sei  innerhalb  der  complexen 
Zaklenebene  discontinuirlich. 

Für  eine  discontinuirliche  Gruppe  lassen  sich  die  folgenden  Eigen- 
schaften nachweisen.  Betrachten  wir  einen  der  aus  d0  durch  die  Sub- 
stitutionen der  Gruppe  hervorgegangenen  Punkte  «0;  sei 

£o  =  Sdo> 
so  entspricht  dem  um  dQ  mit  dem  Radius  d  beschriebenen  Kreise  JcQ 
ein  den  Punkt  sQ  einschliessender  ebenfalls  kreisförmiger  Bereich  lQ  von 
endlichem  Radius,  dessen  Begrenzungspunkte  von  eQ  in  endlichen  Ab- 
standen liegen.  Befände  sich  innerhalb  l0  ein  Punkt  et  (ausser  £0),  der 
»us  *0  durch  eine  Substitution  S   von  #  hervorgeht,  so  müsste  der  Punkt 

innerhalb    des   Kreises  kQ  liegen;   dieser  Punkt   geht   aber   durch   die 

Substitution 

»US  <J0  hervor,  und  da  diese  Substitution  auch  der  Gruppe  #  angehört, 
so  ist  dies  nicht  möglich.  D.  h.  die  Punktmenge,  welche  aus  d0  durch 
die  Substitutionen  der  discontinuirlichen  Gruppe  #  hervorgeht,  ist  eine 
isolirte. 

Auf  Grund  des  in  der  Nr.  200  (S.  271)  bewiesenen  Satzes  folgt 
tieraas,  dass  eine  discontinuirliche  Gruppe  keine  nichtperiodische 
elliptische  Substitution  enthalten  könne,  d.  h.: 

Die  in  einer  discontinuirlichen  Gruppe  enthaltenen 
elliptischen  Substitutionen  sind  nothwendig  periodisch. 

Eine  isolirte  Punktmenge  ist  stets  abzahlbar;  wenn  also,  wie  wir 
voraussetzen  dürfen,  SQ  nicht  ein  Doppelpunkt  einer  in  #  enthaltenen 
Substitution  ist,  so  schliessen  wir: 

Eine  discontinuirliche  Gruppe  ist  stets  abzählbar. 
Wenn  e0  aus  <J0  durch  eine  Substitution  der  Gruppe  hervorgeht, 
*>  geht  ein  zu  d0  unendlich  benachbarter  Punkt  durch  dieselbe  Sub- 
stitution  in    einen   zu   sQ  unendlich   benachbarten   Punkt   über.     Also 
M>en  auch  alle  Punkte  einer  gewissen  Umgebung  von  d0  die  Eigen- 
schaft,  dass    die   aus   einem    derselben    durch    die    Substitutionen    der 
Gruppe  #  hervorgehende  Punktmenge  eine  isolirte  ist.    Wir  sagen  von 
einem  Punkte  dQ  der  complexen  Zahlenebene,  aus  welchem  durch  die 
Substitutionen  der  discontinuirlichen  Gruppe  #  eine  isolirte  Punktmenge 
erzeugt  wird,  die  Gruppe  #  sei  im  Punkte  dQ  eigentlich  discontinuir- 
lich.   Die  Gruppe  ist  dann  auch  für  alle  Punkte  einer  gewissen  Um- 
gebung von  <J0  eigentlich  discontinuirlich;  d.  h.: 
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Die   Gesammtheit   der   Stellen,    für   welche   eine   disco 
tinuirliche  Gruppe  eigentlich  discontinuirlich  ist,  besteht  a.i 
lauter  innerhalb  dieser  Gesammtheit  gelegenen  Punkten,   si 
zerfällt  also  in  eine  endliche  oder  unendlich  grosse  Anzai 
von  Continuis  (vergl.  Nr.  133,  S.  9). 

Die  Begrenzung  dieser  Continus  wird  von  einer  gewissen  abge- 
schlossenen Punktmenge  P  gebildet,  wir  können  diese  Punktmenge  P 
leicht  schärfer  charakterisiren. 

Es  folgt  aus  dem  Begriffe  der  discontinuirlichen  Gruppe,  dass  die- 
selbe keine  infinitesimale  Transformation  enthalten  kann.  Unter 
einer  infinitesimalen  Transformation  haben  wir  dabei  eine  Substitution 

zu  verstehen,  in  welcher  die  Grössen 

«-1,    ß,    y,    *-l 

unendlich  klein  sind.  Wenden  wir  also  auf  einen  willkürlicher 
Werth  17  irgend  eine  Substitution  der  discontinuirlichen  Gruppe  an,  si 
wird  der  transformirte  Werth  in  endlichem  Abstände  von  17  liegen 
sofern  17  nicht  ein  Doppelpunkt  der  angewandten  Substitution  ist 
Bedeutet  k  einen  Punkt,  der  ein  Doppelpunkt  einer  in  der  Grupp* 
enthaltenen  parabolischen,  hyperbolischen  oder  loxodromischen  Sut 
stitution  ist,  so  befinden  sich  nach  dem  Satze  der  Nr.  199  (S.  269)  i 
jeder  Nähe  desselben  Stellen,  die  aus  einem  willkürlichen  Werthe 
durch  Anwendung  von  Potenzen  der  betreffenden  Substitution  hervoi 
gehen.  In  der  Nähe  einer  solchen  Stelle  k  ist  also  die  Gruppe  nicb 
eigentlich  discontinuirlich. 

Wir  sagen  allgemein,  die  Gruppe  -Ö*  sei  in  der  Umgebung  eine 
Stelle  17  uneigentlich  discontinuirlich,  wenn  sich  in  jeder  Nah' 
dieser  Stelle  Punkte  befinden,  die  aus  17  durch  Substitutionen  dei 
Gruppe  hervorgehen. 

Aus  den  eben  gemachten  Bemerkungen  ergiebt  sich  also,  dass  die 
Doppelpunkte  der  nicht  elliptischen  Substitutionen  der  Gruppe  solche 
Stellen  sind,  in  deren  Umgebung  die  Gruppe  uneigentlich  discontinuir- 
lich ist.  Wenn  in  jeder  Nähe  einer  Stelle  a  Stellen  liegen,  in  deren 
Umgebung  die  Gruppe  uneigentlich  discontinuirlich  ist,  so  ist  die  Gruppe 
auch  in  a  uneigentlich  discontinuirlich.  Es  bildet  folglich  die  Gesammt- 
heit derjenigen  Stellen,  in  deren  Umgebung  die  Gruppe  uneigenflidi 
discontinuirlich  ist,  eine  abgeschlossene  Punktmenge,  und  dies  isk 
eben  jene  Punktmenge  P,  die  die  Begrenzung  der  von  den  Stellen,  wo 
die  Gruppe  eigentlich  discontinuirlich  ist,  erfüllten  Continus  ausmacht 
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Betrachtet   man  allgemein  eine  Gruppe,   die   keine   infinitesi- 
male Substitution  enthält,  so  kann  diese  Gruppe  nur  dann  in  der 
Umgebung  einer  Stelle  uneigentlich  discontinuirlich  sein,  wenn  diese 
Stelle  entweder  selbst  Doppelpunkt  einer  nicht  elliptischen  Substitution 
der  Gruppe  ist,  oder  wenn  sich  in  jeder  Nähe  derselben  solche  Doppel- 
punkte befinden.     Bezeichnet  man  also   die   Gesammtheit  der  Doppel- 
punkte der  nicht  elliptischen  Substitutionen  einer  solchen  Gruppe  als 
Punktmenge  Q}  bildet  die  erste  Ableitung  Q'  dieser  Punktmenge,  so 
stellt  die  aus  der  Vereinigung   von   Q  und   Q'  hervorgehende  Punkt- 
menge Q  -\-  Q'  die  Gesammtheit  der  Stellen  dar,  in   deren  Umgebung 
die  Gruppe  uneigentlich  discontinuirlich  ist.    Wenn  diese  abgeschlossene 
Punktmenge    Q  -f-  Q'  die   ganze   complexe   Zahlenebene   überall    dicht 
erfüllt,  so  ist  die  Gruppe  keine  in  dieser  Zahlenebene  discontinuirliche. 
Wenn  die  Gruppe    discontinuirlich  ist,   so  muss  es,  wie  wir   gezeigt 
haben,  mindestens  ein  Continuum  von  Punkten  geben,  welches  nicht 
der  Punktmenge  Q  -\-  Q'  angehört,   sondern   von   dieser   Punktmenge 
begrenzt  wird.    Die  Punktmenge  Q  -\-  Q'  ist  dann  mit  der  oben  durch 
f  bezeichneten  identisch. 


.  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit  discontinuirlicher 
Gruppe.     Die  Umkehrungsfunction  des  Integralquotienten  ist 

isolirtwerthig. 

Betrachten  wir  nun  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
(8j,  für  welche  die  zum  Integralquotienten  rj  gehörige  projective 
Gruppe  eine  discontinuirliche  ist. 

Wenn  ein  Doppelpunkt  einer  Substitution  der  Gruppe  #  zum 
"erthevorrathe  der  Function  rj  von  t  gehört,  so  hat  ein  f-Werth,  für 
wichen  dieser  Doppelpunkt  zum  Vorschein  kommt,  die  Eigenschaft, 
(l*88  für  denselben  zwei  sonst  von  einander  verschiedene  Zweige  der 
Function  17  von  t  denselben  Werth  annehmen;  ein  solcher  £-Werth 
muss  folglich  eine  Verzweigungsstelle  der  Function  17 ,  also  ein  Singu- 
lair Punkt  der  Differentialgleichung  sein. 

Bedeutet  t  =  a  eine  singulare  Stelle  der  Differentialgleichung,  für 
w*lche  die  Differenz  der  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamental- 
gleichung rx  —  r%  keine  ganze  Zahl  ist,  so  erleidet  irgend  ein  Zweig 
^  Integralquotienten  17  (vergl.  Nr.  196,  S.  253  ff.),  wenn  t  einen  ein- 
gehen unendlich  kleinen  Umlauf  um  a  vollzieht,  eine  Substitution,  die 
lA  in  der  canonischen  Form: 

(1)  ^~}  =  fxnri-r*)  V  —  X 
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darstellen  lässt.  Wenn  rx  —  r2  real  ist,  so  ist  diese  Substitution  < 
elliptische,  also  muss,  da  die  Gruppe  &  discontinuirlich  sein  so. 
in  diesem  Falle  r.  — r^  rational  sein.   Aus  der  Form  der  Entwickel 

(2)   •    ;-i-j=(<-«)ri_r2(*o+v- «)+•••) 

ergiebt  sich  dann,  dass  die  Stellen 

t  =  ay    r\  =  k 
und  allgemein 

t  =  a,    r\  =  Sk, 

wo  S  irgend  eine  Substitution  der  Gruppe  #  bedeutet,  dem  analytisc 
Gebilde  (t,  rf)  angehören. 

Ist  rt  —  r2  complex,  aber  nicht  rein  imaginär,  so  ist  die  £ 
stitution  (1)  eine  loxodromische.  In  diesem  Falle  erreicht,  wer 
in  a  einrückt,  ?/  den  Werth  A,  und  wenn  wir  um  t  =  a  herum  ei 
Bereich  f  von  hinreichend  kleinen  Dimensionen  abgrenzen,  so  entspri 
vermöge  der  Entwickelung  (2),  jeder  Stelle  in  einer  gewissen  1 
gebung  von  7]  =  k  eine  Stelle  t  des  Bereiches  f.     Die  Stelle 

t  =  a,     7]  =  k 

ist  in  diesem  Falle  eine  Grenzstelle  des  Gebildes  (t,  rf),  die  dem 
bilde  nicht  angehört,  es  werden  aber  durch  die  Entwickelung 
wenn  wir  die  Potenz 

(t  _  ayi-'* 

in  bestimmter  Weise  fixiren,  wohldefinirte  Stellen  des  Gebildes  in  j 
Nähe  der  Stelle  t  =  a9  r\  =  k  gegeben.  In  diesem  Sinne  können 
also  rj  =  k  als  eine  isolirte  singulare  Stelle  der  Function  t  vc 
aufTassen,  und  diese  Stelle  ist  dann  ein  Verzweigungspunkt  di 
Function,  indem  t  in  der  Umgebung  von  17  =  k  nach  positiven  gai 
Potenzen  von 


entwickelt  werden  kann.     Aehnliches  gilt  für  alle  Stellen  ij  =  SL 

Wenn  r,  —  r2  rein  imaginär  ist,  so  ist  die  Substitution  (1) 
hyperbolische.     Setzt  man 

t  —  a^Qe*',    r,— rä  =  Tt, 
so  ist 

^)  IZl  =  e"lo"e—>(d0  +  dt(t  -«)  +  ••  •); 

der  Punkt  i]  =  k  wird  also,  wenn  t  mit  bestimmtem  Argument  in  < 
Punkt  a  einrückt,  nicht  wirklich  erreicht,  sondern,  wenn  wir  t  unzah 
viele   Umläufe   um   t  =  a   vollziehen  lassen,    so    dass   xq>   positiv  « 
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gross  wird,  so  nähert  sich  rj  asymptotisch  der  Stelle  A;  wird  xtp  negativ 
unendlich  gross,  so  nähert  sich  17  ebenso  der  Stelle  p.  Den  Punkten 
eines  t  =  a  umgebenden  Bereiches  /'  entspricht  in  diesem  Falle  ein 
die  Punkte  17  =  A,  17  =  p  umgebender  bandförmiger  Streifen,  der  zwar 
diese  Punkte  niemals  erreicht,  dieselben  aber,  sich  ihnen  spiralförmig 
annähernd,  umwindet.  Die  Stellen  t  =  a,  y\  =  A  und  t  =  a,  r\  =  ft 
sind  auch  hier  Grenzstellen  des  Gebildes  (t}  17),  die  dem  Gebilde  nicht 
angehören;  die  Entwicklung  (2)  beziehungsweise  (3)  liefert  aber  wohl- 
definirte,  dem  Gebilde  zugehörige  Stellen,  die  an  die  Stellen  t  =  af  t\  =  A 
und  t  =  a,  17  =  (i  so  nahe  herangebracht  werden  können,  als  man 
immerhin  will.  Es  werden  die  Stellen  rj  =  A,  vi  =  (i  als  Verzweigungs- 
punkte der  Function  t  von  rj  gelten  können,  um  welche  herum  eine 
Fortsetzung  dieser  Function  bewirkt  werden  kann.  Aehnlich  für  alle 
Stellen  t  =  a,  rj  =  SX  und  t  =  a,  rj  =  Sp,  wo  S  eine  Substitution 
Ton  £  bedeutet. 

Sei  nun  rt  —  r2  eine  ganze  Zahl  m  und  mögen  in  der  Umgebung 
von  t=a  Logarithmen  auftreten,  dann  lässt  sich  (vergl.  die  Gleichung 
<A\  Nr.  196,  S.  255)  die  Substitution,  die  ein  Zweig  von  17  erfährt, 
wenn  t  einen  unendlich  kleinen  einfachen  Umlauf  um  t  =  a  vollzieht, 
in  die  canonische  Form 

W  ^-.  =  --.  +  e 

r, —  X        i\  —  X    ' 

setzen,  wo,  wenn  (vergl.  a.  a.  0.)  die  Entwickelung  die  Gestalt 

,5!  ii^h  =  (' -  «)""(*•  +  «i«  -«>  +  •■•)  +  los  0  -  «) 

hat, 

P  ?      C—  —  ad_ßy 

gefunden  wird.     Setzt  man 

*o  =  <V  +  do'h     t  —  a  =  Qe9', 
so  ist  in  hinreichender  Nähe  von  t  =  a 

jjr+fe  von        »"""W cos  m?  +  <V' sin  mv)  +  los  e 

+  i[fi~m(d0"  cos  wqp  —  d0'  sin  mq>)  -f-  qp] 

beliebig  wenig  verschieden;  es  entsprechen  folglich,  wenn  die  Zahl  m 
von  Äull  verschieden  ist,  allen  Punkten  in  einer  gewissen  Umgebung 
von  17  =  1  Punkte  einer  gewissen  Umgebung  von  t  =  a,  und  rj  =  A 
ist  auch  wieder  als  ein  Verzweigungspunkt  der  Function  t  von  r\  auf- 
zufassen.   Wenn  dagegen 

rx  —  r2  =  m  =  0 
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ist,  so  ist  für  alle  Punkte  in  einer  gewissen  Umgebung  von  t  =  a 
reale  Theil  von 

A(a  +  ßri) 

von  dem  Ausdrucke 

<V  +  lo8  9 

beliebig  wenig  verschieden,  also  wenn  t  hinreichend  nahe  an  a  g 
nommen  wird,  wesentlich  negativ,  so  dass  in  diesem  Falle  nicht  alle 
Punkten  einer  gewissen  Umgebung  von  rj  =  A  Stellen  tf  die  in  d 
Umgebung  von  t  =  a  liegen,  zugehören.  Die  Entwicklung  (5)  d 
Nr.  196  (S.  255)  zeigt,  dass  t  in  der  Nähe  von  tj  =  k  eindeutig  i 
und  dass  die  Function  t  von  r\  den  Werth  a  wirklich  erreicht,  wei 
r\  so  in  den  Punkt  A  einrückt,  dass  der  reale  Theil  des  Ausdruckes 

(6)  —  ^zzll  _!  _ 

W  Aß       a  +  ßri 

negativ  unendlich  gross  wird. 

Wenn  ß  =  0  ist,  so  tritt  an  die  Stelle  des  Ausdruckes  (6)  d 
Ausdruck 

und  an  Stelle  von  (5)  die  Entwicklung  (5  a)  der  Nr.  196. 

Allemal   gehören  auch   in    diesem  Falle    die  sämmtlichen  Stell 

t  =  a,     rj  =  Sl 

zu  den  Grenzstellen  des  analytischen  Gebildes  (t,  rj),  die  dem  Gebil 
dicht  angehören;  im  Falle  rt —  r9  =  0  sind  die  Stellen  y  =  i 
Unbestimmtheitsstellen  der  Function  t  von  rjf  ohne  Verzweigunj 
stellen  derselben  zu  sein. 

Wir  erkennen  aus  diesen  Betrachtungen  zuvörderst,  dass  wir  al 
dem  Gebilde  (t,  rj)  angehörigen  Stellen  erhalten,  wenn  wir  zu  jede 
regulären,  ferner  zu  den  scheinbar  singulären  und  denjenigen  singulare 
Stellen  von  t}  denen  elliptische  Substitutionen  entsprechen,  die  zug< 
hörigen  17-Werthe  berechnen.  Jeder  dieser  17-Werthe  ist  so  beschaffet 
dass  in  demselben  die  Gruppe  &  eigentlich  discontinuirlich  ist,  dem 
keiner  dieser  17-Werthe  gehört  der  abgeschlossenen  Punktmeng 
P  =  Q  -{-  Q'  an.  Also  ist  die  Punktmenge,  die  von  der  Gesammthei 
der  17-Werthe,  die  zu  einem  £-Werthe  der  bezeichneten  Art  gehör«» 
gebildet  wird,  eine  isolirte,  d.  h.  rj  ist  eine  isolirtwerthige  Functioi 
von  t.  Wir  haben  also  mit  Rücksicht  auf  die  Bemerkungen  de 
Nr.  202  (S.  279)  den  Satz: 

Die  Discontinuität  der  projectiven  Gruppe  #  innerhal' 
der  eomplexen  Zahlenebene  ist  nothwendig  und  hinreichen* 
dafür,  dass  der  Integralquotient  17  eine  isolirtwerthige  Func 
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tion  der  unabhängigen  Variabein  t  ist.  Der  Werthevorrath 
dieser  Function,  d.  h.  die  Projection  des  analytischen  Ge- 
bildes (ty  r\)  auf  die  17-Ebene,  umfasst  eines  oder  mehrere  der 
Continua  von  Stellen,  in  denen  die  Gruppe  &  eigentlich  dis- 
continnirlich  ist. 

Projiciren  wir  diejenigen  Grenzstellen  des  analytischen  Gebildes 
(f,ij),  die  nicht  dem  Gebilde  angehören,  auf  die  17-Ebene,  so  gehören 
diese  Projectionen  der  abgeschlossenen  Punktmenge 

an.  In  jeder  Nähe  eines  Punktes  der  Punktmenge  nimmt  nach  den 
Ergebnissen  der  Nr.  199  (S.  269)  die  Function  t  von  r\  jeden  Werth 
Miebig  oft  an,  es  sind  folglich  die  Stellen  von  P  die  Grenz- 
stellen der  isolirten  Punktmenge,  die  von  den  zu  einem 
Punkte  tQ  des  Existenzbereiches  der  Function  rj  von  t  (der 
Existenzbereich  ist  nichts  anderes  wie  die  Projection  des  Gebildes 
'f,i|)  auf  die  t- Ebene)  gehörigen  17-Werthen  gebildet  wird,  und 
wir  sehen  also,  dass  diese  Grenzstellen  unabhängig  sind  von 
der  Wahl  jenes  Werthes  t0  und  dass  sie  nur  von  der  Natur 
der  Gruppe  #  abhängen. 

Der  Fall,  dass  einzelne  dieser  Grenzstellen,  oder  genauer,  dass 
Stellen  der  Punktmenge  Q,  d.  h.  Doppelpunkte  nicht  elliptischer  Sub- 
stitutionen von  #,  Verzweigungspunkte  der  Function  t  von  17  sind,  kann, 
*ie  sich  leicht  zeigen  lässt,  nur  dann  eintreten,  wenn  die  Function  t 
Ton  tj  eine  unendlich  vieldeutige  ist. 

In  der  That  sei  t  als  Function  von  17  von  endlicher  Viel- 
deutigkeit. 

Wäre  dann  für  eine  singulare  Stelle  t  =  a  die  Differenz  rt  —  r2 
der  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung  nicht  rational, 
*ko  complex,  oder  eine  von  Null  verschiedene  ganze  Zahl  und  es  träten 
Logarithmen  auf,  so  würden  sich  schon  durch  wiederholte  Umkreisung 
der  entsprechenden  Stelle  v\  =  k  unendlich  viele  Zweige  der  Function 
*  von  vi  ergeben.  Wir  haben  also  für  die  endliche  Vieldeutigkeit  der 
Function  t  von  17  die  nothwendigen  Bedingungen: 

Die  Gruppe  #  muss  discontinuirlich  sein,  und  die  Diffe- 
renzen der  Wurzeln  der  zu  den  singulären  Punkten  gehörigen 
determinirenden  Fundamentalgleichungen  sind  rationale 
Zahlen,  wenn  keine  Logarithmen  auftreten,  und  Null,  wenn 
Logarithmen  vorhanden  sind. 

Wenn  zu  der  singulären  Stelle  t  =  a  eine  elliptische  Substitution 
gehört,  und  die  Grösse  rt  —  r2  ist  kein  Stammbruch,  sondern  etwa 


0 
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wo  //,  h  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  bedeuten,  so  ist  dö^ 
Doppelpunkt  r\  =  A  ein  Verzweigungspunkt  und  zwar  ein  ^-fach^i 
algebraischer  Windungspunkt  der  Function  t  von  17.  Ebenso  ist  dam: 
auch  jeder  Punkt  17  =  Sk  ein  #-facher  Windungspunkt  dieser  Function- 
alle  diese  Verzweigungspunkte  gehören  dem  Existenzbereiche  der  Func 
tion  t  an,  und  wenn  diese  Function  von  endlicher  Vieldeutigkeit  irf 
so  sind  dies  die  einzigen  isolirten  Verzweigungsstellen,  die  überhaujza 
möglich  sind. 


204.   Die  Umkehrungsfunotion  des  Integralquotienten  ist  eindeutig 

Existenzbereich  dieser  Function. 


Sei  nun   insbesondere  t  eine  eindeutige  Function  von  tj] 
ist  zufolge  der  algebraischen  Bedingungen  (Nr.  197,  S.  256)  der  Existe: 
bereich  der  Function  t  in  der  17-Ebene  frei  von  Verzweigungspunkten 
jede  Stelle  der  Punktmenge  P  =  Q  +  Q'  ist  eine  Unbestimmthei  ab- 
stelle unserer  Function,  wo  die  Function  in  jeder  Nähe  jeden  Werft 
beliebig  oft  annimmt,  und  umgekehrt  muss  auch  jede  Unbestimmtheffe- 
stelle  der  Function  der  Punktmenge  P  angehören. 

Betrachten  wir  eine  Stelle  17  =  »;  ,  die  dem  Existenzbereiche  der 
Function  t  angehört,  dann  gehört  »;0  einem  der  Gontinua  an,  die  ?on 
den  Stellen,  in  deren  Nähe  die  Gruppe  #•  eigentlich  discontinuiiiich 
ist,  gebildet  werden.  Falls  alle  diese  Stellen  ein  einziges  (zusammen- 
hängendes) Continuum  ausmachen,  so  ist  dasselbe  mit  dem  Existenz- 
bereiche der  Function  t  von  t]  identisch.  Sind  dagegen  mehrere  von 
einander  getrennte  Continua  vorhanden,  so  wird  also  das  Continuum  Lf 
dem  der  betrachtete  Punkt  rj0  angehört,  von  den  übrigen  Continui« 
durch  einen  Theil  der  Punktmenge  P  getrennt,  der,  da  er  die  Begren- 
zung eines  Flächenstücks  ausmachen  muss,  eine  perfecte  und  zusammen- 
hängende Punktmenge,  im  einfachsten  Falle  eine  geschlossene  continuir- 
liehe  Curve  bildet. 

Auf  dieser  Curve  ist  dann  ein  Theil  der  Punktmenge  Q  überall 
dicht,  und  jeder  Punkt  der  Curve   ist  eine  Unbestimmtheitsstelle  <ter 
eindeutigen  Function  t  von  rj]  es  ist  folglich  nach  bekannten  funetioneö" 
theoretischen  Principien  nicht  möglich,  die  Function  t  über  jene  Gut* 
hinweg  in  das  benachbarte  Continuum  von  Stellen,  in  denen  die  Gruppe 
#  discontinuirlich  ist,  fortzusetzen;  d.  h.  der  Existenzbereich  der  Func- 
tion t  ist  auf  das  eine  Continuum  L  beschränkt.    Wir  haben  also  den 
wichtigen  Satz: 
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Wenn    in    der    Differentialgleichung    (2t2)    der    Integral- 
quotient  17    eine    eindeutige   Umkehrung   zulässt,    so   ist   der 
Elistenzbereich  dieser  eindeutigen  Umkehrungsfunction  ein 
Continuum  von  Punkten,  in   denen   die   Gruppe  #  eigentlich 
discontinuirlich    ist,    und    dieses    Continuum   wird    begrenzt 
von  der  Punktmenge  Q  der  Doppelpunkte  der  nicht  ellipti- 
schen Substitutionen  der  Gruppe  &  und  der  ersten  Ableitung 
Q'  dieser   Punktmenge;   jeder   Punkt    dieser   Begrenzung   ist 
eine  Stelle  der  Unbestimmtheit  für  die  Umkehrungsfunction. 
Wenn   die   Punktmenge    Q  -f-  Q'  keinen   einzigen   Punkt   enthalt, 
d.  h.  wenn  die  discontinuirliche  Gruppe  #•  der  Differentialgleichung  (Sl2) 
aus  lauter  elliptischen  Substitutionen  besteht,  und  es  ist  der  Integral 
quotient  eindeutig  umkehrbar,  so  umfasst  die  Protection  des  Gebildes 
(f, i})  auf  die  17 -Ebene  die  ganze  Ebene;  t  als  Function  von  17  besitzt 
keine   Stelle    der   Unbestimmtheit    und    ist    folglich    eine    rationale 
Function.     Die   Gruppe  &   muss   also  in   diesem  Falle   eine   endliche 
sein,  und  die  Differentialgleichung  (2l2)  ist  algebraisch  integrirbar. 

In  diesem  Falle  ist  der  Existenzbereich  der  Function  t  von  17  ein 
einfach  zusammenhangender.  Es  giebt  aber,  wie  wir  später  sehen 
werden,  auch  noch  andere  Fälle,  wo  dieser  Existenzbereich  einfach  zu- 
sammenhängend ist.  Weiss  man,  dass  die  von  den  Punkten  der  Punkt- 
menge  P  begrenzten  Continua  von  Punkten,  wo  die  Gruppe  #  eigent- 
lich discontinuirlich  ist,  einfach  zusammenhängende  sind,  so  kann  man 
auch  einer  Bemerkung  der  Nr.  197  (S.  259)  aus  dem  Bestehen  der 
algebraischen  Bedingungen  auf  die  Eindeutigkeit  der  Umkehrungs- 
fanction  des  Integralquotienten  schliessen.  Hat  man  also  eine  discon- 
tinuirliche Gruppe  von  der  gedachten  Beschaffenheit,  so  fällt  die  Frage 
Bach  einer   eindeutigen   Function  von    17,    die  bei   den  Substitutionen 

• 

P&T  Gruppe  ungeändert  bleibt,  im  wesentlichen  zusammen  mit  der 
*«ge,  ob  sich  eine  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (8l2) 
^ben  lässt,  die  keinen  scheinbar  singulären  Punkt  besitzt  und  für 
*dche  die  gegebene  Gruppe  die  Monodromiegruppe  eines  Integral- 
Quotienten  darstellt.  Diese  Frage  wird  im  folgenden  Abschnitte  ihre 
friedigung  finden. 

Der  Existenzbereich   der  Function  t   von  r\  kann  aber  auch   ein 
Mehrfach    zusammenhängender    sein;    in    dem    Fuchs'schen    Beispiele 
(flr.  197,  S.  256)  ist  er  z.  B.  ein  zweifach  zusammenhängender.    Wir 
iommen  später  auf  die  hier  nur  berührte  Frage  der  discontinuirlichen 
firuppen  und  auf  die  damit  zusammenhängenden  Umkehrprobleme  aus- 
führlich zurück.     Als  das  wesentliche  Ergebniss  der  bisherigen  Unter- 
jochung  heben    wir   die   Thatsache   hervor,    dass   die  Natur  der  Um- 
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kehrungsfunction   des  Integralquotienten ,  sofern  dieselbe  eindeutig 
ganz  allein  von  der  Beschaffenheit  der  projectiven  Gruppe  &  abhai 
indem  diese  die  Unbestimmtheitsstellen  jener  Function  determinirt. 

Wenn  t  als  Function  des  Integralquotienten  rj  zwar  nicht  < 
deutig,  aber  von  endlicher  Vieldeutigkeit  ist,  so  gilt,  wie  man  lei 
übersieht,  auch  der  Satz,  dass  der  Existenzbereich  dieser  Function  : 
einem  der  Continua  zusammenfallen  muss,  die  von  den  Stellen, 
die  Gruppe  -9-  eigentlich  discontinuirlich  ist,  gebildet  werden.  D< 
auch  in  diesem  Falle  ist  jeder  Punkt  der  Punktmenge  P  eine  St« 
der  Unbestimmtheit  für  die  Function  f,  und  da  keine  Stelle  der  Pur, 
menge  Q  ein  Verzweigungspunkt  dieser  Function  sein  kann,  ist  e 
Fortsetzung  von  t  über  eine  Linie  hinweg,  auf  welcher  die  Punktmei 
Q  überall  dicht  ist,  nicht  möglich.  Dagegen  kann  es  sich,  wem 
eine  unendlich  vielwerthige  Function  von  rj  ist,  ereignen,  dass 
Existenzbereich  dieser  Function  mehrere  durch  Theile  der  Punktmei 
P  von  einander  getrennte  Continua  umfasst;  denn  in  diesem  Falle  b 
eine  Fortsetzung  der  Function  t  von  einem  dieser  Continua  in  < 
anderes  dadurch  ermöglicht  werden,  dass  eine  Stelle  der  Punktmenge 
die  auf  der  gemeinsamen  Begrenzung  zweier  solcher  Continua  lief 
eine  Verzweigungsstelle  der  Function  t  von  rj  ist  und  dass  jede 
Werthe  von  17  in  einer  gewissen  Umgebung  dieser  Stelle,  oder  in  eine 
diese  Stelle  umgebenden  ringförmigen  Bereiche,  Werthe  von  t  in  i 
Umgebung  eines  gewissen  singulären  Punktes  der  Differentialgleichm 
zugehören. 

Wenn  in  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (8 
die  unabhängige  Variable  t  eine  eindeutige  Function  des  Integn 
quotienten  17  ist,  so  liefert  diese  Function  unmittelbar  eine  eindeutij 
Function  der  unabhängigen  Variabein  17,  die  bei  den  Substitution« 
der  discontinuirlichen  projectiven  Gruppe  #  ungeandert  bleibt. 

Wesentlich  anders  liegt  es  bei  einer  Differentialgleichung  »*"  Ol 
nung,  wo  »>2  ist,  wenn  in  derselben  die  unabhängige  Variable  1 1 
eindeutige  Function  der  Integralquotienten  r\l7  r\%7  •  •  •  y  x  erscheii 
da  in  diesem  Falle  der  Bereich  der  Werthesysteme,  deren  diese  Integn 
quotienten  fähig  sind,  kein  Continuum  von  derselben  Dimension,  * 
die  complexe  (n  —  l)-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  der  nna 
hängigen  Veränderlichen  ij17  •  •  -  tin_v  sondern  nur  ein  in  dies 
Mannigfaltigkeit  enthaltenes  eindimensionales  continuirliches  Qebil 
erfüllt.  Gleichwohl  lässt  sich  auch  in  diesem  allgemeinen  Falle  e 
Satz  aufstellen,  der  dem  für  n  =  2  in  Bezug  auf  die  Discontinuii 
der  projectiven  Gruppe  #  gefundenen  analog  ist. 


Viertes  Kapitel. 

205.  Differentialgleichungen  von  höherer  als  der  zweiten  Ordnung. 
Discontinuirliche   projeetive  Gruppen    in   mehreren  Veränderliehen. 
Beispiel  solcher  Gruppen  durch  Betrachtung  hyperelliptischer 

Integrale  erster  Gattung. 

Sei,  wie  in  der  Nr.  194  (S.  264), 

(I)  <ÜA  +  r  (t)  -*— J  4 1-  r  (t)\)  =  0 

w  dt*  iK'dtn-*    '  nW 

die  vorgelegte  Differentialgleichung,  i?17  1J2,  •  •  -  Vn—i  em  Fundamental- 
stem von  Integralquotienten,  #  die  zu  demselben  gehörige  projeetive 
MoDodromiegruppe.     Wir  fassen  auch  hier  das  analytische  Gebilde 

(H)  (', fli,  %>  -"  vn-i) 

ins  Auge,  welches  durch  die  Functionen  von  t7  die  als  Integralquotienten 
der  Differentialgleichung  (I)  mit  ij  ,  i?2,  •  •  •  vj  t  bezeichnet  wurden, 
in  dem  Gebiete  der  w  complexen  Veränderlichen 

definirt  wird.  Dieses  Gebiet  ist  eine  2n-fach  ausgedehnte  reale  ebene 
Mannigfaltigkeit  JB2w,  deren  Punkte  durch  die  realen  Theile  und  Coeffi- 
cienten  von  i  der  complexen  Grössen 

t=  t'  -\-  t"i7     rjx  =  iyx'+  ri^'i         (x=i,2,-n-i) 

bestimmt  werden. 

Eine  Stelle 

*  =  L »     «-  =  d\ ,  •  -  -  «     .  =  #     , 

0  "         '1  1  *  'n  —  1  n  —  1 

*W  dem  Gebilde  (II)  zugezählt,  wenn  sich  ein  Parameter  r  so  an- 
geben lässt,  dass  alle  Werthesysteme  t,  ij17  •  •  •  vi  v  die  durch  die 
Gleichungen 

(DI)  t=t0  +  <$(T),       *,,-*„  +  $,(*)  (*  =  !,*,        »-D, 

Wo  ¥7  ?i>  *  *  *  yßn—i  gewöhnliche  Potenzreihen  bedeuten,  für  hin- 
ziehend kleine  Werthe  von  r  geliefert  werden,  so  beschaffen  sind,  dass 
"fr  den  Werth  t  der  unabhängigen  Variabein  die  Werthe  rjl7  •  •  •  vj  t 
der  Integralquotienten    zum  Vorschein   kommen.     Die   Protection    des 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    II.  19 
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Gebildes  (II)  auf  die  2{n  —  l)-fach  ausgedehnte  reale  ebene  Muu*^ 
faltigkeit  -R2|I_2  der  rjlf  i^ä,  •  •  •  rjnl  bestimmt  in  dieser  Mannigfelfcij 
keit  ein  continuirliches  Gebilde,  welches  der  früher  betrachteten  coJQ 
plexen  Integralcurve  &  analog  ist,  und  welches  wir  als  das  Integr» 
gebilde  6  bezeichnen  wollen.  Die  Punkte  dieses  Integralgebildlc 
machen  den  Existenzbereich   der  Function  t  der  Integralquotiente 

%,-  nn-x  aus- 
Wenn diese  Function  t  eine  eindeutige  ist,  d.  h.  wenn  jeder  Punk 

des   Integralgebildes   6   nur   für   einen  Werth   von   t   zum  Vorsehe! 

kommt,  so  stellen  die  Gleichungen  (III)  das  ganze  Gebilde  (II)  in  eine 

gewissen  Umgebung  der  Stelle  (t0,  dlf  •  •  •  in_^)  dar;  d.  h.  wenn  wi 

mit  s  eine  hinreichend  kleine  positive  Grosse  bezeichnen,  so  werde] 

alle  Stellen  des  Gebildes  (II),  für  welche  gleichzeitig 

t—  '„<*>    hi  — *ij<*>  •  ••  h—i  — '— 1|<* 
ist,  unter  den  sich  aus  den   Gleichungen  (III)  für  hinreichend  kleine 
Werthe  von  r  ergebenden  Werthesystemen  von  ty  ijJ7  •  •  •  %_l  enthalte 
sein.     Oder  mit  anderen  Worten;  wenn 

dx  =  dx'  +  idx"         («  =  1,2,  ■  ..  —  i)f 

h  =  K  +  K 

gesetzt  wird,  so  stellen  die  Gleichungen  (III)  alle  Punkte  des  Gebildes 
(IT)  dar,  für  welche  die  Summe 

(«'  -  o* + (f  -  o*  +  2  ls<  - '.')' + (c  -  o*] 

x  =  l 

hinreichend  klein  ist. 

Daraus  schliessen  wir,  dass,  wenn  (tf0,  8lf  •  •  •  Ä"  t)  ebenfidla  aiw 
Stelle  des  Gebildes  (II)  darstellt  und 

gesetzt  wird,  stets  eine  endliche  positive  Grosse  d  so  angegeben  werden 
kann,  dass 

2\S*:-*:f +  &;-•.'?]>* 

x=l 

ist,  d.  h.  schneiden  wir  das  Gebilde  (II)  durch  die  Ebene  t  =  ^,  *° 
bilden  die  Schnittpunkte  auf  dieser  Ebene  und  folglich  auch  der® 
Projectionen  auf  die  Mannigfaltigkeit  i?2-_2  der  (qx,  •  •  •  ij  J  A* 
isolirte  Punktmenge. 

Diese  Punktmenge  entsteht  aber  aus  dem  Punkte  (ßl7 1%9  •  •  -4^,) 
des  Integralgebildes  (5  durch  Anwendung  aller  Substitutionen  der  pro- 
jektiven Gruppe  d;  diese  Gruppe  muss  also  die  Eigenschaft  haben,  dass, 


ah^_    .. 
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wenn  (tlf  di7  •  •  •  in_1)  irgend  eine  Stelle  des  Integralgebildes  S  be- 
deute^ keines  der  Werthesysteme 

«d,  *„•••*._,), 

die  aus  (dl7  d2,  •  •  •  in_l)  durch  irgend  eine  von  der  identischen  Sub- 
stitution verschiedene  Substitution  S  der  Gruppe  #  hervorgehen,  einen 
Punkt  darstellt,  der  sich  innerhalb  einer  gewissen  mit  einem  endlichen 
fitdius  d  um  den  Punkt  (dlf  #2,  •  •  •  #  t)  beschriebenen  sphärischen 
Umgebung 

^W-o'  +  cc-o^*' 

befindet. 

Wir  sagen  von  einer  Gruppe  projectiver  Substitutionen  in  (n  —  1) 
'^88en  Vi7%7' ' '  VH—i7  sie  sei  in  dem  Gebiete  der  (w  —  1)  complexen 
Grossen  ^,  ij2,  •  •  •  t}n_v  d.  h.  im  Jß2n__2  discontinuirlich,  wenn  es 
einen  Punkt  (dlf  <?2,  •  •  •  än_l)  dieses  Gebietes  giebt,  um  den  sich  eine 
sphärische  Umgebung  von  endlichem  Radius  so  abgrenzen  läset,  dass 
innerhalb  derselben  kein  Punkt  liegt,  der  aus  (ßl9  d2,  •  •  •  i-— x)  durch 
eine  (von  der  1  verschiedene)  Substitution  der  Gruppe  hervorgeht. 
Wie  f&r  n  =  2  in  der  Nr.  202  (S.  279  ff.)  lassen  sich  auch  für  be- 
liebiges n  die  folgenden  Eigenschaften  einer  discontinuirlichen  Gruppe 
äachweisen. 

Die  Punktmenge,  die  aus   (ßl9  d2,  •••  dnl)    durch   die  Substitu- 
ten der  Gruppe  hervorgeht,  ist  eine  isolirte. 
Eine  discontinuirliche  Gruppe  ist  abzählbar. 

Die  Gesammtheit  der  Stellen,  an  denen  die  Gruppe  eigentlich 
discontinuirlich  ist,  d.  h.  der  Stellen,  für  welche  die  Punktmenge, 
die  aus  einer  dieser  Stellen  durch  die  Transformationen  der  Gruppe 
hervorgeht,  eine  isolirte  ist,  bildet  ein  oder  mehrere  Continua  im 
Gebiete  Rq     9. 

Wir  haben  also  zunächst  den  Satz: 

Wenn  in  einer  linearen  Differentialgleichung  ntor  Ordnung 

die  unabhängige  Variable  t  eine  eindeutige  Function  des  Ortes 

der  Integralcurve  (£  ist,   so  ist  die  projective  Monodromie- 

8*uppe  #   der  Integralquotienten,   bei    deren  Substitutionen 

diese  Function  ungeändert  bleibt,  eine  discontinuirliche. 

Wir  heben  ferner  noch  besonders  hervor,  dass  die  Gruppe  #  nicht 
fcur  für  die  Stellen  des  Integralgebildes  6,  sondern  für  alle  Punkte 
gewisser  (2n  —  2) -fach  ausgedehnter  Continua  eigentlich  discontinuir- 
heh  sein  muss;  es  könnte  also  auch  eindeutige  Functionen  der  un- 
beschränkt   veränderlichen    complexen    Grössen    r\x,  iy2,  •  •  •  t) 


in* 
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geben,  die  bei  den  Substitutionen  von  &  ungeändert  bleiben,  und 
der  That  lassen  sich  unter  Anwendung  eines  von  Herrn  Poinca 
entdeckten  Princips  für  jede  gegebene  discontinuirliche  Gruppe  in  1 
liebig  vielen  complexen  Veränderlichen  Functionen  dieser  VeranA 
liehen  bilden,  die  bei  den  Substitutionen  jener  Gruppe  ungeändi 
bleiben.  Wir  werden  von  diesem  Poincare*,schen  Verfahren  an  spätei 
Stelle  (Nr.  307)  ausführlich  zu  handeln  haben. 

Auch  die  Aufstellung  von  discontinuirlichen  projeetiven  Grupj 
hat  selbst  für  w  >  2  keine  erheblichen  Schwierigkeiten;  es  handelt  s: 
aber  dann  darum,  zu  untersuchen,  ob  es  lineare  Differentialgleichung 
giebt,  für  welche  eine  auf  irgend  eine  Weise  erlangte  projeetive  c 
continuirliche  Gruppe  die  Monodromiegruppe  der  Integralquotienl 
bildet,  und  für  welche  die  unabhängige  Variable  als  eindeutige  Functi 
des  Ortes  auf  der  Integralcurve  erscheint. 

Die  Untersuchungen  des  folgenden  Abschnittes  werden  zeigen,  di 
diese  Frage  für  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  einen  wesei 
lieh  anderen  Charakter  hat,  wie  für  Differentialgleichungen  zweit 
Ordnung,  für  welch'  letztere  durch  die  von  Herrn  Poincare*  gegebei 
Aufstellung  aller  projeetiven  discontinuirlichen  Gruppen  einer  Variabe 
und  der  bei  den  Substitutionen  derselben  unveränderlichen  Functioni 
in  der  That  auch  die  Aufgabe,  alle  linearen  Differentialgleichungen  n 
eindeutig  umkehrbaren  Integralquotienten  aufzufinden,  vollständig  < 
ledigt  ist. 

Eine  Classe  von  discontinuirlichen  Gruppen  in  mehreren  Verand< 
liehen  hat  Jacob i  bei  Gelegenheit  seiner  bereits  erwähnten  Unto 
suchungen  über  die  hyperelliptischen  Integrale  entdeckt;  wir  wollen, 
wir  auf  Betrachtungen,  die  sich  auf  jene  Integrale  beziehen,  no 
wiederholt  zurückzukommen  haben,  kurz  die  von  Jacob i  und  sein 
Nachfolgern  gegebene  Theorie  skizziren. 

Hat  man  ein  hyperelliptisches  Gebilde 

(1)  s  =  V(g  —  aQ)(z~^ ax)^~—  ä2)  •"  ~(T—  ä~~~), 

wo  «0,  al9  a2,  •  •  •  «„    ,  t  von  einander  verschiedene  complexe  Gross 
bedeuten,  so  bezeichnet  man  bekanntlich 

'*gx(z)dz 


u 


-i 


*         J  8 

als  Integral  erster  Gattung,  wenn  yx(z)  eine  ganze  rationale  Funct 
von  höchstens  (p  —  l)tcm  Grade  ist.  Legt  man  durch  die  Ptm 
"o?  a\y  *  '  *  a*  +i  a*e  Querschnitte  l0,  l17  •  •  •  l2  tx  nach  dem  unendl 
fernen  Punkte  hin  und  bezeichnet  den  Werth  von  ux,  der  in  eil 
Punkte  z  erzielt  wird,  wenn  man  mit  einem  bestimmten  Werfche  vc 
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und  von  einer  gewissen  unteren  Grenze  z0  ausgehend,  auf  einem  in  der 

wrechnittenen  Ebene  T  verlaufenden  Wege  nach  z  hin  integrirt,  durch 
*,(-)>  w  ergiebt  sich  der  allgemeinste  Werth,  dessen  die  Function  ux 
im  Punkte  z  fähig  ist,  in  folgender  Weise. 

Bedeute  a  x  den  Werth  des  Integrales  wx,  wenn  dasselbe  über  eine 
Tom  Punkte  z0  ausgehende,  den  Punkt  ax  umschlingende  Schleife  er- 
streckt wird,  für  A  =  0, 1,  2,  •  •  •  2p  +  1 ,  dann  ist  zunächst,  da  z  =  <x> 
kein  singularer  Punkt  ist, 

«xO  -  «xl  +  «x* ax,2p+l  =  °" 

Jeder  Werth,  dessen  die  Function  ux  im  Punkte  z  fähig  ist,  ist  dann 
in  einer  der  beiden  Formen 

Ä»  +  WlKo  -  O  +  «|(«»ü  ~  «J  H H  W*pOxO  —  *x,2p)> 

«.•-«.W  +  WlOxO  —  O  +  W2(axO  —  «**)  +•'•+  ™*>x0  —  ax,2^) 

enthalten,  wo  ml9  m%7  •  •  •  m2  irgend  welche  positive  oder  negative 
ganze  Zahlen  bedeuten,  die  nur  von  der  Beschaffenheit  des  Weges  ab- 
längen, längs  dessen  die  Integration  von  z0  ausgehend  ausgeführt 
wurde,  und  die  Werthe  von  u  7  die  im  Punkte  z  zum  Vorschein 
kommen  auf  Wegen,  für  welche  die  Quadratwurzel  s  auch  ihr  Zeichen 
beibehalt,  sind  durch  die  erste  dieser  beiden  Formeln  gegeben.  Die 
Differenzen 

4ra  — *«o  — "m         (*  =  i,V-3p) 

heissen  die  zu  dem  Integrale  ux  gehörigen  Periodicitätsmoduln. 

Wählen  wir  die  ganze  Function  gx(z)  auf  p  verschiedene  Arten 
so,  dass  zwischen  den  diesen  Wahlen 

entsprechenden  Integralen 


«.(*)  =  J  — 


(x  =  l,l,---p) 


•0 


keine  lineare  Relation  mit  constanten  Coefficienten  stattfindet,  so  lässt 
^h  jedes  zu  dem  Gebilde  (1)  gehörige  Integral  erster  Gattung  in  der 

Form 

co  +  ciMi  +  V(H \-c,uP 

darstellen,  wo  die  cn9  ct,  •  •  •  c    Constanten  bedeuten. 

7  ü'         1 '  p 

Die  Aenderungen,  die  das  Functionssystem  ülf  w2,  •    •  ü    bei  allen 
möglichen  geschlossenen  Umläufen  der  unabhängigen  Variabein  z  er- 
fahrt, werden  dann  durch  die  Substitutionen  einer  projectiven  Gruppe 
G  in  p  Variabein  bestimmt,  für  welche  die  2p  -f-  1  Substitutionen 
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2)  \(ui  +  Än>     U*  +  Äu>  ■•'   up  +  äpx)        »-1.^-M. 

I  (*10  —  UV        «23  —  W2>        *   •   *    "P0  —  Up) 

und  deren  inverse  eine  Basis  darstellen. 

Betrachtet  man  statt  der  sämmtlichen  p  Functionen  ulf  «2,  •  •  •  t* 
deren  nur  q<p,  etwa  ulf  w2,  •  •  •  u  ,  so  erfahren  diese  bei  allen  mög- 
lichen Umlaufen  von  z  ebenfalls  die  Substitutionen  einer  projectiven 
Gruppe  G    in  q  Variabein,  für  welche  die  2p  +  1  Substitutionen 

(wi  +  Aiv     ut  +  A*v  "  '     uq  +  Ä9l)  <*  =  !,*,     •**), 

("lO  —  UV        «20  —  UV         *   '   B    *90  —  U9) 

und  ihre  inversen  eine  Basis  bilden.  Diese  Gruppe  ist  nun,  wenn  q<p 
ist,  niemals  discontinuirlich,  d.h.  es  giebt  keine  Stelle  (ul9  uv  •  •  •  u  ) 
im  Bereiche  der  2g- fach  ausgedehnten  ebenen  realen  Mannigfaltigkeit 
JL  ,  für  welche  die  Gruppe  6?  eigentlich  discontinuirlich  wäre.  Dies 
ergiebt  sich  aus  dem  folgenden  von  Jacob i  herrührenden  Satze: 

Es  lassen  sich  nach  Vorschrift  von  q  willkürlichen  com- 
plexen  Grössen  rv  r2,  •  •  •  r  und  einer  positiven  Grösse  8  von 
beliebiger  Kleinheit  stets  2p  ganze  Zahlen  m1,  ff*2,  •  •  •  m%  so 
finden,  dass 


A        XA  X 


<  <?  (x  =  l,2>.    -j), 


falls  zwischen  den  AxX  nicht  gewisse  Beziehungen  mit  ganz- 
zahligen Coefficienten  bestehen  und  q  kleiner  ist  wie  p. 

Hiernach  ist  nämlich  das  durch  die  q<p  Functionen  ulf  t*2,  •  •  •  u 
bestimmte  analytische  Gebilde  in  dem  ganzen  2(q-\-  l)-fach  ausgedehnten 
Gebiete  der   ulf  ti2,  •  •  •  u  ,  t  überall   dicht,   und   das  Functionssystem 
uu  u%i  ' ' '  u    kommt  für  jeden  beliebigen  Werth  von  t  jedem  Punkte 
der  2q- fach  ausgedehnten   ebenen  Mannigfaltigkeit  jß2     beliebig  nahe. 

Dagegen  ist  die  Gruppe  G  discontinuirlich,  und  zwar  ist  sie  für 
jeden  endlichen  Punkt  (ulf  u2,  •  •  •  u  )  der  2|>-fach  ausgedehnten  realen 
ebenen  Mannigfaltigkeit  E2  eigentlich  discontinuirlich.  Es  folgt  dies 
indirect  daraus,  dass,  wenn  man  im  R0  das  durch  den  Werthevorrath 
der  Functionen 

(3)  ux(z)}    uf(s),  •  •  •  up(z) 

bestimmte  Gebilde  &  in's  Auge  fasst  und  die  abhängige  Variable  z  als 
Function  des  Ortes  auf  diesem  Gebilde  G  studirt,  gewisse  rationale 
Functionen  von  z  sich  als  eindeutige  Functionen  der  Integrale  (3) 
ergeben.    Diese  Functionen  bleiben    dann  offenbar   ungeändert,   wenn 
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man  die  Integrale  ulf  u%}  •  •  •  u  durch  eine  Substitution  der  Gruppe 
G  tranrformirt.  Nach  den  Untersuchungen  von  Herrn  Weierstrass 
und  Biemann  gelangt  man  zu  einer  Darstellung  dieser  eindeutigen 
Functionen  in  folgender  Weise. 


206.  Lösung    des    Umkehrproblems    durch    die    Weierstrass'sche 
^•Function.    Jaoobi'sches  Umkehrproblem.    Elliptische  Functionen. 

Man  kann  die  ganzen  Functionen  gx(x)  so  wählen  oder  kann 
lineare  Verbindungen  der  u19  u2,  •  •  •  u  mit  constanten  Coefficienten  so 
herstellen,  dass  die  so  entstehenden  Integrale  erster  Gattung 

(4)  wx(z),    w%(m),  •  •  •  wp(z) 

ie  Periodicitatsmoduln 

xi,    0,  ...    0,     bn9  blV    -blp7 

0,  äi,    ..    0,    bn,  biV  ...  bipf 


0,    0,  •  •  •  iti.     b  f,  b  0,  •  •  •  b 

7  7  7  pl7       p*7  pp 

Witzen.  Allgemein  bestehen  zwischen  den  Periodicitatsmoduln  eines 
Systems  linear  unabhängiger  Integrale  erster  Gattung  gewisse  von 
Herrn  Weierstrass  entdeckte  algebraische  Beziehungen,  von  denen 
'  *ir  an  späterer  Stelle  noch  ausführlich  handeln  werden;  diese  Be- 
ziehungen haben  für  die  Periodicitatsmoduln  der  wv  wv  •  •  •  w  die 
ein&che  Gestalt 

Md  überdies  ist  der  reale  Theil  der  quadratischen  Form 

(6)  2  2  ******* = *(**'  **> ' ' '  *J 

x=l  .1  =  1 

ftr  reale  Werthesysteme  der  n1?  m2,  •  •  •  n    negativ. 
Die  Weierstrass'sche  Thetareihe 

&(v     v     • « «  v  )  =  ^^^("i.»*!"- V  +  *("i*i  +  "«rH t-«j>V 

(»l»  »fli  •••  np) 

wo  die  nlf  n%}  •  •  •  n    alle  Systeme  von  p  ganzen   Zahlen  durchlaufen, 
onvergirt  dann  für  alle  endlichen  Werthesysteme  der  v17  vi7  •  •  •  v  . 

Bezeichnet   man   die   Punkte   aQ)  at)  •  •  •  cl  +i   *n    irgend    einer 
Leihenfolge  durch 

«,  a19  «t,  •••  ap,     ß,ßif  ft,  •••  fip 
ad  setzt 
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f(   \  =  ('  —  *!)  (*"«»)  "•(*--*,) 

'W       (*-p~)<i-pf)...(i--^)» 

so  erhält  man  zur  Berechnung  von  z  als  Function  der  Integra! 
oder  der  mit  denselben  linear  verknüpften  Integrale  (3)  die  Fori 

/  p  p  p 

n\      f&     =    v  x=l *z=J *=■! 

*  (  'ri(z)  -  JStri  (fc).  w*  W  — JS**  (fc).  •  *  *  «>(*)  — ^Wl> 

\  *  =  1  ^=.1  2  =  1 

Wir  sehen,  dass  die  Darstellung  der  Function  z  des  Ortes  au 
Gebilde  S  erfolgt  mit  Hülfe  einer  Function  von  p  unabhänj 
Variabein 

*(pi>  v*>  •  '  "  *,)> 
die  die  Eigenschaft  hat,  sich  mit  gewissen  Exponentialfunctioo 
multipliciren,  wenn  auf  die  v17  v%}  •  •  •  v    eine  Substitution  der  G 
6f    ausgeübt   wird.     Von    dieser   fr -Function   kann   man  leicht 
Quotientenbildung   zu  Functionen    von  p  unabhängigen  Variabe 
langen,   die  bei  den  Substitutionen  der  Gruppe  G    absolut  unge 
bleiben;  es  ist  aber  von  der  grössten  Bedeutung,  dass  man  aucl 
Zuhülfenahme   der  fr-Function   direct   von  der  Function  z   der 
grale  ulf  #2,  •  •  •  u  ,  d.  h.  des  Ortes  auf  dem  Gebilde  ß,  zu  Func 
der  als  unabhängig  veränderliche  Grössen  aufzufassenden  ulf  u%, 
gelangen  kann,  die  bei  den  Substitutionen  von  G    ungeändert  b 
und  zwar  geschieht  dies  mit  Hülfe  des  Ab  ersehen  Theorems. 

Durch  Anwendung  dieses  berühmten  Theorems  kann  man  na 
wie  wir  hier  nicht  näher  ausführen  wollen,  von  dem  Gleichungss; 

*gx{z)dz 

(x  =  l,S,  •      p) 


(*)  *„<')   =  J     —- 


•0 


zu  den   Gleichungen   des   sogenannten   Jacob i 'sehen   Umkehrpn 


(o,  ,,-yj 


v     *_._ 


*  <7X  00  d* 


/  =  1  *2 


(x=l,2,  •    -p) 

8    . 


gelangen,  wo  die  6  ,  •  •  -b  Constanten,  die  elf  zi7  •  •  •  z  von  ei 
unabhängige  Grössen  bedeuten,  die  durch  diese  Gleichungen  als  Fun- 
der  unabhängigen  Variabein  ulf  w2,  •  •  •  u  eindeutig  bestimmt  ^ 
Eine  explicite  Darstellung  dieser  Functionen  hat  zuerst  Herr  1 
strass  mit  Hülfe  seiner  allgemeinen  fr-Function  gegeben,  die» 
der  Darstellung  (7)  der  durch  die  Gleichungen  (8)  definirten  Fui 
der  Integrale  (ß)  ganz  analog. 
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Die  Gleichungen  (9)  liefern  auch  noch  eine  eindeutige  Bestimmung 
4er  zv  zff  -  •  •  z  als  Functionen  der  w  ,  u2,  •  •  •  u  ,  wenn  unter  den 
Integralzeichen  an  die  Stelle  der 

l«)  dZ  (*  =»  1,  2,  •  •  ■  p) 

irgend  ein  System  von  Differentialen  erster  Gattung  eines  beliebigen 
algebraischen  Gebildes  vom  Range  (Geschlecht)  p  gesetzt  wird.  Aber 
auch  dann  sind  die  so  definirten  eindeutigen  Systeme  von  2^ -fach 
periodischen  Functionen  nicht  die  allgemeinsten,  indem  zwischen  den 
Perioden  der  aus  dem  Jacobi'schen  Umkehrprobleme  entspringenden 
Functionen    (für   p  >  3)    Beziehungen    stattfinden,    die    zwischen   den 

— $—!■  Constanten,  von  denen  die  quadratische  Form  <p  der  allgemeinen 

m 

^-Function  abhangt,  nicht  bestehen  müssen.  Die  Argumente  der  all- 
gemeinsten, durch  #- Functionen  darstellbaren  2jp-fach  periodischen 
Functionen  von  p  Variabein  lassen  sich  zwar  nicht  immer  als  Summen 
von  p  Integralen  erster  Gattung,  wohl  aber  als  Summen  von  p  alge- 
braischen Integralen  von  anderer  Beschaffenheit  darstellen. 

Für  p  =  1 ,  d.  h.  im  Falle  der  elliptischen  Functionen,  führt  die 
Losung  des  Umkehrproblems  für  das  Integral  erster  Gattung 

dz 


HO)  u  =  f—= 


so 


Y(*  —  «o)  (*  —  «i)  (*  -  a2)  (*  —  Oj) 


zu  den  allgemeinsten  doppeltperiodischen  Functionen.  Wenn  nämlich 
^ei  beliebige  Grössen  <olf  ca2  gegeben  sind,  die  der  einzigen  Be- 
dingung, die  für  die  Perioden  einer  doppeltperiodischen  eindeutigen 
Function  erfüllt   sein  muss,    Genüge  leisten,    der  Bedingung  nämlich, 

h*  der  Quotient  —  nicht  real,  d.  h.  dass  die  Gruppe 

Wo  m\t  mt  ga^e  Zahlen  bedeuten,  eine  discontinuirliche  ist,  so  kann 
Blau  die  beiden  Invarianten  (vergl.  Nr.  276)  der  biquadratischen  Form 

!     » H)  (z  —  a0)  0  —  a%)  (z  —  a.)  0  —  a%) 

«tets  und  zwar  nur  auf  eine  Weise  so  bestimmen,  dass  sich  aus  der 
ffleichung  (10)    z    als    doppeltperiodische   Function    von    u    mit    den 
Perioden  &l9  co3  ergiebt.     Dass   man   die  Invarianten   der  Form  (11), 
d.  h.  diejenigen  ganzen  Functionen   der  Coefficienten  dieser  Form,  die 
angeändert  bleiben,   wenn  man    die  Form   durch   eine   beliebige  Sub- 
stitution von  der  Gestalt 
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(12)  e  =  "yW*>     aS-ßr  =  h 

transformirt,   in  Betracht  zieht,   liegt  daran,   dass  durch  Anwendurr^ 

der  Substitution  (12)  der  Charakter  des  Integrales  (10)  nicht  geänd 

wird.     Statt  die  beiden  Invarianten  der  allgemeinen  Form  (11)  zu 

trachten,  kann  man  auch  zuerst  durch  geeignete  Wahl  der  Constairfce 

a,  ß,  y,  d  in  (12)  drei  der  Nullstellen  der  biquadratischen  Form  fttr 

in  die  Punkte 

5  =  0,  1,  <x> 

verlegen  und  dann  die  vierte  Nullstelle  als  Function  von  m%9  a>t 
studiren;  es  entspricht  dies  der  Transformation  des  elliptischen  Inte- 
grales (10)  in  die  Normalform 

u=   r  dj 

Diese  vierte  Nullstelle  k  ist  dann  eine  eindeutige  Function  des  Perioden- 
Verhältnisses   — ,   die   sogenannte   elliptische   Modulfunction,  mit 


»i 


der  wir  uns  noch  eingehend  zu  beschäftigen  haben  werden. 

Wir  sehen  also  hier,  dass  sich,  wenn  das  System  der  Perioden} 
d.  h.  die  Gruppe  der  Function  z  von  u  willkürlich  gegeben  ist,  di© 
Coefficienten  der  Differentialgleichung 


dz 


J^  =  V*  —  %  '*  —  ai  '*  —  «2  '  *  —  aS> 

die  diese  Function  definirt,  eindeutig  bestimmen  lassen.  Für  p  >  1 
kann  man  die  2  p  Perioden,  ja  selbst  die  Perioden  bXx9  wie  sie  in  der 
allgemeinen  fr-Function  auftreten,  nicht*  mehr  willkürlich  vorschreiben 
und  dann  die  Coefficienten  der  Gleichungen  des  Jacob i 'sehen  Umkehr- 
Problems  als  Functionen  derselben  bestimmen;  sondern  damit  ein« 
solche  Bestimmung  möglich  sein  soll,  müssen  zwischen  den  Grössen 
bXx  nicht  nur  die  Beziehungen  (5)  und  die  Bedingung,  dass  der  reale 
Theil  der  quadratischen  Form  (6)  negativ  sei,  sondern  ausser  diesen 
für  p  >  3  noch 

(p-2)(p-S) 
2 

andere  Relationen  bestehen.  Wir  werden  ähnliche  Ergebnisse  finden, 
wenn  wir  uns  die  Aufgabe  stellen,  eine  lineare  Differentialgleichung 
nter  Ordnung  anzugeben,  für  welche  die  Monodromiegruppe  der  Inte- 
gralquotienten gegeben  ist.  Diese  Aufgabe  wollen  wir  im  folgenden 
Kapitel  behandeln. 


flx  =  --T-  (x  =  l,2,.*-l) 


Fünftes  Kapitel. 

Die  in   den  Coefneienten  einer   linearen  Differentialgleichung 
tottretenden  Parameter  als  Functionen  der  Fundamentalinvarianten. 
Constantensählung.     Auftreten  von  scheinbar  singulären  Stellen. 

Wir  denken  uns  die  lineare  Differentialgleichung  nler  Ordnung  der 
Fuchs'schen  Glasse  in  der  Form  geschrieben,  wo  der  Coefficient  der 
(»  -  1)**  Ableitung  gleich  Null  ist: 

wid  bezeichnen  mit  y1}  yt,  •  •  •  yn  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen, 
nüt  h  die  demselben  entsprechende  unimodulare  Monodromiegruppe; 
ferner  sei 

y*+i 
Vi 

ein  System  von  Integralquotienten  und  %  die  zu  demselben  gehörige 
niit  h  isomorphe  projective  Monodromiegruppe.  Da  der  identischen  Sub- 
stitution von  fr  nur  Substitutionen  von  h  entsprechen  können,  welche 
^  ylf  yif  -  -  -  yn  mit  einer  nten  Einheitswurzel  multipliciren  (Nr.  180, 
8- 179),  so  können  wir  an  Stelle  von  h  gleich  die  Gruppe  fr  betrachten. 
Wir  scheiden  unter  den  singulären  Stellen  der  Differentialgleichung 
(A)  die  scheinbar  singulären  Punkte  bif  b2,  •  •  bt  von  den  übrigen, 
den  wirklich  singulären  Stellen  al7  a29  •  •  •  aaJ  a„ilf  welch'  letzteren 
*ir  den  unendlich  fernen  Punkt,  falls  derselbe  weder  reguläre  noch 
scheinbar  singulare  Stelle  ist,  als  aat1  bereits  zugezählt  denken.  Bei 
umlaufen  um  die  scheinbar  singulären  Stellen  6  ,  62,  •  •  •  bt  bleiben  die 
Integralquotienten  rj17  •  •  •  rjn_l  ungeändert.  Die  wirklichen  singulären 
Punkte  alf  a%J  •  •  •  aff,  aa  .  t  denken  wir  uns  aus  der  Ebene  der  com- 
plexen  Variabein  x  ausgesondert,  und  die  so  entstehende  Fläche  T 
dtirch  die   6  von  den  Punkten  al9  a%y  •  •  •  aa  nach  aa.l  hin  gelegten 

Querschnitte    ll7  l9,  •  •  •  la   in   eine   einfach   zusammenhängende  T   zer- 
schnitten. 

Dann   sind  also  innerhalb   T  die  Integralquotienten   jjx,  •  •  •  ij 
eindeutig  und  erfahren,  wenn  x  den  Querschnitt  l    im  positiven  Sinne 
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überschreitet,  eine  gewisse  projective  Substitution  A  («  — i»i  •<>),  v»  ^eni 
x  die  Querschnitte  Z1?  l2,  •  •  •  Z^  der  Reihe  nach  in  negativem  &►  dbun 
überschreitet,  eine  projective  Substitution  Aa,17  und  es  ist 

(i)  ä0+1  =  a-1a-1  ■ .  ■  ä;1  =  (a.^  ■  •  •  Jj-1. 

Die  Substitutionen 

bilden  dann  eine  Basis  der  Gruppe  &,  und  die  Gruppe  ist  vollkommen 
bestimmt,  wenn  die  Coefficienten  der  6  Substitutionen 

(2)  Al>    **>   *  '  "   Aa 

bekannt  sind.    Da  wir  es  mit  projectiven  Substitutionen  zu  thun  haben 
so  hängt  jedes  Ax  von  n2  —  1 ,  die  6  Substitutionen  (2)  also  im  Ganzen  tob 

*(n*  -  1) 
Constanten  ab. 

Da  wir  ähnlich  wie  in  der  Nr.  121  (Bd.  I,  S.  440)  die  Gruppe  9 
nur  in  ihrer  Beziehung  zur  Differentialgleichung  untersuchen  wollen? 
so  können  wir  uns  #  noch  durch  eine  willkürliche  projective  Substi- 
tution, die  von  dem  Quotientensysteme  rj17  •  •  •  ^n—1  zu  irgend  einem 
andern  Fundamentalsysteme  von  Integralquotienten  überfuhrt,  traos- 
formirt  denken,  so  dass  also  (vergl.  a.  a.  0.)  unsere  Gruppe  d1  von 

0  —  l)(n2-l)  =  N 

wesentlichen  Constanten  abhängt.  Wir  können  z.  B.  auch  hier  &i* 
System  von  Fundamentalinvarianten  als  diese  Constanten  ansehe^i, 
darüber  wollen  wir  aber  nichts  Genaueres  festsetzen,  sondern  annehme**) 
die  Gruppe  &  sei,  abgesehen  von  der  transformirenden  Substitution 
durch  die  N  Parameter 

(3)  «,,    «2,  •  •  •  «N 

bestimmt.     Wir  wissen    dann  nach    den   Ergebnissen    des   achten  Ab- 
schnittes, wie  wir  diese  Parameter  der  Gruppe  als  Functionen  der  in  den 
Coefficienten  der  Differentialgleichung  auftretenden  Parameter  berechnen 
können. 

Wir    wollen   jetzt    die   umgekehrte   Aufgabe    behandeln, 
d.  h.  wir  fragen  nach  der  Art  der  functionalen  Abhängigkeit 
der  in  den   Coefficienten  der  Differentialgleichung  (A)  auf-   1 
tretenden  Constanten  von  den  Parametern  (3)  der  Gruppe  ♦.    j 

Die  Coefficienten  von  (A)  haben,  da  die  Differentialgleichung  der 
Fuchs 'sehen  Classe  angehören  sollte,  nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  62 
(Bd.  I,  S.  220)  die  Gestalt 
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*«~       Qä —       <"-"■•->, 

WO 

(!(*)=*(*  -  at)(x  —  aa)  •  •  •  («—  atf)(*  —  &,)(*  —  &,)  •  •  •  (*  —  bt) 

gesetzt  wurde  und  F  (x)  eine  ganze  Function  vom  höchstens  i/*611  Grade 
in  x  bedeutet.     Die  Differentialgleichung  hängt  demnach  ab 

1)  von  den  6  -f- 1  singulären  Stellen  al7  •  •  •  aa,  blf  •  •  •  bfJ 

2)  von  den  (vergl.  Nr.  68,  Bd.  I,  S.  240) 

Coefficienten  der  ganzen  Functionen 

i  h.  also  im  Ganzen  von 

(n,  <*  +  t)  =  -^--f-;  (*  +  r)  -  -^-' 

Parametern.  Zwischen  diesen  bestehen  noch  die  algebraisch  ausdrück- 
Wen  Beziehungen,  welche  bewirken,  dass  die  Punkte  bv  62,  •  •  •  bf 
«heinbar  singulare  Stellen  sind.  Diese  sind  für  bx  zunächst  n  —  1 
Bedingungen    für   die  Wurzeln   der   determinirenden  Fundamentalglei- 

drong  und  ferner  (vergl.  Nr.  55,  Bd.  I,  S.  197)  die  -^ — -  Bedingungen, 

üe  das  Auftreten  von  Logarithmen  verhindern.  Also  entsprechen  jedem 
scheinbar  singulären  Punkte  bx 

(n  +  2)(n-l) 
2 

Bedingungen,  so  dass  die  Differentialgleichung  (A)  von 

4  h.  von 

n(;n  +  l)        ,              n(n-l) 
— 2 6  +  X 2_ 

Parametern  abhängt.  Durch  eine  lineare  Transformation  der  unab- 
™gigen  Variabein  x  kann  man  bewirken,  dass 

wirf  (aff+1  =  <x>  hatten  wir  schon  von  vornherein  vorausgesetzt),  es 
sind  also  noch  zwei  von  der  gefundenen  Anzahl  abzuziehen.    Die  end- 
gültige Zahl  der  Parameter  ist  demnach 

2  '  2 

Wäre  die  Anzahl  x  der  scheinbar  singulären  Stellen  gleich  Null, 
so  hingen  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (A)  von 
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(4)  *(n  +  ^  *  _  n(n~  *)  _  2 

Parametern  ab;  die  Anzahl  N  der  Parameter  der  Gruppe  fr  ist  im  A 
gemeinen  grösser,  nur  für  n  =  2  stimmt  die  Zahl  (4)  mit  N  überei 
Wir  erschliessen  hieraus  den  folgenden  Satz: 

Die  Parameter  der  projectiven  Monodromiegruppe 
der  Integralquotienten  einer  linearen  Differentialgleichur 
zweiter  Ordnung  ohne  scheinbar  singulare  Stellen  brauche 
keinerlei  durch  Gleichungen  darstellbare  Bedingungen  zu  e 
füllen;  dagegen  müssen  zwischen  diesen  N  Parametern  fl 
eine  von  scheinbar  singulären  Stellen  freie  Differentia 
gleichung  von  der  Ordnung  w>2 

Relationen  bestehen,  wenn  6  die  Anzahl  der  wirklichen  si 
gulären  im  Endlichen  gelegenen  Stellen  bedeutet. 

Die  linearen  Differentialgleichungen  ohne  scheinbar  singnli 
Stellen  sind  in  gewissem  Sinne  das  Analogon  der  Integrale  erst 
Gattung  eines  algebraischen  Gebildes;  man  könnte  darum  die  zwischf 
den  Parametern  der  Gruppe  fr  für  n>2,  tf>l  bestehenden  B 
Ziehungen  den  im  vorigen  Abschnitte  erwähnten  Beziehungen  zwischc 
den  Periodicitätsmoduln  der  Integrale  erster  Gattung,  die  zu  Gebili 
vom  Range  p  >  1  gehören,  an  die  Seite  stellen,  und  weiter  den  Fi 
n  =  2  als  das  Analogon  des  Falles  p  =  1 ,  d.  h.  der  elliptischen  Int 
grale  betrachten.  Dass  diese  Analogie  nicht  nur  eine  äusserliche  ii 
sondern  auch  bei  tiefer  gehenden  Fragen  erhalten  bleibt,  wird  ans  d* 
folgenden  Ueberlegungen  hervorgehen. 

Denkt  man  sich  eine  projeetive  Gruppe  fr  in  (n  —  1)  Variabel 
die  aus  den  6  +  1  Substitutionen 

zwischen  denen  die  Beziehung  (1)  besteht,  als  Basis  gebildet  ist,  dun 
ihre  N  wesentlichen  Parameter  (3)  gegeben,  so  wird  man  im  A 
gemeinen  keine  lineare  Differentialgleichung  (A)  nUt  Ordnung  i 
F uchs' sehen  Classe  mit  6  im  Endlichen  gelegenen  wirklichen  u 
ohne  scheinbare  singulare  Punkte  herstellen  können,  für  welche 
die  Monodromiegruppe  der  Integralquotienten  darstellt,  sondern  n 
wird  dieser  Differentialgleichung  noch 

«(t-t-0-(t  +  t-») 

scheinbar  singulare  Stellen  beilegen  müssen,  damit  die  Anzahl  dei 
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den  Coefficienten  verfügbaren  Parameter  mit  der  Anzahl  N  der  Para- 
meter der  Gruppe  &  übereinstimmt.  Die  Parameter  der  Coefficienten 
and  dann  im  Allgemeinen  transcendente  und  mehrdeutige  Functionen  der 

"p  *v  "  *  au>  ^e  ÄUC^  nicht'  fi*r  s^e  Werthesysteme  dieser  Grössen  zu 
erMren  brauchen,  es  kann  vielmehr  der  Existenzbereich  jener  Func- 
tionen durch  gewisse  Ungleichheitsbedingungen,  denen  die  a19  ag,  •  •  •  aH 
genügen  müssen,  beschrankt  sein. 

Wir  wollen  das  Studium  dieser  Art  von  Functionen  nur  in  dem 
einfachsten  Falle  in  Angriff  nehmen,  wo  n  =  2  ist  und  also  die  Diffe- 
rentialgleichung 

»ls  frei  von   scheinbar  singulären  Stellen  vorausgesetzt  werden  kann. 


Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  ohne  scheinbar  singulare 
Bellen.     Abbildung  der  Sbene  der  unabhängigen  Variabein  durch 

den  Integralquotienten. 

Wenn  man  allgemein  eine  lineare  Differentialgleichung  von  der 
form  (A,)  betrachtet,  um  dieselbe  in  Bezug  auf  die  Eigenschaften  der 
Monodromiegruppe  &  ihres  Integralquotienten  zu  untersuchen,  so  kann 
man,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschranken,  die  Voraussetzung  machen, 
dan  ihre  nicht  scheinbar  singulären  Stellen  av  a2,  •  •  •  aa  einfache 
and  (vergL  Nr.  197,  S.  256),  d.  h.  dass  die  Differenz  rx  —  r2  der 
Wurzeln  der  zu  einer  solchen  Stelle  x  =  a  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichung  in  ihrem  realen  Theile  nicht  negativ  und  kleiner 
*i  wie  Eins,  und  dass  die  scheinbar  singulären  Stellen  bv  62,  •  •  •  bt 
ämmtlich  von  einander  getrennt  liegen,  d.  h.  auch  einfache  sind,  so 
dias  also  für  eine  dieser  Stellen  x  =  b  die  Wurzeln  der  determiniren- 
den Fundamentalgleichungen  die  Werthe 

_s^  __  l^ 

taritzen.    Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  wird  sich  aus  den  Unter- 
suchungen   des     siebenten    Kapitels    ergeben,    wir    werden     daselbst 
«eigen,  dass   man   von   einer   beliebigen   Differentialgleichung   zweiter 
Ordnung  zu  einer  anderen  mit  derselben  unabhängigen  Variabein  und 
denselben  wirklich  singulären  Punkten  übergehen  kann,  für  welche  die 
Monodromiegruppe   der  Integralquotienten   auch  dieselbe  ist,   wie  für 
die  gegebene  Differentialgleichung  und  die  „nur  einfache  singulare 
Stellen    besitzt".     Hier   bemerken  wir  nur  noch,   dass  die  Voraus- 
setzung, die  gegebene  Differentialgleichung  habe  nur  einfache  singulare 
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Stellen,  in  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen  ihr  Analo 
man  kann  auch  hier  wie  dort  den  allgemeinen  Fall  einer  b< 
singulären  Stelle  durch  Grenzübergang  aus  dem  von  nur  einfache 
lären  Stellen  erhalten,  indem  man  eine  oder  mehrere  einfache  e 
singulare  Stellen  mit  einer  einfachen  wirklichen  singulären  St< 
mit  einander  zusammenfallen  lässt;  es  ist  dies  auch  schon  ii 
Nr.  197  (S.  25G)  eingeführten  Terminologie  zum  Ausdrucke  { 

Wenn  wir  dann  von  der  Differentialgleichung  (A2)  sagen, 
sitze  keine  scheinbar  singulare  Stelle,   so  heisst  dies,   ihre 
liehen  singulären  Stellen  sind  wirkliche,   und  für  je 
selben  ist  der  reale  Theil  der  Differenz  der  Wurzeln 
gehörigen    determinirenden    Fundamentalgleichung    \ 
genommen  kleiner  wie  Eins  (vergl.  Nr.  197,  S.  256). 

Wir  denken  uns  überdies  durch  eine  lineare  Transforma 
unabhängigen  Variabein  die  singulären  Stellen  av  a8,  «fl  ■  x  * 
die  Punkte 


"i  =  °;     a2  =  1> 


ao+i  —  °° 


verlegt,  dann  ist  also  die  Anzahl  der  Parameter  in  den  Coel 
der  Differentialgleichung  gleich  3<*  —  3,  und  ebenso  gross  ist 
zahl  der  Parameter,  von  denen  die  Gruppe  #  abhängt. 

Betrachten  wir  dann  den  Integralquotienten  rj(x)  in  der  d 

Querschnitte  ll9l%fm 

schnittenen  Fläche  1 
so  ist  jeder  Zweig  c 
innerhalb  T  eindeutig 
und  rj(x)  erleidet,  we 
Querschnitt  lx  in  p 
Sinne  (d.  h.  von  der  ] 
zur  negativen  Seite 
gehend)  überschrei 
Substitution  A  ,  die 
in  der  canonischen 


Flg.  2. 


beziehungsweise 
(6) 


=  C        * 


A*n  —  P, 


Ax'i  —  h         ')-  X* 


n  —  r* 


+  r. 


geschrieben  denken.     Im  Falle  (5)  ist 


**  =  '•*!  -  f\ 


x2 
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ie  Differenz  der  Wurzeln  der  zu  ax  gehörigen  determinirenden  Funda- 
mentalgleichung, im  Falle  (6)  ist 

In  ähnlicher  Weise  bezeichnen  wir  auch  die  dem  Umlaufe  um  a  ,  ,  =  oo 
entsprechende  Substitution  mit  Aa ,  lf  so  dass  also 

die  Differenz  der  Wurzeln  der  zu  x  =  oo  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichung  bedeutet,  wenn  die  Substitution  A.t  nicht 
parabolisch  ist. 

Denken  wir  uns  das  durch   den  Integralquotienten  rj(x)  gegebene 
analytische  Gebilde  (rj,  x)  in  der  realen  vierfach  ausgedehnten  ebenen 
Mannigfaltigkeit  ü4  und  projiciren  dasselbe  auf  die  17 -Ebene,  so  wird 
diese  Projection  einen  zweifach  ausgedehnten  Theil  der  17 -Ebene  ein- 
fach oder  mehrfach  überdecken.    Wir  werden  jeden  Punkt  dieser  Pro- 
jection besonders  betrachten  und  erhalten  auf  diese  Weise  eine  über 
einen  zweifach    ausgedehnten   Theil    der    17-Ebene    ausgebreitete,    im 
Allgemeinen    mehrblättrige  Flache_F,   auf  welcher  x   eine   eindeutige 
Function  des  Ortes  ist.    Fixiren  wir  einen  bestimmten  Zweig  17  (x)  des 
Integralquotienten,  so  ist  dieser  innerhalb  T  eindeutig;  lassen  wir  nun 
*  die  Begrenzung  von  T  durchlaufen,  indem  wir  also  z.  B.  x  von  a, 
ausgehend  auf  dem  positiven  Ufer  des  Querschnittes  lx  bis  nach  aa  ,  17 
dann  auf  dem  negativen  Ufer  von  l2  nach  a2,  dann  auf  dem  positiven 
Ufer  von  L  nach  a   ,  ,  und  in  dieser  Weise  fortfahrend  endlich  von 
fl,+1  auf  dem  negativen  Ufer  von  lx   nach  at  zurück  führen,  so  be- 
schreibt rj(x)  eine  in  sich  selbst  zurückkehrende  Linie,  die  einen  ge- 
wissen Bereich  F9  der  Fläche  F  begrenzt.    Dieser  Bereich  ist  die  ein- 
deutig conforme  Abbildung  der  Fläche  Ty  er  ist  also  ebenso  wie  diese 
einfach  zusammenhängend. 

Die  Punkte  der  Begrenzung  von  F0  gehören  entweder  der  Fläche 
F  an  oder  sind  Grenzstellen  der  durch  die  Punkte  von  F  gebildeten 
Punktmenge.  Bezeichnen  wir  mit  s  '  die  Gesammtheit  der  1?(#)-Werthe, 
die  den  x  Punkten  des  positiven,  mit  sx  die  Gesammtheit  der  ri(x)- 
Werthe,  die  den  x  Punkten  des  negativen  Ufers  von  l  entsprechen,  so 
liegen  die  Stücke  sx,  sj  der  Begrenzung  von  FQ  für  x  =  1,  2,  •  •  •  0 
ganz  auf  der  Fläche  F,  wenn  wir  die  Punkte  ax,  aaiV  die  den  Quer- 
schnitt l    begrenzen,  den  Ufern  desselben  nicht  hinzufügen. 

Wenn  dann  der  reale  Theil  von  dx  nicht  verschwindet,  also  positiv 
ist,  wie  wir  voraussetzen  können,  oder  wenn  die  Substitution  A  eine 
parabolische  ist,  so  schliessen  sich  die  Stücke  sxJ  sx   in  dem  Doppel- 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    II.  20 
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punkte  Xx  der  Substitution  Ax  zusammen;  dieser  Doppelpunkt  { 
aber  nur  dann  der  Fläche  F  wirklich  an,  wenn  dx  eine  reale  rat 
Zahl  ist.     Wenn  Sx  complex,  also 

d  =Ö'+iÖ",     tf'>0 

X  X        '  X    1  X     ^ 

ist,  so  ist  in  der  Umgebung  von  x  =  au  (vergl.  Nr.  203,  S.  282] 

)~k  =  (*  -  «/'(*«  +  «i<*  -«.>  +  ••  •), 

also  wenn  wir 

t  —  a   =  re9' 

X 

setzen, 


Wenn  also  t  längs  /x,  d.  h.  mit  einem  bestimmten  Argumente 
einrückt,  so  wird  der  absolute  Betrag  der  Grösse 

n  —  fix 

gleich  Null,  aber  das  Argument  derselben  beliebig  gross;  in  d 
Falle  sind  also  sx  und  sx'  in  der  Nähe  von  Xx  spiralförmig  gewi 
Man  kann  bewirken,  dass  s  ,  s '  sich  mit  bestimmtem  Argument 
Punkte  X,  annähern,  indem'man  den  Querschnitt  /,  ron  a,  nich 
bestimmtem  Argumente  ausgehen,  sondern  ihn  sich  um  diesen 
spiralförmig  winden  lässt. 

Wenn  der  reale  Theil  S '  von  ä    verschwindet,  d.  h.  wenn  A 

XX  ' 

hyperbolische  Substitution  ist,  so  ist  der  Bereich  F0  an  der  Stc 
nicht  geschlossen,  sondern  windet  sich  (vergl.  Nr.  203,  S.  283) 
förmig  um  die  Punkte  Ax,  /ix  herum. 

Aehnliche  Betrachtungen  gelten  für  den  Doppelpunkt  Xa , 
Substitution  A  .  t,  in  welchem  sich,  wenn  die  Substitution  A  .  , 
hyperbolische  ist,  die  Begrenzungsstücke  sa'  und  st  zusammenscnl 
und  ebenso  für  die  entsprechenden  Doppelpunkte 

1'  1"  2^ 

der  Substitutionen 

die  beziehungsweise  die  gemeinsame  Grenze  der  Stücke  s '  ui 
s2'  und  s.v  •  •  •  s  '  und  sx  bilden,  und  von  denen  vermöge  der  Bezi 
(\)  der  letzte 


ist. 
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Wir  nennen  im  Folgenden  die  Punkte 

2       2  2       1  l'  i^a"~1^ 

die  Ecken,  die  Stücke 

si>  *i>  s*>  *t>  •  "  *  So>  Sa' 

die  Seiten   des  Bereiches  FQ  und   sagen   von  der  Ecke  Aä,   .:ie    ent- 
spräche dem  Punkte  x  =  ax,  von  den  Ecken 

sie  entsprachen  dem  Punkte  x  =  a„+x  =  °°  • 

Da  die  Function  ri(x),  wenn  x  den  Querschnitt  Jx  im  positiven  Sinne 
überschreitet,  die  Substitution  A  erfahrt,  so  gehen  die  fj-Werthe,  die 
x-Punkten  des  positiven  Ufers  von  lx  entsprechen,  aus  den  ij-Werthen, 
die  den  correspondirenden  x-  Punkten  des  negativen  Ufers  entsprechen, 
durch  Anwendung  der  Substitution  Ax  hervor;  wir  erhalten  demnach 
die  Punkte  der  Seite  s  ',  indem  wir  auf  die  Punkte  von  s  die  Sub- 
stitution  A    anwenden;  wir  schreiben  dies  kurz 

X  ' 

s  '=  A  s 


X     X 


und  sagen,  ä  '  gehe  durch  die  Substitution  Ay  aus  sx  hervor. 

I.  Es  sind  also  die  2<y  Seiten  des  Bereiches  F0  einander 
durch  die  projectiven  Substitutionen 

A        A       •  •  •  A 

die  man  als  die   projectiven  Fundamentalsubstitutionen   der 
Differentialgleichung  (A2)  bezeichnen  kann,  zugeordnet. 


209.    Die  Winkelsnmme  bei  einem  Cyklus  von  Ecken. 
Andere  Zerschneidung  der  Ebene  der  unabhängigen  Variabein. 

Seien  nun  s  ,  s  '  zwei  Seiten,  die  im  Punkte  k    zusammenstossen. 

X  >       X  '  X 

Wenn  wir  uns  den  Querschnitt  l%  als  stetig  verlaufende  Curve  denken, 
die  in  jedem  Punkte  eine  bestimmte  Tangente  hat,  so  wird  das  Gleiche 
auch  von  den  Curvenzügen  sx,  s  '  gelten,  da  diese  ja  die  conformen 
-Abbildungen  von  ln  durch  eine  monogene  Function  i?(#),  beziehungs- 
weise A  ij(x)  und  alle  Punkte  von  lx  reguläre  Stellen  dieser  mono- 
genen Functionen  sind.  Betrachten  wir  dagegen  die  beiden  dem 
Punkte  k     unendlich   benachbarten   Elemente    der  Curven  s  ,  s '    wir 

X  X'        X  ' 

bezeichnen  dieselben  als  geometrische  Quantitäten  aufgefasst  durch 


x"        X  ' 


20  • 
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so  ist  der  Winkel,   unter  welchem  sich  s  ,  s'  im  Punkte  k    tu 

'  X'        X  X 

durch  die  Differenz 

<  (*,'*  O  =  ArS  Bx  —^'x 


K  X6 

ff*t 

Fig.  S. 

gegeben.     Nun  ist  aber 

**.  =  (  —  ??} 

*x  \    ^/,-i,' 

also  nach  den  Gleichungen  (4)  und  (7)  der  Nr.  199  (S.  268,  269; 

7T=C       ' 


oder 

=  1, 


*x 


*x 


je  nachdem  die  Substitution  Ax  von  der  Form  (5^  oder  (6)   ist 
legen  wir  also  d    in  seinen  realen  und  imaginären  Theil 

X  X        '  X    ' 

so  ist  für  den  Fall  einer  nicht  parabolischen  Substitution  Ax 

<  is  \  s)  =  2nö  ' 

\    X  '       X'  X  ' 

für  den  Fall  einer  parabolischen  Substitution 
Betrachten  wir  ferner  die  in  den  Punkten 

2'  1"  1 

zusammenstossenden  Bogeneleinente  der  Seiten  von  FQ  und 
mit   t   ,.   das  dem   Punkte  k(*\  ,    unendlich   benachbarte   E 

X  -f-  1  CJ  -f-  1 

s   ,  t9   mit  £ '  das   dem   Punkte  k{*\  t    unendlich    benachba 
von  6* ',  so  ist 


—  VJ 


«£  (*i,  O  =  Arg  <•„  —  Arg  «/, 
<  (?i,  O  =  Arg  «,  —  Arg  *,', 

^  (si>  O  =  Arg  «j  —  Arg  e0', 
it  die  Summe  dieser  Winkel 

2T(^+1>0=2'(Arg£x-Arg£;), 

x  =  l  x  =  l 

l_j  =  5j  35U  nehmen  ist. 
un  haben  wir  aber 

o-f"*  *  2      1     rr-f-1 

können  wir  setzen 

fx  _  r  *m»-i---a*>  i 

*;     Lä(-M»_i  •  •  •  ^i^J,-^!  ' 

3  folgt  aber,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (1), 

wir  also 
renn  -4ff  .  x  von  der  Form  (5)  ist, 

x=l 

-40  i  j  eine  parabolische  Substitution  ist, 

x=l 

s  erlangte  Resultat  in  eleganter  Form  aussprechen  zu  können 
eine  von  Herrn  Poincare    herrührende  Bezeichnung  ein, 
och  vielfach  verwerthet  werden  wird, 
ojen  nämlich  von  den  Ecken  des  Bereiches  F  f  die  einem 
en  der  Punkte 


ai>   «s>  '  "  *  ao>   aa+v 


ue  bildeten  einen  Cyklus.    Es  bilden  also  dann  die  Ecken 
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*o+V  a<j+1>    '   '   '    Ao  +  l 

zusammengenommen  und  jede  der  übrigen  Ecken 

für  sich  je  einen  Cyklus.     Aus  den  vorhergehenden  Erörterungen   - 
giebt  sich  dann  der  Satz: 

IL  Die  Summe  der  Winkel,  unter  denen  sich  die  Seit* 
des  Bereiches  F0  in  den  einen  Cyklus  bildenden  Ecke 
schneiden,  ist  gleich  2n  multiplicirt  mit  dem  realen  Thei 
der  Differenz  der  Wurzeln  der  zu  demjenigen  singulare 
Punkte  von  (A2)  gehörigen  determinirenden  Fundamenta 
gleichung,  dem  die  Ecken  jenes  Cyklus  entsprechen. 

Durch  die  beiden  Sätze  I,  II  ist  die  Natur  des  Bereiches  F0)  sowe 
dieselbe  durch  die  Differentialgleichung,  beziehungsweise  durch  d 
Gruppe  fr  bestimmt  ist,  vollkommen  charakterisirt.  Die  sonstige  g 
stattliche  Beschaffenheit  von  FQ  hängt  wesentlich  von  der  Art  der  Zc 
schneidung  der  x-  Ebene,  beziehungsweise  der  durch  Aussonderung  d 
Punkte  av  a2,  •  •  •  aa)  aa  ,  l  entstehenden  Flache  T  ab. 

Zunächst  ist  klar,  dass  wir  die  Gestalt  der  Seiten  von  FQ  stet 
variiren  können,  indem  wir  die  Gestalt  der  Querschnitte  I,  lv  ••• 
stetig  sich  ändern  lassen.  Wir  können  aber  auch  die  Flache  T  dar 
ein  anderes  Schnittsystem  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläc 
verwandeln  und  dadurch  eine  ganz  verschiedene  Vertheilung  der  Eck 
und  Seiten  von  F0  erhalten. 

Für  viele  Untersuchungen  sehr  zweckmässig  ist  die  folgende  Z« 
schneidung  der  Fläche  T.  Wir  legen  durch  die  sämmtlichen  singuläi 
Punkte 

einen  in  sich  zurücklaufenden  Schnitt  l  und  bezeichnen  z.  B.  dasjenJ 
Ufer  desselben,  welches  zur  Linken  liegt,  wenn  die  Punkte  a{  in  d 
angegebenen  Reihenfolge  passirt  werden,  als  das  positive,  ebenso  d< 
durch  das  positive  Ufer  des  Schnittes  begrenzten  Theil  der  Flache 
als  das  positive  oder  positiverseits  gelegene  Gebiet  Tv  den  andere 
Theil  von  T  als  das  negative  Gebiet  T%.  Dann  ist  der  Zweig  ij(j 
des  Integralquotienten  innerhalb  Tx  eindeutig  und  kann  nach  T%  h 
fortgesetzt  werden,  wenn  wir  den  Schnitt  l  in  irgend  einem  Punfc 
überschreiten.  Je  nachdem  die  Ueberschreitung  in  Punkten  erfolj 
die  den  verschiedenen  durch  die  Punkte  alf  a2,  •  •  •  aa  .  x  begrenzt 
Abtheilungen  von  l  angehören,  wird  natürlich  der  Werth  von  ij( 
den   wir   den  Punkten   von   T2   zuzuordnen   haben,   ein   anderer   m 
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denken    wir    uns    z.   B.    das    Gebiet    T%    mit    Tt    längs    des    Theiles 
[a^  ,  v  ax)  von   l  vereinigt,  d.  h.  betrachten    wir  nur  den  von  ax  bis 

a ,,  reichenden  Theil  l  des  Schnittes  l  als  bestehend,  so  können  wir 

die    so   entstehende  Fläche    Tx  +  T2  —  T'    wieder   auf    die  Fläche  F 
abbilden. 

Bei  der  durch  die  Fig.  4  angedeu- 
teten Lage  wird   dann  ein  Punkt  auf 
der  negativen    Seite    des   Querschnitt- 
stückes (axJ  a   .J  aus  dem  correspon- 
direnden   Punkte  r\   auf  der   positiven 
Seite  durch  die  Substitution 

hervorgehen.     Durchlaufen    wir    die   Begrenzung    von    T\   indem    wir 
l  B.  Ton    at  mit   dem   Werthe   rj  =  kx   ausgehend  auf   der  positiven 

Seite  von  l  über  a2,    •  •  aa  nach  aa  ,  17  und  dann  auf  der  negativen 

Seite  von  l  nach  ax  zu- 
rückgehen, so  beschreibt 
r\  einen  Curvenzug,  der 
einen  einfach  zusammen- 
hängenden Bereich  F0'  der 
FßcheFbegrenzt(Fig.5). 
Bezeichnen  wir  durch  s 

X 

den  dem  positiven,  mit 
V  den  dem  negati  venUfer 
des  Stückes    (a  ,  a   ,,) 

V    x>      x-f-1' 

T°n    /     entsprechenden   £ 
Theil  jenes  Curvenzuges, 

so  igt 

!      i;**AKAK_l-..AisM,  Fig.  5. 

und  der  Punkt  k  ,  in  welchem  die  Seiten  äf     , ,  5    von  F'  zusammen- 

X*  X  —  l '        X  v 

stossen,  entspricht  dem  Punkte  ax.     Man  hat  dann 


und 


Ax  =  Al   *A2   l'   '    '   Ax-lK 


(x  =  l,2, 


o) 


i—l 


-1 


A   i,  =  At     •  •  •  An    A   .  t  =  k.t : 


die  Seiten  s'  x  und  sj  besitzen  demnach  den  Punkt  kje,l  zur  gemein- 
schaftlichen Grenze,  und  k  ist  ein  Doppelpunkt  der  mit  A  ähnlichen 
Substitution 
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Ä7   •  •  •  Ä~  ,  AA„    f  •  •  •  A. . 

1  X  —  1        X       X  —  1  1 

Es  bilden  also  die  Ecken  kt  und  A   .  x  für  sich  und  die  Eckenpaare 

je  einen  Cyklus,  und  es  besteht  auch  für  diese  Cyklen  der  Satz,  das 
die  Summe  der  Winkel,  die  in  den  zu  einem  Cyklus  gehörigen  Ecks 
stattfinden,  gleich  ist  2n  multiplicirt  mit  depa  realen  Theile  Am 
Wurzeldifferenz  der  zu  dem,  dem  Cyklus  entsprechenden,  singulare 
Punkte  von  (A2)  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung. 

Wenn  wir  dem  Querschnitte  l  den  Querschnitt  Z1  hinzufügen,  « 

können  wir  l  +  lx  als  den  Schnitt  l  auffassen;  es  ist  folglich  der  yc 
den  Curvenzügen 

si»  ~sv  '  '  '  K>  si 

begrenzte  Bereich  der  Fläche  F  die  conforme  Abbildung  des  Gebiefl 
Tx  der  x-  Ebene. 
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Erlaubte  Abänderungen.     Die   Parameter  in  den  Coeffioienten  «3i 
eindeutige  Functionen  der  Parameter  der  Monodromiegruppe. 

Gehen  wir  wieder  zu  der  durch   die  Querschnitte  l  f  1%J  •  ••  la  be 

grenzten  Fläche  T  zurück.     Wenn  wir  den  Querschnitt  l    in  positiver 
Richtung  überschreiten,  so  verwandelt  sich  17  (rc)  in  den  Zweig 

4M*); 

dieser  ist  in  einer  Fläche  T  ,  die  genau  ebenso  beschaffen  ist  wie  T 

selbst,  eindeutig;   wir  denken  uns  diese  Fläche  T   als  ein  mit  T  con- 

gruentes  Blatt,  welches  mit  T  längs  des  Querschnittes  lx  so  zusammen' 

hängt,  dass  das  positive  Ufer  von  lx  in  T  an  das  negative  Ufer  wn 

lx  in  lx  geheftet  ist.  Dieses  Blatt  Tx  bilden  wir  nun  wieder  auf  <fo 
Fläche  F  ab;  die  Abbildung  Fx  ist  ein  Bereich,  der  aus  FQ  durch  An- 
wendung der  Substitution  A^q  hervorgeht,  d.  h.  F  ist  die  Abbildung 
von  F0  durch  Vermittlung  der  Function  Axr\.  Also  wird  sich  Ft  w 
F0  längs  der  Seite  sj  anschliessen  und  wird  im  übrigen  mit  F0  keinen 
Punkt  (der  Fläche  F)  gemein  haben. 

Genau  ebenso  werden  wir  eine  mit  T  congruente  Fläche  T_f  mit 

T  so  zusammenheften,   dass  das  negative  Ufer  von  l    in  T  mit  des 

positiven  Ufer  von  lx  in  T_x  zusammenhängt;  in  diesem  Blatte  T_, 
ist  dann  der  Zweig 


210.   Reguläre  Theilung  von  F.  313 

eindeutig,  und  die  Abbildung  von  T_x  auf  die  Fläche  F  liefert  einen 

Bereich  F    f  der  aus  FQ  durch  die  Substitution  A^vr\  hervorgeht  und 
sich  an  FQ  längs  der  Seite  sx  anschliesst. 

Nun  kann  jedes  der  Blätter  T+x  in  genau  derselben  Weise  weiter 
benutzt  werden;  man  überschreitet  immer  wieder  die  Querschnitte  und 
heftet  entsprechend   den    neu    entstehenden   Zweigen    von    r\(x)    neue 

Blätter  __ 

T 

±*i±* 

an  die  alten,   bildet  dieselben   auf  die   Fläche  F  ab,   erhält   dadurch 

Bereiche 

F 

±*»±* 

und  fährt  so  fort,  bis  man  entsprechend  allen  Zweigen  von  i\{x)}  d.  h. 
also  entsprechend  allen  Substitutionen  der  Gruppe  #,  Blätter 

f 

±  *i »  ±  H » •  •  •  ±  *l 

erhalten  hat,  wo  xv  x2,  •  •  •  xx  irgend  welche  der  Zahlen  1,  2,  •  •  •  6  be- 
deuten.   Die  Abbildungen  dieser  Blätter  auf  die  Fläche  F  liefern  dann 

Bereiche 

F 

die  aus  F0  durch  Anwendung  der  Substitution 

'A+l        A+l  A+l 

A~  A~    •  •  •  A~   17 

Hervorgehen,  und  die  Gesammtheit  der  so  entstandenen  Bereiche  erfüllt 
die  Flache  F  schlicht  und  lückenlos.  Analog  bildet  die  Gesammtheit 
der  Blätter    T+x        +x     eine   zusammenhängende    über    der   x- Ebene 

*uagebreitete  Riemann'sche  Fläche  JR,  in  welcher  der  Integralquotient 
der  Differentialgleichung  (Ag)  eine  eindeutige  Function  des  Ortes  ist, 
und  die  offenbar  nichts  anderes  ist,  als  die  Projection  des  analytischen 
Gebildes  (xy  rf)  auf  die  x-  Ebene. 

Die  Eintheilung  der  Fläche  F  in  die  Bereiche 

'  ±*l,±*l.-'-±*2 

^tzt  die  folgende  Eigenschaft.  Zunächst  gelten  für  jeden  dieser 
Bereiche  die  Sätze  I,  II,  da  die  Abbildung  durch  eine  projeetive  Sub- 
*totntion,  durch  welche  ja  jeder  dieser  Bereiche  aus  FQ  hervorgeht,  eine 
^nkeltreue  ist.  Es  kann  also  jeder  solcher  Bereich  ebenso  gut  wie 
%  selbst  als  Ausgangsbereich  gewählt  werden,  und  wenn  wir  dann 
**  Abbildungen  desselben  mittelst  aller  Substitutionen  der  Gruppe  # 
^Jistruiren,  so  erhalten  wir  zufolge  der  Gruppeneigenschaft  genau  die- 
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selbe  Gebietstheiluiig  der  Fläche  F  wie  vorher.  Man  drü< 
Eigenschaft  der  Eintheilung  von  F  dadurch  aus,  dass  man  ; 
Theilung  sei  eine  reguläre. 

Die  Gebiete  (7)  sind  in  denjenigen  Ecken,  die  Doppelpunl 
hyperbolischer  Substitutionen  sind,  wirklich  geschlossen,  um 
punkte   hyperbolischer  Substitutionen    dagegen   winden  sich 
im  Allgemeinen  bandförmig  herum,  ohne  dieselben  jemals  wi: 
erreichen. 

Wir  können  jetzt  auch  leicht  die  Beziehung  übersel 
zwischen  den  verschiedenen  Zerschneidungen  der  Fläche  T  enti 
den  Bereichen  FQ  besteht;  nehmen  wir  z.  B.  die  beiden  Ber 
und  FQ'y  die  wir  im  Vorhergehenden  untersucht  hatten  (vergl 

Der  Bereich  F0'  geht  aus  F0  hervor,  indem  man  von  F0  d 

(V  V **)>     («.'  V  ss)>  • '  •  (C-i *o-i  O 
abzieht  und  dagegen  den  Bereich 

(8)  («,  *x  *,  •  •  •  K) 

hinzufügt.  Dieser  letztere  Bereich  kann  nun  in  folgender  ^ 
getheilt  werden.     Ziehen  wir  die  Linie 

die  die  Punkte  kv  ka  ,  x  verbindet,  ferner  die  Linie 

die  die  Punkte  Ä3,  ka  ,  t  verbindet,  u.  s.  w.     Dann  geht  der  B 

(*,«,*,)     aus     «V5«) 
hervor  durch  die  Substitution  A~  ;  der  Bereich 

(*iVs)     aus     «VO 
durch  die  Substitution  A^  A~  ,  u.  s.  w.;  endlich  der  Bereich 

(I     ts     ,s)     aus     ($i    ,5'    ,5) 

durch  die  Substitution 

Die  Bereiche 

(*i*iS*)>   («iW*  •  •  '  Ä-i^-iO 
zusammengenommen  bilden  aber  den  Bereich  (8). 

Der  Bereich  F0'  geht  also  aus  FQ  dadurch  hervor,  dass 
FQ  gewisse  Theile  wegschneidet  und  dafür  Ebenenstücke,  die  a 
weggeschnittenen  Theilen  durch   Substitutionen  der  Gruppe  4 
gehen,  hinzufügt. 
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Denken  wir  uns  allgemein  einen  Theil  q>0  des  Bereiches  JF0;  sei  S 
k  beliebige  Substitution  der  Gruppe  0*  und  Fs  der  aus  FQ  durch 
iwendung  von  S  hervorgehende  Bereich;  ebenso  sei 

V#  =  Po- 
lente ferner  S  eine  bestimmte  Substitution  von  #,  und  sei 

£S=SV 

•  wollen  dann  von  jedem  Bereiche  Fs  das  Stück  <ps  abziehen  und 
l  dessen  das  Stück  <p8i  hinzufügen;  sei  dann 

Fs  =  Fs  ~  Vs  +  Vs^ 

Gesammtheit  der  Bereiche  Fg'  wird  dann  auch  wieder  die  ganze 
he  F  schlicht  und  lückenlos  bedecken,  d.  h.  auch  die  so  entstehende 
Teilung  der  Fläche  kann  die  Theilung  durch  die  Bereiche  F8  voll- 
dig  ersetzen.  Wenn  der  Bereich  <p0  an  eine  (oder  mehrere)  der 
?n  von  F0  stösst,  und  wenn  der  Bereich  <p£  an  eine  (oder  mehrere) 
Seiten  von  F0  —  <p0  von  aussen  angrenzt,  so  ist  offenbar  jeder  der 
iche  Fs'  ebenso  wie  F0  selbst  ein  einfach  zusammenhängender; 
i  Eigenschaft  der  Bereiche  Fs'  ist  aber  keine  unumgänglich  er- 
jrliche,  wenn  wir  auch  im  Folgenden  in  der  Regel  nur  so  be- 
ffene  Theilungen  der  Fläche  F  in's  Auge  fassen  werden. 
Mit  den  Bereichen  Fs'  kann  man  nun  wieder  genau  ebenso  ver- 
m  und  kann  auf  diese  Weise  von  der  ursprünglichen  Theilung  in 
Bereiche  Fs  zu  jeder  anderen  Theilung  der  Fläche  Ff  die  der 
rantialgleichung  oder  der  Gruppe  0*  entspricht,  übergehen. 
Wir  sagen  von  einer  auf  die  angegebene  Art  vorgenommenen  Ab- 
rang des  Bereiches  FQf  es  sei  eine  erlaubte  Abänderung,  und 
chen  den  Satz  aus: 

Jedem  Bereiche,  der  aus  FQ  durch  erlaubte  Abänderungen 
vorgeht,  entspricht  eine  reguläre  Theilung  der  Fläche  F 
Jereiche,  die  aus  dem  abgeänderten  Bereiche  durch  die 
stitutionen  der  Gruppe  &  hervorgehen,  und  jede  solche 
ilung  leistet  für  das  Studium  der  Gruppe  #  und  der 
'erentialgleichung  (A2)  dasselbe,  wie  die  aus  dem  Be- 
he  F0  entspringende. 

Der  Bereich  FQ'  geht  aus  Flt  durch  erlaubte  Abänderungen  hervor. 
Eis  ist  nun  von  der  grössten  Wichtigkeit,  dass  fwir  uns  darüber 
werden,  dass  der  Bereich  FQ  und  die  aus  demselben  entspringende 
ung  der  Fläche  F,  ja  dass  die  Natur  dieser  Fläche  selbst  ganz 
von  der  projectiven  Gruppe  &  abhängt. 
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Was   zunächst   die   Fläche  F   betrifft,    so   wissen   wir  nach 
Ergebnissen   des   zweiten   und   dritten   Kapitels,   dass  sowohl  die 
grenzung   von   F  als   auch    ihre  Windungspunkte    durch    die  Gru 
#   bestimmt    werden.     Denn    da   wir   das    Auftreten   scheinbar   sii 
lärer  Stellen  für  die  Differentialgleichung  (A2)  ausgeschlossen  ha 
so    kann   sich    die   Function  x    von   rj   nur    an    solchen    Stellen 
zweigen,    die    den    singulären    Punkten    alf  a2,  •  •  •  aa  .  t    entsprec 
d.  h.  nur  in  Doppelpunkten   von   Substitutionen  der  Gruppe,  un< 
diesen  ist  auch  die  Art  der  Verzweigung  durch  die  betreffende  l 
stitution  vollkommen  bestimmt.     Für  den  Bereich  FQ  sind  die  E< 
als  Doppelpunkte  gewisser  Substitutionen  von  #,  die  Winkelsum 
der  Cyklen,  die  diese  Ecken  bilden,  durch   die  Multiplicatoren  j< 
Substitutionen   bestimmt,   endlich   ist  die  Zuordnung   der  Seitenp 
von  F0  auch  durch  jene  Substitutionen  gegeben. 

Wenn   wir   also   eine   zweite   von  (A^)    verschiedene  Differen 
gleichung  zweiter  Ordnung 

(K)  Jg  +  ***  =  ° 

haben,  die  der  Fuch suchen  Glasse  angehört,  keine  scheinbar  sü 
lären  Stellen  besitzt,  und  für  welche  ein  Integralquotient  £  exis 
dessen  Monodromiegruppe  auch  durch  die  Gruppe  #  dargestellt  u 
so  würde  für  diese  Differentialgleichung  die  Fläche  F9  der  Bereich 
und  die  aus  demselben  entspringende  Theilung  dieser  Fläche  ge 
dieselbe  Bedeutung  haben  wie  für  die  Differentialgleichung  (Aj). 

Fassen  wir  nun  die  Eigenschaften  von  F  und  FQ  zusammen, 
können  wir  sagen: 

Auf  F  ist  die  unabhängige  Variable  der  Differentialgleichung  ( 
oder  (A2')  eine  eindeutige  Function  des  Ortes.  Innerhalb  des 
reiches  FQJ  der  die  eindeutig  conforme  Abbildung  der  durch  die  Qi 
schnitte  llf  ?2,  •  ■  la  zerschnittenen  x-  Ebene  darstellt,  nimmt  die  Fü 
tion  x  von  rj  und  ebenso  die  Function  5  von  %  jeden  Werth  eim 
und  nur  einmal  an  und  verhält  sich  wie  eine  rationale  Function;  i 
der  Begrenzung  von  FQ  hat  sowohl  die  Function  x  von  17  als  a 
die  Function  £  von  £  in  correspondirenden  Punkten  der  Seiten 
und  s '  gleiche  Werthe. 

Etwas  einfacher  lässt  sich  dies  noch  aussprechen,  wenn  wir 
von  den  Herren  Klein  und  Poincare'  eingeführte  Vorstellung^ 
benutzen. 

Denken  wir  uns  nämlich  den  Bereich  FQ  aus  der  Fläche  F 
geschnitten  und  nehmen  wir  an,  dass  sich  die  Seiten  sx,  s'  (*=>!,* 
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Ton  F0  durch  Biegung   und  Dehnung  so   deformiren   lassen,   dass  sie 

einander  völlig  congruente  Curvenstücke  werden,  und  dass,  wenn  man 

nach  der  Deformation  sx  auf  sx'  legt,  jeder  Punkt  von  sx  gerade  auf 

den  aas  diesem   Punkte    durch    die    Substitution    A%    hervorgehenden 

Punkt  von  sx'  fallt.     Biegen  wir  dann  den  so  deformirten  Bereich  FQ 

derart  zusammen,  dass  die  Seiten  sx,  sy'  für  x  =  1,  2,  •  •  •  6  zur  Deckung 

kommen,  so  vereinigen  sich  diejenigen  Ecken,   die  zu  einem  Gyklus 

gehören,  zu  einem  Punkte,  und  F0  wird  eine  geschlossene  Fläche  FQ, 

die  wir  uns  von  denjenigen  (ö  -f*  1)  Punkten,  die  früher  Ecken  waren, 

begrenzt  denken.     Diese  geschlossene  Fläche  ist  im  Sinne  der  Ana- 

ljris  situs  (wie  sich  Riemann  ausdrückt)  der  Fläche  T,  die  aus  der 

«Ibene  durch  Aussonderung  der  Punkte  av  a2,  •  •  •  aa  ,  x  hervorgeht, 

völlig  aequivalent. 

Es  ist  dann  x  eine  eindeutige  Function  des  Ortes  auf 
dieser  geschlossenen  Fläche  FQ  (darin  liegt  auch  schon  der  Aus- 
druck dessen,  dass  x  in  correspondirenden  Punkten  der  früheren  Seiten 
ä,,^'  dieselben  Werthe  annimmt),  die  sich  für  jeden  Punkt,  der 

innerhalb  F0  liegt,  verhält  wie  eine  rationale  Function,  und 
die  auf  dieser  Fläche  auch  jeden  Werth  nur  ein  einziges  Mal 
annimmt.     Genau  dasselbe  gilt  auch  von  g. 

Sei  nun  allgemein  X  eine  Function  von  rj,  die  auf  der  geschlossenen 
fliehe  F0  eindeutig  ist  und  sich  innerhalb  von  FQ  wie  eine  rationale 
Function  verhält.  Dann  ist  £  eine  eindeutige  Function  von  x,  die  sich 
for  jeden  Werth  von  x  wie  eine  rationale  Function  verhält,  also  ist  X 
«ine  rationale  Function  von  x  (vergl.  für  eine  genauere  Ausführung 
ita  Beweises  die  analoge  Betrachtung  in  der  Nr.  215). 

Nehmen  wir  also  in  den  beiden  Differentialgleichungen  (A0),  (A/) 

v  =  i, 

•0  ist  g  rational  in  x  und  x  rational  in  £;  es  besteht  demnach  zwischen 
*  und  £  eine  Gleichung  von  der  Form 

(9)  axl  +  bx  +  cg  +  b  =  0, 

^0  die  a,  b,  C,  b  Constanten  bedeuten. 

Wenn  die  Differentialgleichung  (A2')  überdies  so  gewählt  ist,  dass 
tSTri  =  X1  i  =  0,  für  rj  =  A,  §  =  1  und  für  rj  =  ka+l  g  =  00  ist, 
K>  folgt  aus  (9) 

.  h.  die  Differentialgleichungen  (A2)  und  (A2')  sind  identisch. 
Wir  haben  also  das  Ergebniss: 

Die   Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (A2),   die  der 
achs'schen    Classe   angehört,    keine    scheinbar    singulären 
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Stellen  hat,  und  für  welche  drei  der  (wirklich)  sinj 
Stellen  in  die  Punkte  0,  1,  oo  fallen,  ist  durch  Angf 
projectiven  Monodromiegrupppe  #  ihrer  Integralquo 
vollkommen  und  eindeutig  bestimmt.  Es  sind  also  die 
Goefficienten  von  (A2)  auftretenden  constanten  Par 
eindeutige  Functionen  der  Parameter 

(10)  «t,   o,,  ...  «„,     N  =  3ff-3, 

von  denen  die  Gruppe  #  wesentlich  abhängt. 

211.    Fall   realer   Wurzeln    der    detenninirenden    Fundame 
ohungen.     Geometrische    Darstellung    der    Parameter    der 
Bestimmung  der  Differentialgleichung,  wenn  die  Gruppe  gegc 
Fundamentalbereich.      Eigenschaften    der   die    Gruppe    suis 

Functionen.     Fortsetaung. 

Der  Bereich  JP0  ist,  wenn  wir  von  erlaubten  Abänderui 
sehen,  durch  die  Gruppe  fr  und  diese  auch  umgekehrt  durch 
reich  F0  vollkommen  bestimmt,  da  ja  die  Substitutionen,  we 
Seitenpaare  sx,  sj  von  F0  in  einander  überführen,  eine  B 
Gruppe  &  ausmachen.  Der  Bereich  FQ  hängt  also  wesentlich  v< 
ebenso  vielen  Parametern  ab  wie  die  Gruppe  fr,  d.  h.  von  den 
Parametern  (10).  Diese  Parameter  treten  in  dem  allgemeine 
den  wir  bisher  betrachtet  haben,  nicht  deutlich  in  Evidenz, 
bietet  bis  jetzt  noch  nicht  völlig  überwundene  Schwierigkeiten 
Abhängigkeit  des  Bereiches  FQ  von  den  Parametern  der  G: 
ganz  allgemein  festzustellen.  In  einem  besonders  wichtigen 
falle  lässt  sich  jedoch  diese  Abhängigkeit  in  völlig  befriedigend 
darlegen,  in  dem  Falle  nämlich: 

wo  die  Grössen  dx  reale  Zahlen  sind. 

Wir  wollen  diesen  Fall  jetzt  genauer  untersuchen,  set 
voraus,  dass  in  der  Differentialgleichung  (A2)  die  Differen 
Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichungen  real« 
negative)  Zahlen  sind,  oder,  was  dasselbe  heisst,  dass  sich  ui 
Substitutionen 

nur  elliptische  und  parabolische,  dagegen  keine  hyperbolisc 
loxodromischen  befinden. 

Wir  behaupten  dann:  Durch  Angabe  der  2<*  Ecken 

h>   k*>  '  '  '  V>   Xo+i>   K+i>  • -  '  *j+i 
und  der  zu  den  (ö  -f-  1)  Cyklen  gehörigen  Winkelsumi 
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der  Bereich  FQ  und  damit  die  Gruppe  #  vollkommen  und  ein- 
deutig bestimmt. 

In  der  That    kennen    wir    durch    die   6  +  1   Winkelsummen    für 
jede  der  Substitutionen  Ax>  A%f  •  •  •  Aa,  Aa,x  den  Multiplicator 

(11)  KK—e**4**  (x  =  l,2,.-.a+l), 

Ms  dieselbe  elliptisch  ist,  oder  wir  wissen,  falls  die  betreffende  Winkel- 
ramme Null  betragt,  dass  die  zugehörige  Substitution  parabolisch  ist. 
Ferner  kennen  wir  von  jeder  jener  6  +  1  Substitutionen  einen  Doppel- 
punty  und  endlich  wissen  wir,  dass 

W  Cm  =  AK+v    Cm  =  ^Cm>  ■  ■  ■,  *.+. - ^C 

ut  Wenn  also  z.  B.  At  eine  elliptische  Substitution  wäre,  so  hätten 
wir  die  Gleichungen 


(13) 


Ain  —  *i  =  K  n  —  h 


in  denen  Ax,  ÜTj,  A-  .  1?  A'  t  bekannt,  dagegen  f^,  Lt  unbekannt  sind. 
Berechnet  man  aus  beiden  Gleichungen  Axv\,  so  müssen  die  beiden  so 
gefundenen  Ausdrücke  für  jeden  Werth  von  r\  übereinstimmen;  hieraus 
findet  man  durch  einfache  Rechnung 

^    '     (»i-wa-(i,-ä;+i) 

damit  ist  also  Ax  bestimmt.     Wäre  Ax  eine  parabolische  Substitution 

1  _1 , 

Axn-h       n-h  ~rrif 

*>  ergäbe  sich,  indem  man  rj  =  ka  ,  v  also  Axt\  =  k'a  ,  t  setzt, 

l _1 

V\        T'        ZTi~        i"      i 

Aa+l       Ai         a<j+1       Al 

Aehnlich  bestimmen  sich  die  Ai7  As,  •  •  •  Ao  .  r 

Zufolge  der  Gleichung  (1)  besteht  zwischen  den  3tf  -f-  1  Grössen 

(14)    i      i     .  .  .  J,  •    l  i'        ...  l(a_1)-   K     K     •  •  •  K 

noch  eine  Beziehung,  so  dass  also  nur  3<j  derselben  willkürlich  sind. 
Diese  3<*  Grössen  können  dann  als  die  Parameter  der  Gruppe  fr  an- 
flehen werden;  durch  die  Willkürlichkeit  des  Integralquotienten  r\ 
gehen  dann  noch  drei  dieser  Grössen  ab,  man  kann  z.  B.  drei  der 
4i>  lJf  -  -  -  k  in  willkürlich  gewählte  feste  Punkte  legen,  so  dass  in 
der  That  genau  3  6  —  3  wesentliche  Parameter  übrig  bleiben. 


i 
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Die  in  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (As)  auftreten 
Constanten  sind  also  eindeutige  Functionen  der  Grossen  (14);  di 
eindeutigen  Functionen  spielen  für  die  Differentialgleichung  (Aj)  ei 
ähnliche  Rolle,  wie  die  in  der  Nr.  206  (S.  298)  erwähnte  Modulfun 
tion  für  ein  elliptisches  Integral  erster  Gattung. 

Es  entsteht  nun  die  umgekehrte  Frage ,  ob  man  auch  stets  eis 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  von  der  für  (A2)  vorausgesetzte 
Beschaffenheit  finden  kann,  falls  man  den  Grossen  (14)  mit  den  B 
dingungen  des  Problems  verträgliche,  sonst  aber  willkürliche  Werft 
beilegt,  d.  h.  mit  andern  Worten,  wenn  man  den  Bereich  FQ  oder  4 
Gruppe  fr  irgendwie  vorschreibt. 

Denken  wir  uns  also,  es  sei  ein  Bereich  FQ  gegeben,  der  von  2 
einen  zusammenhängenden  Gurvenzug  bildenden  Seiten 

si>  Sl>  Si>  s*>  '  *  '  5o>  So' 

begrenzt  wird.     Diese  ö  Seitenpaare   mögen   durch    gewisse   gegebei 
Substitutionen  Alf  Ai7  •  •  •  Aa7  die  wir  als  elliptische  oder  paraboliscl 
voraussetzen,  in  einander  transformirt  werden,  und  der  Schnittpunkt 
der  Seiten  5    und 

X 

S  '  =  AS  (x=rl,2,...a) 


X     X 


sei  ein  Doppelpunkt  von  Ax,  und  zwar  wenn  die  Substitution  Am  ei 

elliptische  ist,   derjenige,    der  bei   der  canonischen  Form  (5)  von  . 

im  Zähler  auftritt,  falls 

0<<J   <1 

^        X     ^ 

ist.  Ebenso  sei  der  Schnittpunkt  A0+1  von  sx  und  sa'  ein  Doppelpui 
der  Substitution 

dann  sind  die  Schnittpunkte  ^*\l  von  sj  und  sx  aus  A  .  t  durch  i 
Substitutionen  A.A9-  -  •  A    transformirt, 

1      2  x  ' 

>%■!  =  AlÄ*  ■  ■  ■  A*K+l  (»  =  '.  V-(a-.)), 

und  die  im  Satze  II  (Nr.  210,  S.  310)  vorgesehenen  Bedingungen  1 
die  Winkelsummen  der  Cyklen 

sind  erfüllt.  Wir  nennen  einen  solchen  Bereich  FQ  oder  einen  i 
demselben  durch  erlaubte  Abänderung  hervorgehenden,  (wobei  wir  i 
Abänderungen  stets  so  einrichten  wollen,  dass  der  abgeänderte  Berei 
auch  ein  zusammenhängender  ist),  oder  endlich  einen  aus  diesem  I 
reiche  durch  Anwendung  einer  beliebigen  Substitution  der  aus  <3Un 

A>    Ä*,   -   '   Ao>     Ao+l 


L 
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als  Basis  gebildeten  Gruppe  &  entstehenden,  nach  Herrn  Klein  einen 
Fondamentalbereich,  wohl  auch  ein  Fundamentalpolygon  der 
Gruppe  #  (Polygon  generateur  bei  Herrn  Poincare). 

Wir  fragen  nach  Functionen  X  von  17,  die  sich  innerhalb  des 
Bereiches  F0  wie  rationale  Functionen  verhalten,  d.  h.  für  welche  eine 
rationale  Function  von  rj  so  angegeben  werden  kann,  dass  die  Differenz 
Ton  X  und  dieser  rationalen  Function  innerhalb  F0  sich  wie  eine  ganze 
Function  verhalt,  und  die  in  correspondirenden  Punkten  der  Seiten  sx,  sn' 
Ton  F0  für  x  =  1,  2,  •  •  •  a  dieselben  Werthe  annehmen,  oder,  was 
dasselbe  heisst,  die  auf  der  aus  FQ  durch  Zusammenbiegen  gebildeten 

geschlossenen  Fläche  F0  eindeutig  sind.1 

Denken  wir  uns,  die  Existenz  dieser  Functionen  sei  bewiesen;  sei 
I  eine  solche  Function.  Dann  kennen  wir  de  zunächst  nur  innerhalb 
des  Bereiches  F0.  Construiren  wir  die  Abbildungen  des  Polygons  FQ 
mittelst  aller  Substitutionen  der  Gruppe  #,  so  werden  dieselben  eine 
gewisse,  die  17-Ebene  oder  einen  Theil  derselben  einfach  oder  mehrfach 
überdeckende  Fläche  F  schlicht  und  lückenlos  erfüllen.  Wir  versuchen 
«machst  die  innerhalb  F0  definirte  Function  X  in  den  mit  FQ  längs 
der  Seite  sx'  zusammenhängenden  Bereich 

F  =A  Fn 

x  x      0 

fortzusetzen. 

Bedeutet  iy0  eine  Stelle  der  Seite  sx'}  die  keine  Ecke  ist,  so  ent- 
spricht derselben  auf  der  geschlossenen  Fläche  F0  ein  Punkt,  der  nicht 

*ur  Begrenzung  von  F0  gehört,  in  dessen  Umgebung  sich  die  Function 
I  folglich  wie  eine  rationale  Function  verhält.  Wir  können  offenbar 
ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken  annehmen,  i\  sei  auch  keine 
Unendlichkeitsstelle  für  unsere  Function,  dann  liegen  auch  in  einer 
gewissen  Umgebung  von  rj0  keine  Unendlichkeitsstellen  von  X;  wenn 
*ir  also  einen  innerhalb  von  F0  gelegenen  Punkt  17  in  hinreichender 
Sähe  von  rj0  betrachten,  in  dessen  Umgebung  sich  die  Function  3: 
rcguliir  verhält,  und  wir  entwickeln  3E  in  der  Umgebung  von  ?; 

*o  reicht  der  Convergenzkreis  dieser  Entwicklung  jedenfalls  über  den 
Bereich  F0  hinaus,  d.  h.  es  liegt  ein  durch  ein  endliches  Stück  's  '  der 
Seite  ^'  begrenzter  Theil  dieser  Kreisfläche  im  Bereiche  F  .  Con- 
tfnriren  wir  uns  die  Abbildung  dieses  Theiles  des  Convergenzbezirkes 
*r  Reihe  (15)  vermittelst  der  Substitution  AT1^,  so  liegt  diese  Abbil- 
ds 9  innerhalb  F   und  hat  mit  der  Seite  s    das  Stück 


5   =yTV 

X  XX 
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gemein.  Für  alle  Punkte  §  von  <p  verhält  sich  die  Function  X  wie 
eine  rationale  Function,  das  Gleiche  gilt  von  der  durch  die  Gleichung 
(15)  definirten  Function 

XiAJ)  =  $(Axt\Vl) . 

Für  alle  Punkte  t  des  endlichen  Stückes  s    der  Seite  s    haben   abe 

°  XX 

zufolge  der  über  die  Function  X  gemachten  Voraussetzung  die  beidei 

Ausdrücke 

3E(Ö    und    $(AJ\Vl) 

denselben  Werth,  sie  müssen  folglich  für  alle  Punkte  von  <p  überein 
stimmen.  D.  h.  die  durch  die  Gleichung  (15)  definirte  analytisch 
Fortsetzung  der  Function  X  hat  für  Punkte  rj  innerhalb  des  dem  Be 
reiche  F  angehörigen  Theiles  des  Convergrenzbezirkes  der  Reihe  (lf 
dieselben  Werthe,  wie  die  Function  X  in  den  durch  die  Substituticc 
A~~  aus  diesen  Punkten  hervorgehenden  Punkten  §  des  Bereiches  • 
Durch  weitere  analytische  Fortsetzung  zeigt  man  ebenso,  dass  Cz 
Function  X  für  alle  Punkte  von  F   dieselben  Werthe  annimmt,  wie 

X  ' 

den  durch  die  Substitution  A~  correspondirenden  Punkten  von  M 
allgemein  kann  man  sagen: 

Die  Function  X  lässt  sich  über  die  ganze  Fläche  F  hin  analytifc= 
fortsetzen  und  sie  nimmt  in  einem  Punkte  ?;  von  F}  der  dem  Bereich 

Fs=  SFo> 
wo  S  eine  Substitution  von  0*  bedeutet,  angehört,  denselben  Werth  an 
wie  in  dem  correspondirenden  Punkte 

des  Bereiches  F0. 

Die  Function  X  verhält  sich  also  auf  der  ganzen  Fläch 
F  wie  eine  rationale  Function  und  bleibt  bei  den  Substitu 
tionen  der  Gruppe  #  ungeändert;  dagegen  wird  sich  dieselb 
über  die  Begrenzung  der  Fläche  F  hinweg  nicht  analytisc 
fortsetzen  lassen,  so  dass  also,  wenn  F  z.  B.  nicht  die  ganz 
?;-Ebene  überdeckt,  der  Existenzbereich  der  Function  X  ei 
beschränkter  ist. 


Sechstes  Kapitel. 

212.  Methode  von  Schwarz  und  Carl  Neumann.    Poisson'sohes 

Integral  und  alternirendes  Verfahren. 

Die  in  der  vorigen  Nummer  betrachtete  Function  X  kann  im  All- 
gemeinen  innerhalb    des   Fundamentalbereiches  jF0  jeden  Werth  öfter 
tb  einmal   annehmen;   wir  wollen  uns    zunächst   die  Aufgabe   stellen, 
<fie  Existenz  einer  auf  F   eindeutigen  Function  z  von  rj  nachzuweisen, 
die  innerhalb  FQ  jeden  Werth  nur  ein  einziges  Mal   annimmt,  also 
innerhalb  F0  auch  nur  einmal  (von  erster  Ordnung)    unendlich  wird. 
Sei  r\  =  ri     diese  Unendlichkeitsstelle. 

Nach  dem  Vorgange  des  Herrn  Klein  liefern  wir  diesen  Existenz 
beweis  nach  denselben  Principien,  mit  Hülfe  deren  die  Herren   Carl 
Neumann  und  H.  A.  Schwarz  den  Beweis   för  die  Riemann'schen 
Existenztheoreme,  welche  die  Grundlage  von  Riemann's  Theorie  der 
L  bei 'sehen  Functionen  bilden,  geliefert  naben. 

Wir  skizziren  zunächst  kurz  das  Wesen  dieser  Principien. 
Wenn  man  in  der  Function 

z  =  /•(,) 
?r  complexen  Variabein 

?;  =  u  -f-  vi 

?n   realen  Theil  und  Coefficienten  von  i  gesondert  als  Functionen  der 
«den   Veränderlichen  w,  v  betrachtet, 

z  =  <p(u,  v)  +  t>(fi,  v), 

»  genügen  bekanntlich  <p  und  if>  der  partiellen  Differentialgleichung 


c.2  -  « 


CU  CO 

id   nian  hat 

>  dass  also  ^  (w,  v)9  abgesehen  von  einer  Constanten,  bestimmt  ist, 
enn  man  <p(u7  v)  kennt.  Man  nennt  <p  und  #  complementäre 
ös  un gen  der  Differentialgleichung  (I). 

21* 
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Sei  in  der  Ebene  der  complexen  Variabein  17  oder  in  einer  über 
dieser  Ebene  ausgebreiteten  Ri  ein  an  n'schen  Fläche  ein  von  einer  Cum 
S  begrenzter  Bereich  ß  gegeben,  so  lautet  das  Riemann'sche  Existenz- 
theorein,  soweit  wir  hier  von  demselben  Gebrauch  zu  machen  haben, 
wie  folgt: 

Man  kann  eine  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichung  (I) 
finden,  die  auf  der  Begrenzung  ß  eine  vorgeschriebene  stetige  Folge 
von  Werthen  annimmt,  innerhalb  ß  in  vorgeschriebener  Weise  unstetig 
oder  unendlich  wird,  sonst  aber  allenthalben  im  Innern  von  (£  eindeutig, 
endlich  und  stetig  ist. 

An  Stelle  des  von  Riemann  versuchten,  auf  das  sogenannte 
Dirichlet'sche  Princip  gegründeten  Beweises,  haben  die  Herren 
Schwarz  und  Neumann  einen  Beweis  dieses  Theorems  gegeben,  der 
auf  zwei  Sätzen  beruht. 

Der  erste  dieser  Sätze  rührt  von  Poisson  her  und  lehrt,  dass  das 
Integral 


2* 


Bj  ««•  *>  ITT 


ü 


2 


8 


2  22?  cos  y  +  q 


2 


Rd&, 


worin 


cos  y  =  cos  (<p  —  &)}    u  =  q  cos  q> ,     v  =  q  sin  q> 
zu  nehmen  ist,  eine  Function 

*•(«,  «0  -  f(9,  9) 
der  beiden  realen  Variabein  u,  v  darstellt,  die  innerhalb  des  Kreises 

2.2  t>2 

eindeutig,  endlich  und  stetig  ist,  die  partielle  Differentialgleichung  (I) 
befriedigt,  und  die  auf  der  Peripherie  dieses  Kreises  die  vorgeschriebenen 
stetigen  Werthe 

f(R}  <p),  (0<9><2*) 

annimmt. 

Der  zweite  Satz  lehrt,  dass,  wenn  die  Aufgabe,  eine  Function  zu 
bestimmen,  die  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  eindeutig,  endlich  und 
stetig  ist,  die  Differentialgleichung  (I)  befriedigt  und  auf  der  Begrenzung 
stetig  vorgeschriebene  Werthe  annimmt,  für  zwei  Bereiche  B t  B  ge- 
löst ist,  welche  ein  gewisses  Flächenstück  b  gemein  haben,  dieselbe 
Aufgabe  auch  stets  gelöst  werden  kann  für  den  Bereich 

B  —  Bk  +  Bs-b9 

der,  wie  sich  Herr  Neumann  ausdrückt,  durch  Verschmelzung  da 
beiden  Bereiche  Bv  B^  entsteht. 


212.   Das  alternirende  Verfahren. 
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Fig.  6. 


Den  Beweis   dieses   zweiten    Satzes  liefern  die  Herren   Schwarz 

undNeumann  durch  das  sogenannte  alternirende  Verfahren,  welches 

im  Folgenden  besteht. 

Bezeichnen  wir  die 

Begrenzung  des  Berei- 
ches Bx  durch  S2  +  S3 , 
die  des  Bereiches  I?3 
durch  ©2  +  S4 ,  so  dass 
die  Begrenzung  des 
Bl9  2?2  gemeinsamen 
Stückes  6  durch  e3+C4 
gegeben  wird  (vergl. 
Fig.  6),  so  handelt  es 
sich  darum,  eine  Func- 
tion F(u,  v)  zu  finden, 
die  der  partiellen  Differentialgleichung  genügt,  innerhalb  des  Bereiches 

eindeutig,  endlich,  stetig  ist  und  auf  der  Begrenzung  von  B,  d.  h.  auf 
5,  und  ©2,  die  vorgeschriebene  stetige  Werthenfolge 

jP(©1),    beziehungsweise  F(f$,^) 

annimmt.  Wir  sagen  kurz  von  einer  Function,  die  innerhalb  eines 
Bereiches  die  Gleichung  (I)  befriedigt  und  eindeutig,  endlich,  stetig  ist, 
rie  sei  eine  Potentialfunction  für  diesen  Bereich. 

Wir  denken  uns  dann  zunächst  für  den  Bereich  Bx  eine  Potential- 
fanction  Fx  construirt,  die  längs  ß1  die  Werthe  F^)  und  längs  ß3 
die  sich  in  den  Punkten  a  und  ßy  wo  (S3  mit  ßj  zusammenstösst,  an 
fe  Werthe  F(ßx)  stetig  anschliessende,  aber  sonst  willkürlich  vor- 
geschriebene stetige  Werthenfolge 

annimmt.     Es  muss  also  nur 

lim  Ft  (G3)  =  lim  F(^) , 


a 


lim  Ft  («  )  =  lim  F(fix) 

sein,  im  Uebrigen  ist  die  stetige  Werthenfolge  -F\(&3)  ganz  beliebig.  Die 
Auffindung  der  Function  Fx  ist  zufolge  der  Voraussetzung,  dass  die 
Aufgabe  für  den  Bereich  B  lösbar  sei,  möglich.  Die  Werthe  dieser 
Function  F   längs  S4  seien  Fl(fS,J9  dann  ist 

lim  F^,)  =  lim  Fx(fij  =  lim  F(ftx)9 


« 
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also,  da  die  Randwerthe  F^),  .F(E2)  auch  eine  stetige  Folge  bilden 

sollen,  d.  h. 

lim  F(fit)  =  Um  F(&%) 

a  a 

ist,  auch 

limlT1(S4)  =  limi^(68) 

a  a 

und  ebenso 

limJF-fffJ  —  lim  F(j&X 

Wir  können  also  für  Bt  eine  Potentialfiinction  Ft  construiren,  die  auf 

62  die  Werthe   *\©2),   auf  64   die  Werthe   FföJ   annimmt.     Dann 

ist  wieder 

limFs(6,)  =  limJ(ei), 


a 


lim^(e3)  =  limF(S1), 
/*  /* 

es  lässt  sich  folglich  für  den  Bereich  Bx  eine  Potentialfiinction  F% 
finden,  die  längs  Sx  die  Werthe  F{f$,^)  und  längs  E3  die  Werthe 
-F„(&3)  annimmt.  Wir  bilden  dann  wieder  eine  Potentialfiinction  JF4 
für  2?2,  die  längs  &2  die  Werthe  F(($,2)  und  längs  (J4  die  sich  an 
dieselben  stetig  anschliessenden  Werthe  .F8(64)  annimmt,  und  fahren 
so  fort. 

Es  ergiebt  sich  auf  diese  Weise  eine  Folge  von  Potentialfunctionen 

F     F     F  • 

1»        3'        &9 

für  Bx  und  eine  Keihe  ebensolcher  Functionen 

F     F     F 

für  2?2,  und  man  beweist  nun,  dass  sich  jede  dieser  beiden  Folgen  einer 
bestimmten  Grenzfunction  annähert;  sei 

u*  *W.  =  F'> 

lim  F%x      =  F". 

Dann  ist  F'  innerhalb  B19  F"  innerhalb  B2  definirt,  beide  Functionen 
existiren  folglich  innerhalb  b ;  man  zeigt,  dass  dieselben  für  jeden  Punkt 
von  b  übereinstimmen  und  dass  sie  innerhalb  der  Bereiche,  wo  oft 
definirt  sind,  Potentialfunctionen  darstellen.  Es  ist  folglich  JF"  die 
Fortsetzung  von  F"  und  diese  beiden  Functionen  zusammen  genommen 
stellen  das  gesuchte  Potential  F  innerhalb  B  dar. 

Dasselbe  Verfahren  führt  auch  zum  Ziele,  wenn  die  beiden  Be- 
reiche Bv  B2  eine  gürtelförmige  Zone  mit  einander  gemein  haben; 
Herr  Carl  Neumunn  spricht  dann  von  einer  gürtelförmigen  Ver- 
schmelzung. 
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Auf  Grund  dieser  beiden  Sätze  lässt  sich  die  Aufgabe,  ein  Potential 
zu  finden,  welches  auf  der  Begrenzung  vorgeschriebene  Werthe  an- 
nimmt, für  jeden  durch  Verschmelzung  einer  endlichen  Anzahl  von 
Kreisflächen  entstandenen  Bereich  lösen. 


213.     Construction  kreisförmiger  Bereiche  um  die  Ecken  des 

gegebenen  Fundamentalbereiches. 

Wir   wenden  uns  nun  zu  unserem  Bereiche  jF0. 
Wenn     wir    uns    denselben    durch    Zusammenbiegen    in    die    ge- 
schlossene Flache  FQ  verwandelt  denken,  die  durch  die  6  +  1  Punkte 

a1,  a2,  ...  Aa,  Aa_|_1 

begrenzt   wird,  die  den  Punkten 

Xl7  A2,  ...  ka   und    A0+1,  Aa+1,  .  .  .  Aa_|_1 

entsprechen,  so  muss  eine  Function 

<p(u,  v) 

gefunden  werden,  die  auf  dieser  Fläche  allenthalben  eindeutig  ist,  der 
partiellen  Differentialgleichung  (I)  genügt  und  nur  an  einer  Stelle  in 
bestimmter  Weise  unendlich  wird.     Setzen  wir  nämlich 

n  —  V»  =  re    7 
so  soll   die  Function 

*  =  <P  +  *# 
fQjr  r\  =  i?Ä  z.  B.  so  unendlich  werden,  wie 

=  —  (cos  &  —  i  sin  ö) , 

also   ff  (u ,  v)  so,  wie 

cos  G 

Für  den  Bereich  FQ  selbst  handelt  es  sich  also  darum,  eine 
Losung  q>(u,  v)  der  partiellen  Differentialgleichung  (I)  zu 
finden,  die  in  correspondirenden  Punkten  der  Seitenpaare 
s  s'  denselben  Werth  annimmt,  an  der  vorgeschriebenen 
Stelle  ti9  wie  der  Ausdruck  (16)  unendlich  wird,  sonst  inner- 
halb I*\  allenthalben  eindeutig,  endlich,  stetig  ist,  und  für 
welche  die  complementäre  Function 


*<J>'0-f(-r.d*  +  lld>) 


ebenfalls  in  correspondirenden  Punkten  von  s    und  sj  gleiche 
Werthe  besitzt. 


k 
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Sei  zunächst  kx  der  Doppelpunkt  einer  elliptischen  Substitution 
Ax,  d.  h. 

Kn-K  n—v*' 

dann  wissen  wir,  dass  die  Bahncurven,  d.  h.  die  Kreise 


V 


=  const., 


durch  die  Substitution  A  in  sich  selbst  transformirt  werden  (Nr.  200, 
S.  271).  Ist  Xt  der  Doppelpunkt  einer  parabolischen  Substitution 
Al7  also 

1  _  _1 , 

und  setzen  wir 

_-.£_„  +  „,, 

so  werden  die  geraden  Linien  der  g- Ebene 

v—v0  =  (u—u0)  tang  Arg  yp 

wo  v0,  Uq  irgend  ein  reales  Werthepaar  bedeutet,  durch  die  Sub- 
stitution Al  in  sich  selbst  transformirt.  Diesen  geraden  Linien  ent- 
sprechen in  der  17- Ebene  Kreise,  die  einander  im  Punkte  q  =  lt 
berühren;  diese  Kreise  stellen  die  Bahncurven  der  parabolischen  Sub- 
stitution At  dar,  d.  h.  jeder  Punkt  eines  solchen  Kreises  wird  durch 
die  Substitution  A(  in  einen  Punkt  eben  desselben  Kreises  transformirt. 
Wir  denken  uns  nun  um  jeden  der  Punkte 

XX  X 

eine  Bahncurve  der  entsprechenden  Substitution  gelegt;  för  diejenigen 
Punkte,  die  Doppelpunkte  parabolischer  Substitutionen  sind,  geht  die 
betreffende  Bahncurve  durch  den  Punkt  selbst  hindurch.  Diese  Bahn- 
curven richten  wir  so  ein,  dass  sie  einander  nicht  schneiden  und  be- 
zeichnen sie  durch  k. ,  ka .  . .  .  k  . 

1 '         H'  ff 

Nehmen  wir  den   Sector  des  Kreises  kx7  der  ganz  innerhalb  F0    j 
liegt,  also  von  kx7  sx7  s'x  begrenzt  wird,  und  bilden  denselben  durcb    J 


die  Function 


1^ 


beziehungsweise 


'-<£$: 


ni 


9        y*  *-** 


je  nachdem  Ax  eine  elliptische  oder  parabolische  Substitution  i^v 


SIS.    Conetrnction  kreisförmiger  Bereiche. 


■      eine  J-Ebene  ab,  so  erhalten  wir  in  der  £-Ebene  einen  Kreis  K  mit 

r       dem  Mittelpunkte    £  =  0,  dessen    ganze   Peripherie   dem   zwischen   sx 

I         und  $'t  innerhalb  J'*0  gelegenen  Bogen  des  Kreises  kx  entspricht;  ferner 

ratspricht  den  Schnittpunkten  (&x,  sx)  und  (&,,  sx)   ein   und  derselbe 

Punkt  s  der  Peripherie  von  K,  und  endlich  den  beiden  innerhalb  kx 

gelegenen   Sticken  yon  sr  und  sx  (die  ja,  weil  kr  Bahncurve  von  Aa 

ist,  durch  die  Substitution  A   aus  einander  hervorgehen)  eine  vom  Punkte 

f  =  0  nach    £  =  s  hin  gelegte,  ganz  innerhalb  kx  verlaufende    Curve. 

Wir  können  also  eine  Potentialfunction  finden,  die  auf  der  Peripherie 

von   k    vorgeschriebene  Werthe  annimmt  und   innerhalb  hK  eindeutig, 

endlich  und  stetig  ist  (stetig  auch  bei  Ueberschreitung  der  Curve  (0,  s)). 

Diese  Potentialfunction  hat  dann  als  Function  von  u,  v  die  Eigenschaft, 

eine    innerhalb   des  Sectors  (kx7  sk,  s'x)    definirte   Potentialfunction   zu 

sein,  die  in  correspondirenden  Punkten  der  beiden  den  Seiten  sx,  s'K  an- 

_.*,       _c 


gehörigen  Begrenzungsstücke  gleiche  Werthe  annimmt,  und  deren  Werthe 
auf  dem  hx  angehörigen  Begrenzungsstäcke  willkürlich  vorgeschrieben 
werden  können  (in  den  Punkten  (kx,  sx)  und  (tc^,  sx)  müssen  diese  vor- 
geschriebenen Werthe  jedoch  übereinstimmen).   Die  zu  dieser  Potential- 
function complementäre  (durch  eine  Gleichung  von  der  Form  (II)  de- 
finirte) Function  kann  dann  so   eingerichtet  werden,  dass  auch  sie  in 
correspondirenden  Punkten   der  den  Seiten  s  ,  s'    angehörigen  Begren- 
™gastücke  gleiche  Werthe  annimmt. 

Wir  beschreiben  nun  um  in .  ,  herum  (beziehungsweise  durch 
*»+ii  wenn  A.l  eine  parabolische  Substitution  ist)  eine  Bahncurve 
«+i  ron  -^o+i  ""^  construiren  deren  Abbildungen  , 
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die  dann  Bahncurven  der  Substitutionen 

A    •  -  -  A,  A  , ,  A~T   •  •  •  Ä~ 

v  1      a-f-1      1  v 

sind,  also  die  Punkte  k{*\x  in  derselben  Weise  umgeben,  wie  Je 
Punkt  k   ,  ,.     Sei  dann 

st  =  A1    s2  =  Ax    A%    s2 , 

ss  =  At    A%    s8  =  ^    A2    A^    s$ } 


^A^1,1'  Äa-lSo  —  4,+lC 


so  gehen  die  Curvenstücke  s2,  ss,  •  •  •  sa  von  Aff  ,  t  aus  und  i 
ausserhalb  des  Bereiches  Fn.   Der  Kreis  i   ,-  zerfallt  dann  in 
Sectoren,  die  wir  durch  ihre  in  Parenthesen  geschriebenen  Begr 
stücke  bezeichnen;  von  diesen  Sectoren  liegt  (katlf  st)  s'a)  i 
jF0;  ferner  ist 

ftx+l>    $2>    V  =  A      ^2      (*<J+1>   S2>    *«)* 

und  die  Winkelsumme 

*(*;,  si) + *(*i»  *,)+*(*,»  s8)  +  •••  +  *&_!,  y-* 

betragt  (vergl.  Nr.  209,  S.  309)  absolut  genommen  2nSa^x  od 
je  nachdem  -4   ,      eine    elliptische  oder  parabolische  Substitui 

Im  ersteren  Falle  bilden  wir  den  Sector 
durch  die  Function 


+: 


im  letzteren  Falle  durch  die  Function 

__    2  ni_         i 

auf  eine  £- Ebene  ab;  dann  entspricht  diesem  Sector  ein  um  £ 
Mittelpunkt  beschriebener  Vollkreis  K,  und  zwar  dem  zur  Beg 
gehörigen  Bogen  von  &   .  1?  die  Peripherie  von  Üf,  den  zur  Bej 
gehörigen  Stücken  von  sa,  s'a  ein  von  5  =  0  nach  einem  bes 
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Punkte  der  Kreisperipherie  K  hin  gezogener  Schnitt.  Construiren  wir 
eine  Potentialfunction  für  K}  die  auf  der  Peripherie  dieses  Kreises 
eine  vorgeschriebene  stetige  Werthenfolge  besitzt,  so  ist  diese  Function, 
als  Function  der  Coordinaten  w,  v  eines  innerhalb  FQ  gelegenen  Punktes 
aufgefasst,  eine  Potentialfunction,  die  innerhalb  der  6  Sectoren 

eindeutig,  endlich  und  stetig  ist,  in  correspondirenden  Punkten  der  den 
Seitenpaaren 

(18)  *i,  <5  s*>  *t5  "■■  So>  K 

^gehörigen  Begrenzungsstücke  gleiche  Werthe  annimmt  und  auf  den 

^n  Kreisen 

ä^hörigen  Begrenzungsstücken  in  eine  willkürlich  vorgeschriebene 
stetige  Werthenfolge  übergeht.  Diese  Stetigkeit  ist  dann  auch  wieder 
So    zu   verstehen,    dass    in    den   Punkten   (ka ,  17  st)   und    (Jc'lf  s^), 

^•+p*i)    und    (*ö+i>  <)>  *••  C^+i*'  O    und    (*a+i>  O    die    vor" 
fi^schriebenen  Werthe  übereinstimmen.     Die  complementäre  Potential- 

^üction  kann  dann  auch  so  eingerichtet  werden,  dass  ihre  Werthe  in 

*°i"respondirenden  Punkten  der  Seitenpaare  (18)  übereinstimmen. 

Wir  können  uns  die  Kreise 

19)  K,  h,  ■  •  ■  K,  *.+1,  K+„  •  •  •  C" 

°    eingerichtet  denken,  dass  nicht  nur  die  kl}  k2f  •  •  •  kaf  sondern  auch 

^e    l'  ,  f,  k'     .,  •  •  •  k?°7?  einander  nicht  schneiden:   die  letztere  Vor- 

il*ssetzung  hat  der  Betrachtung,  die  auf  die  Herstellung  einer  Potential- 
u*iction  für  die  Sectoren  (17)  hinzielte,  schon  stillschweigend  zu  Grunde 
Riegen.     Dagegen  können  die  Kreise 

fc(x_1)    /•      *(x) 

rl**ander  durchsetzen,  wir  wollen  sogar  geradezu  annehmen,  dass  dies 
****  x  =  1,  2,  •  •  •  6  der  Fall  sei,  so  dass  also  (vergl.  die  Figur  7)  die 
*usserhalb  aller  übrigen  Kreise,  aber  innerhalb  F0  gelegenen  Stücke 
^e^  Kreisperipherien  (19)  einen  ununterbrochenen  Linienzug  Sx  bilden, 
c*e^  mit  der  Begrenzung  von  F0  zusammengenommen  einen  gürtel- 
*°*tnigen  Theil  O  von  F0  vollständig  begrenzt.  Sollten  die  Kreise  (19) 
^lein  das  noch  nicht  leisten,  so  müssen  wir  einen  Cyklus  von 
*cheinbaren  Ecken  des  Bereiches  einführen,  d.  h.  einen  ausserhalb 
*Uer  Kreise  (19)  gelegenen  Punkt  einer  Seite  von  F0  als  Ecke  auf- 
lasen, demselben   die   identische   Substitution   1  zuordnen    und   z.  B, 
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einen  durch  diesen  Punkt  hindurch  gehenden,  ganz  im  Innern  von  F0 
verlaufenden  Kreis  den  Kreisen  (19)  hinzufügen.  Sollte  die  Einführung 
einer  solchen  scheinbaren  Ecke  nicht  ausreichen,  so  wären  deren  mehrere 
einzuführen. 

Wir  halten  der  Einfachheit  wegen  die  erwähnte  Annahme 
fest  und  stellen  uns  zunächst  die  Aufgabe,  für  den  gürtel- 
förmigen Bereich  <&  eine  Potentialfunction  zu  finden,  die 
zugleich  mit  ihrer  complementären  in  correspondirenden 
Punkten  der  Seitenpaare  (18)  gleiche  Werthe  annimmt  und 
auf  C^  eine  stetige,  aber  willkürlich  vorgeschriebene  Werthen- 
folge  besitzt. 

Wir  bezeichnen  die  innerhalb 
FQ  befindlichen  Theile  der  Kreise 
(19)  wie  in  der  nebenstehenden  Figur 
angedeutet  ist,  so  dass  also  der  inner- 
halb FQ  gelegene  Theil  von  Tcn  sich 


n 


.(«-1) 


aus  a  ,  a  ,  a  ,   der  von  k   , , 

X*        X'        X'  °+l 


aus 


'X-J 


ßx-i>   ßx-i>   ßx-i    zusammensetzt; 
die  Stücke 

ax>   ßx  (x  =  l,2,--.*) 

Fig.  s.  bilden      zusammengenommen      den 

Linienzug  (J  . 

Wir  betrachten  nun  die  Gesammtheit  der  Sectoren 

(20)  (kx7  sx,  sx)        (x=i,2,..0) 

einerseits,  die  Gesammtheit  der  Sectoren  (17)  andererseits  als  je  einen 
Bereich  und  wenden  auf  diese  Bereiche  das  in  der  Nr.  212  (S.  325) 
beschriebene  alternirende  Verfahren  an. 


214.    Existenzbeweis  durch  zweimalige  Anwendung  des 

alternirenden  Verfahrens. 

Zunächst  construiren  wir  für  jeden  der  Sectoren  (Jcx9  sx,  sj)  eine 
Potentialfunction,  die  zugleich  mit  ihrer  complementären  in  correspon- 
direnden Punkten  der  zur  Begrenzung  gehörigen  Stücke  von  sx,  sx 
gleiche  Werthe  annimmt  und  die  auf  ax  die  Werthe  der  für  Sx  vor- 
geschriebenen stetigen  Folge  besitzt;  die  Werthe  auf  a'x  und  a'x  mögen 
beliebig  vorgeschrieben  sein,  sie  müssen  sich  nur  in  den  Punkten,  wo 
cc'x  und  a'x  an  a  stossen,  den  daselbst  vorgeschriebenen  Werthen  stetig 
anschliessen.     Wir    können   z.  B.  fordern,    dass   die    zu    bestimmende 
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Potentialfunction  längs  ax  constant  gleich  dem  in  dem  Grenzpunkte 
von  ax  und  ax  vorgeschriebenen  Werthe,  und  längs  a'x  ebenfalls  con- 
stant, gleich  dem  im  Grenzpunkte  von  a'x  und  ax  vorgeschriebenen 
Werthe  sei. 

Die  Gesammtheit  der  so  construirten  Potentialfunctionen  bezeichnen 
wir  durch  %0(u,  v),  d.  h.  wir  verstehen  unter  %0(u,  v)  etwa  einen  ana- 
lytischen Ausdruck,  der  innerhalb  jedes  einzelnen  der  Sectoren  (20) 
die   daselbst  construirte  Potentialfunction  darstellt. 

Dieses  ^(w,  v)  nimmt  dann  längs  der  Stücke  ßx7  ß'x  gewisse  wohl 
bestimmte  Werthe  an,  die  sich  an  die  für  die  Stücke  ßx  stattfindenden 
Werthe  der  für  Gj  vorgeschriebenen  Folge   stetig   anschliessen.     Wir 
construiren  nun  eine  Potentialfunction  %x  (u7  v)  für  die  Sectoren  (17), 
die  längs  der  Stücke 

?V  Pl>   ßv   P*>   "  '  Pa>   Po 

die   daselbst  stattfindenden  Werthe  von  y0(u7  v),  längs  der  Stücke 

ßi>  ßi>      "  ßa 

die  für  Sx  vorgeschriebenen  Werthe  annimmt  und  überdies  zugleich 
***it  ihrer  complementären  in  correspondirenden  Punkten  der  Seiten 
Sm>   s'  («=i,2,     <j)  die  gleichen  Werthe  besitzt. 

Dann  construiren  wir  wieder  ein  System  %%  (w,  v)  von  Potential- 
ftmctionen  für  die  Sectoren  (20),  die  auf  den  Stücken 


«;, «;, «;, «;,  •  •  - «;, «; 


die    daselbst  stattfindenden  Werthe  von  %x  (u,  v)7  auf  den  Stücken 


«17    *2>    *••    aa 


die    für  Sx  vorgeschriebenen  Werthe  annehmen  und  zugleich  mit  ihren 
c°*Hplementären  in  correspondirenden  Punkten  der  Seiten 


Sx>   Sx  (x==1»2''   •*> 


gleiche  Werthe  erhalten.    Darauf  wieder  eine  Potentialfunction  %3(m,  v) 
*****   die  Sectoren  (17),  die  längs  der  Stücke 

ß*>  /V         <*  =  *.*. -«> 

Uie    Werthe  von  £2(w,  v)7   längs    der  ßx  die    für  E1   vorgeschriebenen 
^erthe  annimmt  u.  s.  w.  — 

Nach    den    Principien    der    Herren    Neu  mann    und    Schwarz 
***    dann 

l™  Xzv(u>  v)  =  lim  Zsr+i  (fh  v)  =  X  (u>  v) 

**1^  gesuchte  Potentialfunction  für  £>. 


rC08  &\ 

ex» 
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Sei  nun  rj^  eine  Stelle  des  nicht  zu  O  gehörigen  Theiles  von 
wir  können  dann  stets  einen  Bereich  V  abgrenzen,  der  ganz  innerlk. 
FQ  liegt,  17^  in  sich  schliesst,  innerhalb  dessen  die  ganze  innere 
grenzung  ßj  von  O  gelegen  ist  und  der  durch  Verschmelzung  e£ 
endlichen  Anzahl  von  Kreisflächen  entstanden  gedacht  werden  k; 
(vergl.  die  Figur  7,  wo  V  durch  Verschmelzung  zweier  Kreisfläcli^ 
gebildet  wird).  Dann  lässt  sich  für  diesen  Bereich  W  eine  Potenti» 
fiinction  ifi  (u,  v)  herstellen,  die  auf  der  (durch  Kreisbogen  gebildet»» 
Begrenzung  ©  eine  willkürlich  vorgeschriebene  stetige  WerthenfoLg* 
#(6)  annimmt. 

Man  kann  dann  aber  auch  leicht  eine  Lösung  der  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung (1)  finden,  die  im  Punkte  y^  wie  (16) 

cos  S 
r 

m 

unendlich  wird,  sonst  innerhalb  &  allenthalben  eindeutig,  endlich,  stefc^^1 
ist  und  auf  £  mit  #(G)  übereinstimmt.    Zu  dem  Ende  bilden  wir 
Differenz 

der  vorgeschriebenen    Begrenzungswerthe   und    der  Werthe   von  — 

auf  6,  construiren  eine  Potentialfunction  ^(w,  v)  für  <P,  die  auf  6 
Werthe  V>(&)  annimmt,  dann  ist  offenbar 

C08    #.-,:/  \ 

-r~    +    *(*>*) 

die  zu  findende  Lösung  von  (I).    Wir  wollen  auch  eine  solche  Lösui 
als  Potentialfunction   für  &  bezeichnen,  fügen   aber  zum  Unterschi« 
von  einer  allenthalben  endlichen  Potentialfunction  hinzu,  dass  diese! —  l 
für  i]  =  rjx  unendlich  wird  wie  (16). 

Um  nun  an  das  Ziel  der  gegenwärtigen  Untersuchung  zu  geh.ngm&n, 
haben  wir  jetzt  nur  noch  auf  die  beiden  Bereiche  &  und  *P  das  alfc<5r- 
nirende  Verfahren  (gürtelförmige  Verschmelzung)  anzuwenden. 

Wir  bilden  für  <&  eine  wie  %  (u,  v)  beschaffene  Potentialfunction 
(d.  h.  eine  Potentialfunction,  die  sowohl  wie  ihre  complementäre  i» 
correspondirenden  Punkten  der  Seiten  sx,  sj  gleiche  Werthe  annimmt] 

<p0(ufv)}  welche  längs  CE1  dieselben  Werthe  annimmt  wie  ;  dam» 

für  W  eine  Potentialfunction  tp1(uf  v)7  die  in  17  =  *q9  wie  (16)  unend- 
lich wird  und  auf  der  Begrenzung  £  dieselben  Werthe  hat,  wie  %• 
Dann  wieder  für  O  eine  wie  x(uj  v)  beschaffene  Potentialfunction 
9>.,(m,  v)f  die  längs  ß1  die  Werthe  von  (p^u,  v)  annimmt,  darauf  fflr^ 
eine  Potentialfunction  <p3(*(,  v) ,  die  in  rj  =  r}^  wie  (16)  unendlich 
wird  und  auf  E  mit  (p«(;i<,v)  übereinstimmt,  u.  s.  w.  — 
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Dann  ist  innerhalb  des  O  und  W  gemeinsamen  Bereiches 

lim  <piv(u,  v)  =  lim  9>2,+i(w;  *), 

&  die  beiden  Grenzwerthe  stellen  innerhalb  des  aus  <P  und  W  durch 
rschmelzung  hervorgehenden  Bereiches  F0  eine  Potentialfunction 
m,  r)  dar,  welche  die  in  der  Nr.  213  (S.  327)  geforderten  Eigen- 
aften  besitzt.  Diese  Function  ist,  wie  man  leicht  einsieht,  durch 
e  Eigenschaften  auch  eindeutig  determinirt. 

Fügen  wir  dieses  <p  (w,  v)  mit  dem  durch  die  Gleichung  (II)  be- 
nmten  #  (u,  v)  zu  der  Function 

8  =  <p(u,  v)  +  iif>(u,  v)  =  f(ri) 

complexen  Variabein  rj  zusammen,  so  haben  wir  eine  Function,  die 
a  innerhalb  lrü  wie  eine  rationale  Function  verhält,  nur  an  der  Stelle 
=  H^  wie  der  Ausdruck 


n  —  V» 
endlich    wird    und    in    correspondirenden    Punkten    der    Seitenpaare 
sj  gleiche   Werthe    annimmt.     Diese  Function  ist,    abgesehen  von 
er  additiven  Constanten,  auch  eindeutig  bestimmt. 

X   Allgemeine  Sätze  über  Functionen,  die  bei  den  Substitutionen 
r  Gruppe  ungeändert  bleiben.  Aufstellung  der  linearen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung. 

Bedeute  //(?/)  eine  rationale  Function  von  17,  deren  sämmtliche 
aendlichkeitsstellen  innerhalb  des  Bereiches  FQ  gelegen  sind,  dann 
hinten  wir  nach  genau  derselben  Methode,  nach  welcher  wir  die 
kistenz  der  Function  q>(n7  v)  beziehungsweise  z  nachgewiesen  haben, 
«igen,  dass  es  eine  Function  2k"  der  complexen  Variabein  rj  giebt,  die 
ich  innerhalb  FQ  verhält  wie  die  rationale  Function  y(rf)f  d.  h.  also 
*o,  dass  die  Differenz 

innerhalb  FQ  allenthalben  eindeutig  endlich  und  stetig  ist,  und  die  in 
correspondirenden  Punkten  der  Seitenpaare  $x,  sx  gleiche  Werthe  an- 
n,nimt.  Diese  Function  wäre  dann  ebenfalls,  abgesehen  von  einer 
additiven  Constanten,  eindeutig  determinirt.  Nimmt  man  für  g(rf)  die 
•gemeinste  rationale  Function,  die  nur  innerhalb  von  FQ  unendlich 
^rd,  so  ist  die  entsprechende  Function  2E  die  allgemeinste  Function, 
^e  sich  innerhalb  jF0  wie  eine  rationale  Function  verhält  und  in  corre- 
P°ndirenden  Punkten  der  Seitenpaare  sx,  sx'  gleiche  Werthe  annimmt. 
°n  dieser  Function  kann  man  nun  nach  einem  von  Herrn  Schottky 
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angewandten  Verfahren  zeigen,  dass  sie  sich  rational  durch  die  Function 
z  darstellen  lässt. 

• 

Dieses  Verfahren  besteht  in  Folgendem.    Bezeichnen  wir  durch 

diejenige  #- Function,  die  der  Wahl  rj^  =  a  entspricht,  die  also  an  der 
Stelle  r\  =  a  unendlich  wird  wie 

l 

und  allgemeiner  durch 

z 


a 


eine  Function  vom  Charakter  der  3: -Functionen,  die  der  Wahl 
(21)  9{ri)  =  -~ 


fo-a)" 

v  eine  positive  ganze  Zahl,  entspricht,  d.  h.  innerhalb  FQ  nur  an  der 
Stelle  ri  =  a  und  daselbst  so  wie  der  Ausdruck  (21)  unendlich  wird. 
Sei  ferner  X  eine  Function  vom  Charakter  der  X,  die  zu  der  ratio- 
nalen  Function 

(22)  p(,)-^  +  ^  +  (^  +  . ..  +  _>_ 

gehört,  wo  cQ,  cl9  •  •  •  cm  Constanten  bedeuten,  dann  ist  zunächst  leicht 
einzusehen,  dass  der  Ausdruck 

2  m 

C0  +  C1Z«  +  C%Za  H V  CmZa  («-«**■> 

auch  eine  X- Function  darstellt,  die  sich  innerhalb  FQ  verhält,  wie  die 
rationale  Function  (22),  so  dass  sich  also  dieser  Ausdruck  von  Xa  nur 
durch  eine  additive  Constante  unterscheiden  kann.     Also  ist: 

2  m 

X«  =  C'+  Cl*a  +  C2*a  +  *  '  *  +  Cm*al 

wo  c   eine  Constante  bedeutet. 

Man  beweist  dann  sofort  den  Satz: 

Das  Product  zweier  Functionen  vom  Charakter  der  X  ist 
wieder  eine  Function  von  demselben  Charakter. 

Daraus  folgt,  dass  das  Product: 

x     /  2  x-H 

g  z  =  Ca  +  Q*  +C9z  H f-  C  ,,z 

a    et  0     «  1    a     l         2a«  '  x-f-l    a 

sein  muss,  wo  die  CQ}  C19  •  •  •  Cx  ,  t  Constanten  bedeuten. 

Hieraus  schliessen  wir  aber,  dass  sich  Xa  als  ganze  rationale  Function 
w-ten  Grades  mit  constanten  Coefficienten  von  z    darstellen  lässt. 

et 

Bedeuten   endlich   a,  ß   zwei    von   einander    verschiedene    Stellen 
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innerhalb  F09  so   ist   die  Function  za  in   der  Umgebung  von   17  =  ß 

regulär,  also 

*a  =  h  +  \(n  —  ß)-\ ; 

wir  haben  demnach 

(23)  ^■5-r-^1  +  *«'('-Ä  +  -)» 

d.  h.  die  Function  zi  kann  sich  von  dem  Ausdrucke  (23)  nur  durch 
eine  additive  Constante  unterscheiden. 

Die  Functionen  z  ,  z.  sind  demnach  linear  gebrochene 
Functionen  von  einander. 

Aus  diesen  Sätzen  folgt  aber  unmittelbar  die  Richtigkeit  der  Be- 
hauptung, dass  jede  Function  vom  Charakter  I  rational  durch  z  aus- 
gedrückt werden  kann. 

Betrachten  wir  eine  Function  X,  die  zu  einer  rationalen  Function 
ffiyf)  gehört,  die  innerhalb  jF0  an  genau  m  Stellen  von  der  ersten  Ord- 
nung unendlich  wird  (wie  gewöhnlich  in  der  Functionentheorie  zahlen 
wir  eine  x- fache  Unendlichkeitsstelle  als  x  einfache).    Bilden  wir  dann 

X  —  a  =  X', 

wo  a  irgend  eine  complexe  Grösse  bedeutet,  so  wird  die  Function  X' 
innerhalb  F  auch  an  genau  m  Stellen  von  erster  Ordnung  unendlich 
werden. 

Wir  integriren  d  log  X'  über  den  innern  Rand  der  Begrenzungs- 
curve  von  F0  im  positiven  Sinne,  dann  ist  bekanntlich 

f  d  log  X'  =  m  —  911 , 

wo  99/  die  Anzahl  der  Stellen  bedeutet,  an  denen  die  Function  X'  von 
der  ersten  Ordnung  verschwindet.     Nun  ist  aber 

ferner  hat  man,  wenn 
gesetzt  wird, 

Cd  log  r  (u)  ;        rdiogr(Axi)  dAxz 

{<*>  (-x> 

also,  da  die  Function  X'(*/)  in  correspondirenden  Punkten  von  ,v  und 
-sx  gleiche  Werthe  annimmt, 

l'd  log  ar(jj)    ,     ^_    /*rf  log  £'(£)    n 

Schleiinger,  DiffereutiftlgleichuiiKcn.    IL  22 
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d.  h.  es  ist 

fdlogX'=0, 
<*b) 

also  m=m.     Wir  haben  somit  den  Satz: 

Eine  Function  X,  die  sich  innerhalb  des  Bereiches  FQ  wie 
eine  rationale  Function  verhält  und  in  correspondirenden 
Punkten  der  Seitenpaare  sx7  sx'  (x  =  i,2,  a)  gleiche  Werthe  be- 
sitzt, nimmt  innerhalb  FQ  jeden  complexen  Werth  ebenso  oft 
an,  als  sie  von  erster  Ordnung  unendlich  wird. 

Die  Function  z}  die  nur  an  einer  Stelle  von  erster  Ord- 
nung unendlich  wird,  nimmt  folglich  innerhalb  F0  jeden 
Werth  nur  ein  einziges  Mal  an. 

Wir  denken  uns  nun  diese  Function  z  von  17  nach  allen  Punkten 
der  Fläche  F  hin  fortgesetzt,  so  wie  wir  dies  in  der  Nr.  211  (S.  321  ff.) 
erörtert  haben,  und  wollen  uns  nun  umgekehrt  die  Aufgabe  stellen, 
die  Natur  der  functionalen  Abhängigkeit  des  17  von  z  zu  ergründen. 
Dies  geschieht  nach  einem  in  einem  besonderen  Falle  bereits  von  Rie- 
mann  angewandten  Verfahren,  welches  wir  jetzt  darlegen  wollen. 

Die  Function  17  von  z  ist  im  Allgemeinen  eine  unendlich  viel- 
werthige.  Bedeutet  rj  einen  Werth  innerhalb  FQ7  so  ist  die  Gesammt- 
heit  der  r\ -Werthe,  die  zu  demselben  z  gehören,  durch  die  Formel 

Sri 

dargestellt,  wo  S  eine  Substitution  der  Gruppe  #  bedeutet.  Bilden  wir 
also  die  Differential  invariante  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe,  die 
Schwarz'sche  Ableitung  (Nr.  180,  S.  184) 


A 


3  (d*i)X2  _  1  dV<Pn 

4  W/  2  dz  d# 


so  ist  (a.  a.  0.  S.  185) 


4 


63 


d.  h.  dieser  Differentialausdruck  ist  eine  eindeutige  Function  von  z. 
Betrachten  wir  denselben  aber  als  Function  von  r\}  so  erkennen  wir, 
dass  er  sich  innerhalb  FQ  wie  eine  rationale  Function  verhält  und  in 
correspondirenden  Punkton  der  Seitenpaare  s  ,  $'  gleiche  Werthe  an- 
nimmt.    Es  ist  folglich 
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eine  Function  vom  Charakter  der  X,  also  eine  rationale  Function 
von  By 

(24)  «#(*)-«(,). 

Setzen  wir  nun  noch 

(2r>)  ^-Vav  Vt-iVzt* 

so  genügen  diese  beiden  Ausdrücke  nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  180 
(S.  184)  der  homogenen  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

(26)  ~?  -  «(*)*• 

az 

Bedeutet  tj  =  rj0  einen  Werth,  der  innerhalb  F0  liegt,  s  =  z0  den 
entsprechenden  Werth  von  z7  so  ist  in  der  Umgebung  von  rj0 

*  —  *o  =  «M  —  %)  +  «8fa  —  ^o)2  H > 

und  es  muss  at  von  Null  verschieden  sein,  da  z  den  Werth  z0  inner- 
halb FQ  nur  einmal  annehmen,  d.  h.  z  —  z0  innerhalb  FQ  nur  einmal 
und  zwar  von  erster  Ordnung  verschwinden  kann.  Also  ist  in  der  Um- 
gebung von  z  =  zQ 

n  —  %  =  W*\*^> 

Wo   ^ß   eine    gewöhnliche  Potenzreihe  bedeutet.     Diejenigen   #-Werthe, 
die    Punkten    innerhalb   F0,  oder   genauer  Punkten  innerhalb  der  ge- 
schlossenen Fläche   F0  entsprechen,  sind  demnach  reguläre  Stellen 
der  Differentialgleichung  (20). 

Die  singulären  Stellen  der  Differentialgleichung  (26)  können  also 
l*\ir  den  Grenzpunkten  der  Fläche  F0,  d.  h.  den  Ecken  des  Funda- 
**Xentalbereiches  FQ  entsprechen.  Machen  wir  uns  darum  zunächst  klar, 
^v~ie  sich  z  in  diesen  Eckpunkten  verhält. 

Wenn  wir  rj  etwa  im  positiven  Sinne  die  Begrenzung  von  FQ 
^lxirchlaufen  lassen,  so  entsprechen  denjenigen  Punkten  der  Seiten 
-,,*Äir,  s  ',  die  keine  Ecken  sind,  reguläre  £-Werthe;  wenn  r\  längs  einer 
S^eite    in   eine    Ecke    einrückt,  so  nähert    sich   s   einem    bestimmten 

iferthe.     Sei 

lim  f(ji)  =  aH         (x  =  i,  a,  ■  ■  ■  o) , 

1  X 

lim    f(ri)  =  \\m     f(v)  =  ar..         (x=i,2,  •    o-i), 


[im    f(v)  =  ]im     f(v)  =  a.l 


ann  sind  also  die  Punkte 

av  fla»  ■"  aaf  aa+i 

ie  singulären  Stellen  der  Differentialgleichung  (20).    Wenn  i]  die  Be 

22* 
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Kg.  9. 


Seiten  s  ,  s ' 

X'        X 


grenzung  von  F0  durchläuft,  so  beschreibt  folglich  z  ein  Liniensystem, 
welches  den  Punkt  a,t  mit  den  Punkten  at3  a„,  •••  a  verbindet 
(vergl.  Fig.  9),  und  zwar,  wenn  rj  z.  B.  von  Ax  längs  st  nach  Xo  ,  lf  dann 

über  s'  weiter   nach   X     und  so    fort 

a  n 

bis  nach  Xt  zurück  wandert,  so  geht  z 
auf   dem    negativen    Ufer    der    Linie 

(flif  a«+i)    von   ai    nach    a*+i>    dann 
auf  dem  positiven  Ufer  von  (aff+1,  aa) 

nach  aa  u.  s.  f.,  endlich  auf  dem  posi- 
tiven   Ufer   von    (a   -i;  a2)    nach    a( 
zurück.  Allemal  entsprechen  den  beiden 
die  beiden  Ufer  der  Linie 

und  die  durch  das  Liniensystem 

zerschnittene  #-Ebene  T  ist  die  eindeutig  conforme  Abbildung  des  Be- 
reiches FQ. 

Geht  rj  längs  der  Seite  s'  in  den  Bereich  Fx,  so  überschreitet  z 
den  Schnitt  Zx,  indem  es  vom  positiven  Ufer  nach  dem  negativen  geht, 
oder  wenn  wir  uns  dem  Bereiche  Fx  entsprechend  ein  neues  Blatt  über 
der  £-Ebene  ausgebreitet  denken,  so  gelangt  z  in  dieses  neue  Blatt, 
welches  längs  des  negativen  Ufers  des  in  ihm  gezogenen  Schnittes  / 
mit  dem  positiven  Ufer  des  Schnittes  l  im  Ausgangsblatte  zusammen- 
hängt. Kurz,  wir  haben  hier  dieselben  Verhältnisse,  wie  sie  in  der 
Nr.  210  (S.  312)  für  die  daselbst  untersuchte  Differentialgleichung 
(AS)  erörtert  worden  sind. 

Nun  können  wir  auch  das  Verhalten  von  17,  beziehungsweise 
II  v  #2>  *n  der  Umgebung  der  Punkte  ay  vollständig  beschreiben. 

Wenn  z  einen  Umlauf  im  positiven  Sinne  um  a  (x=i,  2,  ••  o)  voll- 
zieht, d.  h.  von  dem  negativen  Ufer  von  lx  innerhalb  T  nach  dem 
gegenüberliegenden  Punkte  des  positiven  Ufers  geht,  so  hat  rj  die 
Substitution 

A*n 

erfahren.     Sei 

Ajn  =  -""—  ,  -— -  ,        «,,«00  —  a*,  ffN  =  l, 
*  aiä?i  +  an  u    -2  21    l2 

dann  erleidet  also  das  Fundamentalsystem  ?/, ,  w,  von  (2G)  bei  einem 
positiven  Umlaufe  von  s  um  a    die  Substitution 

"11  #i  +  «,s»s, 
'Vi  +  "ss0s> 
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oder  aber 

da,  wenn  ij  ungeändert  bleibt,  nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  180  (S.  179), 
die  yx ,  ys  entweder  selbst  ungeändert  bleiben  oder  sich  mit  —  1  multi- 
pliciren  müssen. 

Die  Wurzeln  der  zum  Punkte  ax  gehörigen  Fundamentalgleichung 
sind  demnach 

2*,-*—  »*<— - 

Wl  =  C  >        *%  =  °  > 

venn  ,4x  eine  elliptische,  und 

*** 
w1  =  w3  =  c  2   , 

wenn  d^  =  0,  d.  h.  A    eine  parabolische  Substitution  ist.    Im  ersteren 
falle  haben   wir  also   für  das   zu  z  =  ax  gehörige  canonische  Funda 
JneEfcalsystem  ty     tj3  die  Entwickelungen 

!l*i    letzteren  die  Entwickelungen 

**  -  (*  —  O'^CM"*)  +  *(*  -  a/*1-^/^)  log  (*  -  «*)), 

*vo    ^j^  <p^  nach   ganzen  Potenzen   von   z  —  a    fortschreitende  Reihen 

Slll<i,  c  eine  Constante  bedeutet  und 

log  (ol  log  w0 

rxi  = 
S^sc-tzt  wurde. 

WNun  haben  aber  w  sowohl  wie  f, 7-   im  Punkte  z  =  «    bestimmte 
e*"the,  es  ist  nämlich 

*u$o  können  die  Reihen  Üßi;  ^  nicht  unendlich  viele  negative  Potenzen 
ei*thalten;  d.  h.  die  Stelle  a    ist  keine  Unbestimmtheitsstelle.    Nehmen 

7  X 

Wlr  aluo  gleich  an,  dass  r  7  r  „  die  Wurzeln  der  zu  s  =  ax  gehörigen 
l^terminirenden  Fundamentalgleichung  sind,  so  ist,  da  in  der  Difle- 
r°ntialgleichung  (26)  der  Coefficient  der  ersten  Ableitung  verschwindet, 

f  i  +  f  «  =  1 1 

xl     •        x2  ' 

>*    —  r  .  =  d   +  // , 

xl  x2  x     '     ^  ' 


r*i  ait"'      r**  2wi 
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wo  g  eine  ganze  Zahl  bedeutet.    Wir  hätten  also,  wenn  Ax  eine  ellipti- 
sche Substitution,  d.  h.  dx  von  Null  verschieden  ist, 

und  wenn  A    eine  parabolische  Substitution  wäre, 

wo  c  eine  Constante,  ?ß  beide  Mal  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  bedeutet, 
die  für  z  =  a    nicht  verschwindet. 

X 

Es  ist  aber  z  eine  eindeutige  Function  des  Ortes  in  der  Fläche  F%y 
die  Umgebung  der  Stelle  rj  =  Ax  wird  im  Falle  einer  elliptischen  Sub- 
stitution durch 


HMS*. 


im  Falle  einer  parabolischen  Substitution  durch 

S/r«       1 

auf  eine  schlichte  Fläche  der  g-Ebene  abgebildet  (vergl.  Nr.  213, 
S.  329);  es  muss  also  z  in  der  Umgebung  von  z  =  a  eindeutig  durch 
£  darstellbar  sein.     Daraus  folgt  aber  (vergl.  Nr.  197,  S.  254),  dass 

ff  =  0 
sein  muss. 

Also  haben  wir 

*+**  1~*x 

(27)  ',i  — — a-,     rK*=      ,>"  <«  =  i.v--«>. 

und  ebenso  ergiebt  sich  für  z  =  aa.l?  dass  die  zu  diesem  Punkte  ge- 
hörige determinirende  Fundamentalgleichung,  wenn  aa ,  t  ein  endliche« 
Werth  ist,  die  Wurzeln 


(28  a) 

ra+i,i  "" 

1  +  *: 
2 

1  - 

ra+l,3  — 

2          > 

dagegen, 

wenn  a   .  t  = 

oo  ist, 

die  Wurzeln 

(28  b) 
besitzt. 

ro  +  l,l  — 

•> 

7 

r»+M 

*> 

216.   Form  der  Differentialgleichung.  343 

~X<j.    form  der  Differentialgleichung.   Fall  zweier  singularer  Punkte 
im  Endlichen.    Discontinuirliche  Gruppen.    Weitere  Probleme. 

Wir  wissen  nach  den  Ergebnissen  der  vorigen  Nummer,  dass  die 
I  ^  ifferentialgleichung  (2(5)    zur   Fuchs'schen  Classe   gehört,  dass   ihre 
>s  l  "iigiilären  Punkte  al9  «„,  •  •  •  aa,  aQ  ,  x  sind  und  dass  die  Wurzeln  der 
vivigehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen   durch  die  Glei- 
ch Yiungen   (27),  (28)  gegeben  werden.     Auf  Grund  der   in  der  Nr.  68 
^IJd.  I,  S.  242)  entwickelten  Formeln  können  wir  dadurch  die   Gestalt 
cler  Differentialgleichung  (26)  bestimmen.   Wir  finden,  wenn  alle  Werfche 
an  at>  ' '  '  ao>  ao+i  enalicne;  a^S0  z  =  <x>  kein  singulärer  Punkt  ist, 

1=1 

und  wenn  a   ,  ,  =  oo  ist, 


(im)       q j-J {-  \  (1  -  <+1) JS._,(«) 

Uz~a) 


(aZ—  «i)  ■  '  •  («2  -  O     1    / 


3  —  rt, 

1  * 


i-a  -«?>}, 


o    im  ersteren  Falle  Ea_.6(z)  eine  ganze  rationale  Function  (<y  —  3)ton 
rades,    im    letzteren    Falle   Ea_%{£)    eine    ganze    rationale   Function 

*".**  — 2)Un  Grades   bedeutet;  in  Ea_2{z)  ist   der  Coefficient  von  za~2 
«leich  Eins. 

Die  Function  z  war  dadurch  charakterisirt,  dass  sie  eine  X- Function 
ls*>  die  innerhalb  V  jeden  Werth  nur  ein  einziges  Mal  annimmt;  da- 
cll*rch  ist  z  nicht  vollkommen  bestimmt,  sondern  auch 

y.%\.  -«-»-1, 

e^itzt  dieselbe  Eigenschaft.    Es  ist  folglich  noch  über  drei  Constanten 
^    Uisponiren,  wir  können  z.  B. 

etilen.     Es  ist  dann   q  ein  bestimmter  Integralquotient   der  Bitfe- 
0t*tialgleichung  (2(>);  einem  beliebigen  anderen  Integralquotienton  ent- 
"  P^icht  eine  der  Gruppe  fr  ähnliche  Gruppe  und  ein  Fundamentalbereich, 
^^  aus  F0  durch  Anwendung  einer  willkürlichen   projeetiven   Subsu- 
mtion hervorgeht. 
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Wenn  die  Anzahl  der  singulären  Punkte  6  grösser  als  zwei  ist, 
so  ist  die  gefundene  Form  von  q  zur  vollständigen  Bestimmung  der 
Differentialgleichung  (26)  selbst  bei  Festhaltung  der  Convention  (30) 
nicht  ausreichend;  nur  für  6  =  2  haben  wir 

(31)  2  =  ¥i—  i{l_-z)- -v (f_1?), 

d.  h.  in  diesem  Falle  ist  der  Coefficient  der  Differentialgleichung  (26) 
in  expliciter  Form  gefunden. 

Für  6  =  2  ist  die  Differentialgleichung  (26)  im  Wesentlichen  die 
Differentialgleichung  der  Gauss'schen  Reihe,  und  wir  sehen  durch 
diese  Bemerkung,  woher  es  kommt,  dass  sich  in  diesem  Falle  die  Dif- 
ferentialgleichung in  expliciter  Form  bestimmt;  es  rührt  dies  nämlich 
daher,  dass  (vergl.  Nr.  69,  Bd.  I,  S.  243)  die  Differentialgleichung  der 
Gauss'schen  Reihe  durch  Angabe  der  Wurzeln  ihrer  determinirenden 
Fundamentalgleichungen  vollkommen  bestimmt  ist. 

Die  Annahme,  dass  die  Substitutionen 

Ax>  Av  '"  Ao>  A«+i 

elliptische  oder  parabolische  seien,  war  für  den  geführten  Existenz- 
beweis wesentlich;  der  Fall,  wo  einige  dieser  Substitutionen  hyper- 
bolisch oder  loxodromisch  sind,  bietet  wesentlich  grössere  Schwierig- 
keiten dar,  die  bisher  noch  nicht  ganz  überwunden  sind. 

Die  besondere  Wichtigkeit  des  behandelten  Falles,  den  wir  kurz 
auch  so  charakterisiren  können,  dass  die  Differentialgleichung  (26) 
reale  Wurzeln  für  alle  determinirenden  Fundamentalgleichungen  be- 
sitzt, erhellt  daraus,  dass,  wenn 

r\  eine  eindeutige  Function  von  z  ist, 

dieser  Fall  nothwendig  eintreten  muss. 

In  der  That  wissen  wir  nach  den  Erörterungen  der  Nummern  196,. 
197  (S.  256),  dass,  wenn  in  der  Differentialgleichung  (26)  die  unab- 
hängige Variable  eine  eindeutige  Function  des  Integralquotienten  rj 
ist,  die 

entweder  reciproke  ganze  Zahlen  oder  Null  sein  müssen.  Die  Gruppe  &~ 
ist  dann  eine  (in  der  complexen  ?;-Ebene)  discontinuirliche;  sie* 
besitzt  überdies  die  folgenden  Eigenschaften: 

1)  In  dem  Fundamentalbereiche  FQ  ist  die  Winkelsumme  für  jedcix 
Cyklus  von  Ecken  entweder  ein  aliquoter  Theil  von  2%  oder  Null- 

2)  Der  Bereich  FQ  überdeckt  keinen  Theil  der  ij- Ebene  mehrfach- 
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3)  Auch  die  Gesammtheit  aller  Bereiche  Fs ,  d.  h.  die  ganze 
Hache  F  bedeckt  die  17-  Ebene  oder  einen  Theil  derselben  ein- 
fach und  lückenlos. 

Die  Eigenschaften  2),  3)  sind  eine  unmittelbare  Folge  der  Thatsache; 
^  zu  jedem  Werthe  von  r\  nur  ein  Werth  von  z  gehört. 

Herr  Poincare  hat  nachgewiesen,  dass  diese  drei  Eigenschaften 

jeder  discontinuirlichen  projeetiven  Gruppe  fr  zukommen.    Wir  gehen 

*nf  diesen  Nachweis  nicht  ein,  sondern  wollen  die  Eigenschaft  3),  die 

offenbar    die    Eigenschaften    1)    und   2)    unmittelbar   nach    sich   zieht, 

geradezu  als  Definition  einer  discontinuirlichen  Gruppe  ansehen.    Diese 

neue  Definition  ist  dann  anscheinend  enger  als  die  in  der  Nr.  202  (S.  279) 

aufgestellte,  sie  reicht  aber  für  die  Zwecke,  die  wir  im  Auge  haben, 

rollsündig  aus. 

Wir  wissen  dann  auf  Grund  der .  vorhergehenden  Untersuchungen, 
dass,  wenn    irgend   eine    discontinuirliche   projeetive   Gruppe  fr   durch 
iliren  Fundamentalbereich  FQ  gegeben  ist,  stets  Functionen  X  gebildet 
werden  können,  die  sich   innerhalb  F0  wie   rationale  Functionen  ver- 
halten und  bei  den  Substitutionen  der  Gruppe  fr   ungeändert   bleiben. 
Öicse   Functionen   sind   aber   dann    eindeutige   Functionen    von  r\. 
so  hlechthin,  da  die  Fläche  F  jetzt  die  ^-Ebene  nirgends  mehrfach 
uT>erdeckt.    Sie  lassen  sich  durch  eine  Function  z  von  rj,  die  innerhalb 
-F*0  jeden  Werth  nur  einmal  annimmt,  rational  ausdrücken,  und  rj  ist 
als    Function    dieser    Grösse   z   betrachtet,   der   Integralquotient    einer 
Homogenen  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  der  Fuchs- 
schen  Classe  von  der  Form  (20).    Nach  Festlegung  der  der  Function  z 
«och  anhaftenden  drei  willkürlichen  Constanten   (z.  B.  durch  die  Glei- 
chungen (30))  sind  die  in  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (26) 
auftretenden  Parameter  durch  die  Parameter  der  Gruppe  fr  eindeutig 
^stimint  (Nr.  210,  S.  318). 

Wenn  für  die  Gruppe  fr  insbesondere 

6  =  2 

ist 

>    sso  ist  dieselbe  (wenn  wir  ähnliche  Gruppen  als  nicht  wesentlich 

11    einander  verschieden  ansehen)  durch  Angabe  der 

q     °in  schon  vollkommen  bestimmt  (vergl.  Nr.  128,  Bd.  I,  S.  472,  470); 

-."!-*"    Coefficient  q  der  zugehörigen  Differentialgleichung  (2()j  ist  durch 

^    Gleichung  (31)  gegeben.    Wenn  es  discontinuirliche  Gruppen  fr  für 

*    *as:=:!Ä  2  giebt,  oder  was  dasselbe  besagt,  wenn  es  Differentialgleichungen 

***  Gauss'schen  Reihe  giebt,  in  denen  der  Integralquotient  eindeutig 
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umkehrbar  ist,  so  müssen  dieselben  unter  den  Fällen  enthalten  sein, 
die  wir  erhalten,  wenn  wir  für 

irgend  welche  reciproke  ganze  Zahlen  oder  Null  nehmen.  Es  wird 
sich  zeigen,  dass  alle  diese  Fälle  zu  discontinuirlichen  Gruppen  und 
somit  zu  Gauss'schen  Differentialgleichungen  mit  eindeutig  umkehr- 
baren Integralquotienten  führen. 

Wenn  6  >  2  ist,  und  wir  wählen  für  die 

in  dem  Ausdrucke  (29b)  reciproke  ganze  Zahlen  oder  Null,  so  wissen 
wir,  dass  jede  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  den 
singulären  Punkten 

ai  =  °>    a*  =  1>   av  av  •"  ao>  ao+i  =  °°> 

deren  unabhängige  Variable  z  eine  eindeutige  Function  des  Integral- 
quotienten ist,  unter  der  Form  (26),  wo  q  durch  (29b)  bestimmt  wird, 
enthalten  sein  muss.     Es  entsteht  also  die  Frage: 

Lassen  sich  die  Coefficienten  der  ganzen  Function  Eo_t[Z) 
so  bestimmen,  dass  die  Differentialgleichung  (2(5)  einen  ein- 
deutig umkehrbaren  Differentialquotienten  besitzt? 

Auf  die  Beantwortung  dieser  Frage  wird  ein  wesentlicher  Theil 
der  nun  folgenden  Untersuchungen  hinzielen",  wir  werden  sehen,  dass 
die  Frage  zu  bejahen  ist. 


Siebentes  Kapitel. 

217.    Formulirung   eines   neuen  Problems.     Differentialgleichungen, 

die  zur  selben  Familie  gehören. 

Durch  die  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  aufgeworfene  Frage 

sind  wir  wieder  in  den  Gedankenkreis  zurückgekehrt,  in  welchem  sich 

«iie    Untersuchungen  des  ersten  Kapitels   des   zehnten  Abschnittes  be- 

Wegen;  wir  wollen  noch  durch  eine  andere  Problemstellung  den  An- 

^^Afcluss  an  die  Betrachtungen,  die  sich  auf  Differentialgleichungen  der- 

s©ll>en  Aft  beziehen,  zu  gewinnen  suchen. 

Es  war   gezeigt   worden,   dass   eine  Differentialgleichung   zweiter 
r<3nung   der   Fuchs'schen    Classe,    die    keinen    scheinbar    singulären 
*-  **nlct  besitzt,  eindeutig  bestimmt  ist  durch  Angabe  ihrer  projectiven 
-^ouodromiegruppe  #.     Wenn  die  Differentialgleichung 


o.b 


nebst  den  wirklichen  singulären  Punkten 


die  scheinbar  singulären  Stellen 

b       b      •  •  •  b 

^*Mtzt,  so  enthält  der  Coefficient  p  mehr  Parameter  als  die  projective 

*    °*xodromiegruppe  #.     Dies   ergiebt  sich  schon  aus   den   allgemeinen 

Xi  Versuchungen  der  Nr.  207  (S.  301  ff.),  wir  können  aber  die  Form  des 

~  °eßicienten  p  genau  angeben  und  an  derselben  die  in  der  genannten 

***Ximer  vorgenommene  Constantenzählung  controlliren. 
-  Der  Einfachheit  wegen  setzen  wir  voraus,  dass  die  scheinbar  singu- 

,  ^^Xi  Stellen  &,,•••&    einfache  seien,  d.  h.  dass  für  b    die  Wurzeln 
**    «leterminirenden  Fundamentalgleichung  die  Werthe 

3  1 

b 

H*tzen;   die  Wurzeln   der   zu   ax   gehörigen   determinirenden   Funda- 

**talgleichung  seien 

TnV     T*V     ^xl-^2  =  8x  (—1.*.  - '  +  D 
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Dünn  hat  p  in  der  Differentialgleichung  (A,)  die  Gestalt 


*     <i  (*-«.V  +^  (*-«,)"  +^  («-M»  +^  *-*/ 

1  =  1     V  •  1  =  1  1=1    V  *  1  =  1 

und  es  ist 

i  =  l  i=l 

die  Bedingung,  dass  b.  scheinbar  singulare  Stelle  sei,  lautet 

(3)  ft*-«,, 

wo  f.  das  Resultat  der  Substitution  von  b.  in  den  Ausdruck 


(i  =  l,2,-   -e) 


«i               ft 

a 

P       (x  —  bf       *  —  bi 

K1 

bedeutet. 

Wenn  wir  also  noch  z.  B. 

«!  — 0,     «2 

=  1 

wählen,  so  hängt  /)  in  der  That  von 

30  —  3  +  p 
Parametern  ab. 

Wenn  also  die  3  a  —  3  Parameter,  von  denen  die  Gruppe  0*  ab- 
hängt, gegeben  sind,  so  kann  mau  noch  über  q  von  den  Parametern, 
die  in  p  auftreten,  willkürlich  disponiren,  z.  B.  könnte  man  die  scheinbar 
singulären  Stellen  in  q  beliebig  vorgeschriebene  Tunkte  der  Ebene 
verlegen. 

Man  kann  aber  auch  die  wirklich  singulären  Stellen 

festhalten  und  die  übrigen  Parameter  von  p  so  zu  bestimmen  suchen, 

dass  die  projeetive  Monodromiegruppe  fr  eine  vorgeschriebene  ist;  dann 

inuss  aber  jedenfalls 

q>ö  —  2 

angenommen  werden.  Wenn  q  genau  gleich  a  —  2  ist,  so  stimmt  die 
Anzahl  der  noch  verfügbaren  Parameter  von  /)  mit  der  Anzahl  der 
Parameter  der  Gruppe  überein;  es  steht  also  zu  erwarten,  dass  sich 
stets  eine  und  im  Allgemeinen  auch  nur  eine  Differentialgleichung  (A2) 
bestimmen  lässt,  welche  die  6  +  1  vorgeschriebenen  wirklichen  singu- 
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lären  Stellen  (4)  und  genau  6  —  2  scheinbar  singulare  Stellen  besitzt, 
und  deren  projective  Monodromiegruppe  mit  #  übereinstimmt.  Wir 
werden  diese  Frage  in  einer  specielleren  Fassung  behandeln  und  führen 
zunächst  einige  neue  Begriffe  ein. 

Wir  wollen  Differentialgleichungen  betrachten,  die  der  Fuchs- 
schen  Classe  angehören,  dieselben  wirklichen  singulären  Punkte  haben, 
und  für  welche  Systeme  von  Integralquotienten  existiren,  die  bei  jedem 
Umlaufe  von  x  dieselbe  projective  Substitution  erfahren.     Seien 

zwei  Differentialgleichungen  von  der  angegebenen  Beschaffenheit, 

»i»  **>'•'  ?/„> 

&  9  •     •     •        £* 

~1>     **>  *n 

nmdamentalsysteme  derselben,  deren  Quotienten  bei  jedem  Umlaufe  von 

£  dieselbe  projective  Substitution  erfahren.    Dann  wissen  wir  nach  den 

Ergebnissen  der  Nr.  180  (S.  179),  dass  wir  die  Werthe  der  zl7zv  -•  Zn 

n^h  einem  Umlaufe  von  x  erhalten,  indem  wir  auf  zlf  zi7  •  •  •  zn  die 

-Substitution    anwenden,   welche    die   yl9  #„,•••#„  bei  diesem  Umlaufe 

enahren  haben,    und  dann   die  so   entstandenen    Ausdrücke   noch   mit 

allein  und  demselben  coustanten  Factor    multipliciren.     Daraus  folgt, 

«aas  die  Gleichungen 

z*  =  w*  +  riV*'  +  •  •  ■  +  rn-Jrl)     <"-*.*,-■> 

Ur  die  rt,  rif  •  •  •  r         Ausdrücke  ergeben  müssen,  die  sich  von  ratio- 
*^n  Functionen  von  x  nur  durch  einen  allen  gemeinsamen  Factor 

A 

^rscheiden,  der  selbst  so  beschaffen  ist,  dass  seine  logarithmische 
"^itung  sich  rational  durch  x  ausdrücken  lässt.  Wir  haben  also 
*8ohen  den  abhängigen  Variabein  y,  z  der  Differentialgleichungen 
h  (B)  eine  Beziehung  von  der  Form 

*  *  *  —  A<p0y  +  <pxy' H h  <pH-Jn~~l)), 

^°^lbst  die 


Zonale  Functionen  von  x  sind.     Da   überdies  (A),  (B)   der  Fuchs- 
in   Classe  angehören  sollten,  so  darf  der  Nenner  von 


*c 
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d  log  A 
dx 

nur  einfache  Factoren  enthalten. 

Wir  sagen  allgemein  mit  Herrn  Poincare  von  zwei  linearen 
Differentialgleichungen  (A),  (B)  mit  rationalen  Coefficienten,  sie  ge- 
hörten zur  selben  Familie,  wenn  zwischen  ihren  abhängigen  Variabein 
eine  Beziehung  von  der  Form  (5)  stattfindet,  in  welcher  die  Functionen 
(6)  rational  in  x  sind.  Diese  Beziehung  zwischen  zwei  Differential- 
gleichungen ist  offenbar  eine  gegenseitige;  zwei  Differentialgleichungen 
derselben  Familie  haben  ferner,  wie  man  sofort  übersieht,  bei  geeigneter 
Wahl  eines  Fundamentalsystems  von  Integralquotienten  sowohl  dieselbe 
projective  Monodromiegruppe  #,  als  auch  dieselbe  projective  Transfonna- 
tionsgruppe  0.  Für  Differentialgleichungen  derselben  Art  (Nr.  105, 
S.  120)  ist  einfach  A  gleich  Eins. 

Untersuchen  wir  nun  den  Charakter  der  Differentialgleichungen 
(A)  und  (B)  derselben  Familie  in  der  Umgebung  der  singulären  Stellen. 

Wenn  eine  Stelle  x  =  a  Unbestimmtheitsstelle  für  die  Integrale 
der  einen  Differentialgleichung  ist,  so  ist  sie  es  im  Allgemeinen  auch 
für  alle  Differentialgleichungen  derselben  Familie,  ausgenommen  den 
besonderen  Fall,  wo  sich  die  Unbestimmtheit  bei  x  =  a  durch  Multi- 
plication  von  y  mit  einer  Function  von  x  beseitigen  lässt.  Wir  be- 
schränken uns  im  Folgenden  auf  die  Betrachtung  von  Differentialglei- 
chungen der  Fuchs 'sehen  Classe  und  bemerken  nur,  dass  die  in 
den  Nummern  163  — 165  für  die  Differentialgleichungen  derselben 
Art  und  für  cogrediente  Differentialgleichungen  angestellten  Unter- 
suchungen sich  in  ähnlicher  Weise  auf  den  Begriff  der  Familie  über- 
tragen lassen,  wenn  man,  statt  wie  bei  der  Art  die  Integrale  und  die 
zugehörigen  homogenen  Gruppen,  hier  die  Integralquotienten  und  die 
entsprechenden  projeetiven  Gruppen  zu  Grunde  legt.  Es  folgt  dies 
einfach  daraus,  dass  der  Ucbergang  von  einer  Differentialgleichung  zu 
einer  anderen  von  derselben  Familie  erfolgen  kann,  indem  man  zu- 
nächst zu  einer  Differentialgleichung  derselben  Art  übergeht  und  dann 
die  Transformation  ausführt,  welche   die  Integralquotienten  conservirt. 

Wenn  die  Differentialgleichung  (A)  zur  Fuchs 'sehen  Classe  gehört, 
so  wird  die  Differentialgleichung  (B)  derselben  Familie  dann  und  nur 
dann  auch  zur  Fuchs 'sehen  Classe  gehören,  wenn  A  keine  Unbestimmt- 
heitsstelle enthält,  d.  h.  wenn  der  Nenner  von 

d  log  A 
dx 

nur   einfache   Factoren   besitzt.     Bedeutet   dann   x  =  a   eine  singulare 
Stelle  von  (A),  in  deren  Umgebung  die  Entwickelungen  der  Integrale 
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Logarithmen  enthalten,  so  hat  x  =  a  auch  für  jede  Differentialgleichung 
derselben  Familie  denselben  Charakter. 

Sei  ferner  x  =  a  ein  Punkt,  in  dessen  Umgebung  die  Entwicke- 
longen  der  Integrale  von  (A)  keine  Logarithmen  enthalten,  und  be- 
deuten 

f\ ,    r,,  •     •  r 


i> 


4*     ... 

2> 


die  Wurzeln  der  zu  x  =  a  gehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichung von  (A),  so  haben  die  Wurzeln  der  zu  demselben  Punkte 
gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung  von   (B)  die  Gestalt 

l  +  rx+9i>     *  +  r2  +  üi>  *  *  *  k  +  rn  +  9n, 
wo  k  irgend  eine  beliebige  constante  Grösse  bedeutet  und  g  ,#„,•••  g 
ganze  positive  oder  negative  Zahlen  sind. 

Hieraus  folgt,  dass  Differentialgleichungen  derselben 
Familie  dieselben  wirklichen  singulären  Punkte  haben,  wäh- 
rend ihre  scheinbar  singulären  Stellen  verschieden  sein 
tonnen. 


21*.  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  die  zur  selben  Familie 

gehören.     Satz  von  Poinoarö. 

Wir  specialisiren  nunmehr  die  oben  an  die  Differentialgleichung 
(AJ  geknüpften  Fragen,  indem  wir  uns  auf  die  Betrachtung  der  mit 
(AJ  zur  selben  Familie  gehörigen  Gleichungen  beschränken.  In  der 
That  sind  ja  unter  den  Differentialgleichungen  der  Fuchs 'sehen  Classe, 
deren  projeetive  Monodroiniegruppe  fr  dieselbe  ist,  wie  für  die  Diffe- 
rentialgleichung (A„),  und  deren  wirkliche  singulare  Stellen  mit  denen 
Ton  (A2)  übereinstimmen,  die  mit  (A.,)  zur  selben  Familie  und  zur 
l'uchs'schen  Classe  gehörigen  als  specielle  Fälle  enthalten. 

Sei  die  Differentialgleichung 

v°n  dieser  Beschaffenheit,  dann  ist  also 

z  =  A(fy  +  gy'), 
"'^r,  wie    wir    mit    Rücksicht    auf    die  Nr.   19   (Jld.  1,   S.  f>2)    auch 
treiben  können, 

«  *  =  4  ^  W , 

wo 


8*setzt  wurde. 


M=cJ  "     ,     Al  =  Age  J  ' 
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Ebenso  können  wir  auch  für  beliebiges  n  die  Relation  (5),  die 
zwischen  den  abhängigen  Variabein  zweier  Differentialgleichungen  der- 
selben Familie  besteht,  in  die  Form  setzen 

d  d       1       d  1     d    y 

Tn  —  1     1     2  n  — 1  dx  Vn_x   dx  t'2    dx  0j  ' 

wir  beschränken  uns  aber  der  Einfachheit  wegen  auf  die  Betrachtung 
von  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

Wir  sehen,  dass  der  Uebergang  von  einer  Differentialgleichung  (A) 
zu  einer  andern  derselben  Familie  ausgeführt  werden  kann,  indem 
man  die  abhängige  Variable  y  von  (A)  mit  einer  Function  multiplicirt, 
dann  das  Product  differentiirt,  das  Resultat  abermals  mit  einer  Function 
multiplicirt,  wieder  differentiirt  u.  s.  w. 

Durch  Ausführung  der  Multiplicationen  werden  die  Diffe- 
renzen der  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalglei- 
chungen nicht  geändert,  dagegen  können  diese  Differenzen 
durch  Ausführung  der  Differentiationen  geändert  werden. 

Es  wird  nämlich  im  Allgemeinen  der  Exponent,  zu  welchem  eine 
Function  gehört,  die  sich  im  Punkte  x  =  a  wie  ein  Integral  einer 
linearen  Differentialgleichung  verhält,  durch  Differentiation  um  eine 
Einheit  erniedrigt,  es  kann  aber,  wenn  dieser  Exponent  gleich  Null 
ist,  der  im  Satze  2.  der  Nr.  40  (Bd.  I,  S.  141)  hervorgehobene  Aus- 
nahmefall eintreten.    Sei  z.  B.  für  «  =  2  in  der  Umgebung  von  x  =  a 

My  =  cx{aQ  +  a^x  —  a) -\ )  +  c^ß^x  —  a)  +  ßt(x  —  af -\ ), 

wo  c  9  ct  willkürliche  Constanten  bedeuten,  dann  ist,  wenn 

Mi  — Mi  —  0 

ist,  die  Ableitung  dieses  Ausdruckes  in  der  Form 

«i(3  V*  -«)*  +  •••)  +  (ea  +  £  c,)  (fc  +  2ßa(x  _«)  +  •■■) 

dargestellt.     Während    also    in    der   Differentialgleichung   für  My   die 

zu  x  =  a  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung  die  Wurzeln 

0,  1  hatte,  sind  diese  Wurzeln  für  die  Differentialgleichung,  der 

d{My) 
dx 

genügt,  0,  2  geworden;  der  für  die  erste  Differentialgleichung  reguläre 
Punkt   x  =  a   hat    sich    demnach    in    eine    ausserwesentlich    singulare 
Stelle   verwandelt,   er  ist  also  für  (B„)  jedenfalls  scheinbar  singulärer- 
Punkt    geworden.     So    können    also    durch    die   Differentiationen    neue— 
scheinbar  singulare  Punkte    eingeführt    werden;    es  können    aber    um — - 
gekehrt  auch  scheinbar  singulare  Punkte  versch winden. 
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In  der  That,  wenn  wiederum  für  n  =  2,  z.  B. 

-My  =  *i  K  +  «t  fc  -«)  +  •••)  + «.  (ßt  «*  -  a>2  +  ßz  *  -  «)8  +  •  • •) 

ist,  so  folgt 

*Jg2 -«,(«,  +  2a,  (*-a)  +  •••)  +  «,(2ftÖJ-a)  +  •••); 

während  also  der  Punkt  x  =  a  für  (A2)  jedenfalls  scheinbar  singulare 
Stelle  war,   kann  derselbe   (wenn  nämlich  At  für  x  =  a   weder   ver- 
schwindet  noch   unendlich   wird)    für   (B2)   reguläre    Stelle    geworden 
sein.     Wir  können  allgemein  sagen: 

Die  Differentiation,  die  in  dem  Ausdrucke  (7)  vorkommt,  kann  die 

■Differenz  der  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung  nur 

dann  um  eine  Einheit  vermehren  oder  vermindern,  wenn  eine  dieser 

^V\irzeln  gleich  Null  ist.     Im  Sinne  der  in  der  Nr.  197  (S.  256)  ein- 

S^fÜhrten  Auffassung  heisst  dies,  es  kann  nur  in  diesem  Falle  eine  neue 

scheinbar  singulare  Stelle  eintreten  oder  eine  solche  Stelle  wegfallen. 

Sei 

Differentialgleichung,  welcher  My  genügt,  dann  befriedigt  die  Ab- 
X«i±ung  dieses  Productes  die  Differentialgleichung 


<Fto 


äs?    '    V *         <P0J  dx    »    \^o  tpQ 

d  es  besitzt  die  Differentialgleichung  (8)  genau  ebensoviele  scheinbar 
n|juläre  Stellen  wie  (Ag)  und  (9)  ebensoviele  wie  (B2).     In  die  Glei- 
Unf?  (9)  werden  zunächst  durch  die  Null  st  eilen  von  q>Q  scheinbar 
Slr*fiTuläre  Stellen  eingeführt,  die  in  (8)  nicht  vorhanden  waren. 

In  der  rationalen  Function  <p0  ist,  da  (A2)  zur  Fuchs'schen  Classe 

K^hören  sollte,  der  Zähler  von  um  Zwei  niedrigerem  Grade  wie   der 

^"e**Her.     Möge  q>0  an  ö  Stellen  von  der  zweiten  Ordnung  und  an  e 

^Üen  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  werden,  dann  ist  die  Anzahl 

**^r  endlichen  Nullstellen  von  <p0 

aU<>  „  =  2*  +  «-2, 

v  =  €  (mod  2) . 

*e    einfachen  Unendlichkeitsstellen  von  q>0  sind  in  dem  in  der  Nr.  112 

^^*-  I,  S.  401)  eingeführten  Sinne  einfache  singulare  Punkte  von  (8), 

i^t  also  eine  Lösung  von  (8)  in  der  Umgebung  einer  solchen  Stelle 

Kulär  und  gehört  zum  Exponenten  Null.     Durch  die  Differentiation 

^rd  also  die  Differenz  der  Wurzeln  der  zugehörigen  determinirenden 
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Fundamentalgleichung  um  eine  Einheit  vermehrt  oder  vermindert, 
d.  h.  es  tritt  entweder  ein  neuer  scheinbar  singulärer  Punkt  hinzu, 
oder  es  geht  ein  solcher  verloren.  Die  s  einfachen  Unendlichkeitsstellen 
von  <p0  bewirken  also,  dass  sich  die  Anzahl  der  scheinbaren  singulären 
Stellen  der  Differentialgleichung  (9)  von  der  Anzahl  dieser  Stellen  in 
(8)  um  eine  Zahl  r  unterscheidet,  welche  die  Congruenz 

t~«  (mod  2) 

befriedigt.    Da  durch  die  v  Nullstellen  von  <pQ  ebensoviele   scheinbar 

singulare  Stellen  von  (9)  erzeugt  werden,  betragt  also  die  Gesammtzahl 

der  in  (9)  neu  hinzugetretenen  scheinbar  singulären  Stellen  r  +  v,  und 

es  ist 

t  +  v  eee  2*  =  0  (mod  2). 

Wir  haben  somit  den  von  Herrn  Poincare  herrührenden  Satz: 

Für  alle  Differentialgleichungen  (zweiter  Ordnung)  der 
Fuchs'schen  Classe,  die  zur  selben  Familie  gehören,  lässt 
die  Anzahl  der  scheinbaren  singulären  Stellen  (im  Sinne  der 
Nr.  197,  S.  256)  denselben  Rest  modulo  Zwei. 


219.    Bestimmung   einer  Differentialgleichung   der  Familie  mit   der 
Minimalzahl  von  scheinbar  singulären  Punkten. 

Wenn  für  die  Differentialgleichung  (A2)  die  Zahlen  q  und  6  den- 
selben Rest  modulo  Zwei  lassen,  so  kann  es  eine  Differentialgleichung 
derselben  Familie  geben,  die  6 —  2  scheinbar  singulare  Punkte  besitzt 
(vergl.  Nr.  217,  S.  348)  5  dagegen  ist  dies  nicht  möglich,  wenn  von  den 
Zahlen  q  und  6  die  eine  gerade  und  die  andere  ungerade  ist.  Im 
letzteren  Falle  kann  es  noch  eine  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit 
von  Differentialgleichungen  derselben  Familie  geben,  die  a  —  1  scheinbar 
singulare  Stellen  enthalten,  denn  für  q  =  0  —  1  enthält  der  Coefficient 
p  von  (A9)  einen  Parameter  mehr,  als  durch  die  Forderung  der  Zu- 
gehörigkeit zu  einer  bestimmten  Familie  fixirt  werden. 

Soll  die  Differentialgleichung  (B2),  die  mit  (A2)  zur  selben  Familie 
gehört,  auch  die  Form 

(B8)  -,  -  um 

haben,  so  müssen  in  der  Beziehung 

(io)  z  =  H-zy  +  y'), 

die  zwischen  den  abhängigen  Variabein  von  (A^)  und  (B„)  besteht,  die 
Coefnci enten  ip,  %  der  Gleichung 
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•ii\  2    ,    dl  ,    const. 

Genüge  leisten,  wo  %  eine  rationale  Function  bedeutet.     Es  ist  dann, 
wie  eine  einfache  Rechnung  zeigt, 

02)  «-f  +  ^-Jta' +*'*)■ 

In  diesem  Falle  muss  also  ^  die  Quadratwurzel  aus  einer  rationalen 
Function  sein. 

Nehmen  wir  zunächst  an,  dass  die  Zahlen  q  und  6  in  der  Diffe- 
rentialgleichung (A2)   denselben  Rest  modulo  Zwei  lassen;  sei   dann 

2  m  =  q  —  6 . 

Ware  diese  Zahl  negativ,  so  müsste 

also  jedenfalls  q  kleiner  oder  höchstens  gleich  6  —  2  sein;  in  diesem 
Falle  wäre  die  Differentialgleichung  (A2)  selbst  schon  so  beschaffen, 
dass  die  Anzahl  ihrer  scheinbar  singulären  Stellen  nicht  grösser  ist 
wie  <y  —  2.  Wir  wollen  uns  die  Aufgabe  stellen,  wenn  m  nicht  negativ 
lst,  <jie  Differentialgleichung  (B2)  so  zu  bestimmen,  dass  in  derselben 
höchstens  <*  —  2  scheinbar  singulare  Stellen  auftreten. 
Setzen  wir  zu  diesem  Ende 

(13>,        i_  _   (s  —  &x) (x  —  fr2)  •  • .  (x  —  bQ) (x  —  dl)(x  —  dj--'(x  —  da_2) 

**_  (x  —  aj*  (x-  aj2  ■  ■  •  (x-af  (x—  Clf  (x  -  c/ •  • -(x  —  cj*' 

w°      die    cv  •  •  •  da_2y  eu  ' ' '  cm   vorläufig   unbestimmt    sind,    und    ver- 
SUc**en,    diese    m  +  6  —  2   Constanten   und   eine    (m  -f-  6  —  l)1"   Con- 
^■l*te  c    so  zu  bestimmen,'  dass  die  rationale  Function 


P  +  T»  =  p 


°**     in  die  Form  der  linken  Seite  der  Gleichung  (11) 

(l4)  y2  +  dz 

^  *     '    dx 

^€-n  lässt.     P  wird  im  Unendlichen  von  zweiter  Ordnung  Null,  also 
lasi*4  die  rationale  Function  %  im  Unendlichen  von  der  ersten  Ordnung 
^ehwinden. 

Seien  Ax  für  x  =  1,  2,  •  •  •  v  die  Unendlichkeitsstellen   von   %  und 
**    *lie  zugehörigen  Cauchy\schen  Residus,  dann  ist  offenbar 


x=i 


23* 


366 
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Setzt  man 


so  ist 


*     I     dl 


*   +  dx  =  2j 


v  2  v 


wenn  also 


x=l 


(x-lV 


+  2V 


X^X 


p=y — h+  y— j 


x=l 


x=l 


<*-u 


ist,  so  muss  sein 

(15)  Jf  =  «»  -  « 


X  =  l 


(»  =  1,2,...*) 


Diese  Gleichungen  bestimmen,  wenn  P  gegeben  ist,  die  fix  und  folglich 
die  Function  %.  Wenn  also  die  Xlf  •  •  •  Ay  und  die  Ml9  •  •  •  Jf  bekannt 
sind,  so  sind  dadurch  die  N  }  •  •  •  N  bereits  bestimmt,  falls  P  in  der 
Form 

*   ^  dx 


darstellbar  sein  soll;  es  ist  nämlich 
(16)  '     » 


X*X 


<x  =  l,  2,- ••••), 


x=l 


Setzen  wir 


lim 

X=J„ 

lim 


3f 


Ä. 


(*  —  *,)*         *  — *, 


=  P 


X? 


<*Z 


+ 


da:     (*— ys 


so  ist 
(17) 


—  X 


■«> 


Die  Function  P  hat  die  m  +  <*  +  9  =  v  Unendlichkeitsstellen  zweiter 
Ordnung 


'i> 


Vi 


damit  P  in  der  Form  (14)  darstellbar  sei,  müssen  für  jede  derselben 
die  Bedingung  (17)  oder  die  Gleichungen  (15),  (16)  erfüllt  sein. 

Betrachten  wir  zunächst  die  Unendlichkeitsstellen  b  ,  so  ist,  wenn 
wir  A  =  bx  nehmen,  zufolge  der  durch  die  Gleichungen  (1),  (2) 
(Nr.  217,  S.  348)  gegebenen  Form  von  j), 

M  =  a    =  — , 

x  x  4  J 
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also  nach  (15) 

s  3 

Px  -Px=T 

^Nehmen  wir  z.  B.  die  Wurzel 

_i_ 

^x  ~2 

dieser  Gleichung,  so  lautet  (17) 

P,  2 

x  =  *x    ■ 

Andererseits  ist  aber  nach  (16) 

(18)  *.--!., 

und  nach  (1),  (2) 

C19)  *.-&, 

so    <laas  also 

x         "» 

sein  mu88.     Da  aber  für  x  =  6    die  Function  -;  verschwindet,  so  ist 

X  ■]  ' 

einfach 

*x  =  *x> 

*o  «Ä  die  in  der  Nr.  217  (S.  348)  festgelegte  Bedeutung  hat.  D.  h.  die 
Bedingung  (17)  reducirt  sich  auf 

und  cjjeg  ist  nichts  anderes  wie  die  Gleichung  (3),  welche  besagt,  dass 
*   scheinbar  singulare  Stelle  der  Differentialgleichung  (A3)  ist. 

Für  die  Unendlichkeitsstellen  bx  (x=i,v ••<>)  von  P  sind 
a*so   die  Bedingungen  (17)  schon  von  selbst  erfüllt. 

Wir  können  dann  die  in  P  noch  vorhandenen  m  +  6  —  1  Con- 
8^1^ten  so  einrichten,  dass  die  Bedingungen  (17)  auch  für  die  übrigen 
w  ~"f~  6  Unendlichkeitsstellen  von  P  erfüllt  sind,  denn  wegen  der 
^leächung 

x=*l 

S1**ci     nur   m  -j-  (j  —  1    dieser  Bedingungen   von   einander   unabhängig. 
a**n   hat  also  P  die  Form  (14).     Die  Function  %  lässt  sich  alsdann 
*    die  folgende  Weise  bestimmen. 
Es  ist: 

r  =  V-^ '  ^    '     i  V  D" 

*        ^1  x  —  ax         2  ^  x  —  bx  ~  ^L  x  —  cx  } 

x=l  x=l  x  =  l 

00  dass  also  die  2m  +  6  =  9  Grossen 
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Gt »  •  *  •  CL;    c, ,  •  •  •  c  :    D.j-'-D 

1  /  a  *       1 "  /« 7  1 "  w 

zu  bestimmen  sind.     Dies  geschieht  mit  Hülfe  der  aus  (18),  (19)  fol- 
genden q  Gleichungen 

(20)  —  %x  =  ßx         (*=i,  *,•■•<>)• 

Setzen  wir 

H(x) 
%  = 


a  q  > 

K(x)  JJ(x  -  ax)  ]j[{x-  K) 


x=l  x=l 


wo  H(x)  eine  ganze  rationale  Function  (m  -f-  q  -f"  <*  —  l)ten  Grades, 
JT(x)  eine  ebensolche  Function  mien  Grades  bedeutet,  so  erkennt  man 
leicht,  dass  die  Gleichungen  (20)  in  den  Coefficienten  von  H(x)  und 
K(x)  linear  sind;  das  Gleiche  gilt  von  den  Gleichungen 

lim  [(x  —  bx)%]  =  —  2  («-i,«, ■  ••?), 

welche  besagen,  dass  das  Residu  von  %  in  Bezug  auf  bn  gleich  —  — 

ist.  Diese  Gleichungen  reichen  im  Allgemeinen  zur  Bestimmung  der 
Coefficienten  von  H{x)  und  K(x)  gerade  aus,  so  dass  also  im  Allge- 
meinen die  Bestimmung  von  %  auch  nur  auf  eine  einzige  Weise 
möglich  ist. 

Hat  man  %  und  dadurch  auch  P  und  #  bestimmt,  so  genügt 

*  =  *(—  %y  +  y) 

der  Differentialgleichung  (B2),  wo  q  durch  (12)  gegeben  wird. 

Von  dieser  Gleichung  ist  zunächst  leicht  einzusehen,  dass  sie  die 
Punkte  btJ  &2,  •  •  •  6  nicht  mehr  zu  scheinbar  singulären  Stellen  hat, 
sondern  dass  sich  das  allgemeine  Integral  von  (B2)  in  der  Umgebung 
von  bx  regulär  verhält.  Es  ist  nämlich  für  das  allgemeine  Integral  y 
von  (A2)  in  der  Umgebung  von  bx 


i 


y  =  (*  -  6X)    '  («0  +  ax(*  -  6^  +  c,(*  -  bf  +  •••), 

!i-(*-y"i'(-TS+Y«.(*-y+-)» 

also  da 


ist,  erhält  man 

_  i 

2 


—  %y  +  y'  =  (*  —  &x)     (y0  +  ^  —  &*>  H — )• 
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Endlich  ist 

1 

*(*)  =  (x  -  bx)2\d0  +  8t{x  -  ^  +  . . .), 
also  in  der  That 

*  =  h  +  *i(*  —  U  +  ««(*  —  b*f  H • 

Dagegen  hat  die  Differentialgleichung  (Bg)  die  Stellen  £i;  22,  •  •  •  da_% 
zu  scheinbar  singulären  Punkten,  so  dass  also,  wie  verlangt  worden 
^»r,  (B2)  nicht  mehr  wie  6  —  2  scheinbar  singulare  Punkte  besitzt, 
d.   Ii.  genauer  gesagt,  nicht  mehr  wie  6  —  2  einfache,  von  den  wirklich 

• 

S1**gnlären  Stellen  a19  at,  •  •  •  aa  ,  x  getrennt  liegende  scheinbar  singu- 
lare Punkte. 

Für  die  wirklich  singulären  Stellen  a1?  a2,  •  •  •  aff  ,  x  stimmen,  wio 
man  sofort  übersieht,  die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamental- 
gleichungen der  Differentialgleichungen  (A2)  und  (B2)  überein,  wenn, 
wie  ^ir  bisher  stillschweigend  vorausgesetzt  haben,  keine  der  Grössen 
\  >  &2,  •  •  •  b  und  dv  d27  •  •  •  da_2  mit  einer  der  Grössen  av  av  •  •  •  ao  ,  x 
zusammenfällt. 

220.    Die  Beduoirte  der  Familie.    Allgemeine  Bemerkungen. 

Die  Reduction  der  Differentialgleichung  (As)  auf  (B2)  ist  aber  in 
g^iiuu  derselben  Weise  ausführbar,  wenn  einige  der  Punkte  bv  b27  •  •  •  6 
mit;    Punkten  der  Reihe  öl,  aaJ  •  •  •  a  ,  a   ,  ,  coincidiren,  denn  das  zur 
Herstellung  der  Function  ^  eingeschlagene  Verfahren  lässt  sich  auch 
ia     diesem  Falle  in  ganz  unveränderter  Form  anwenden. 

Uehmen  wir  also  an,  es  mögen  für  die  Differentialgleichung  (A2) 

UXx^     dem   wirklich   singulären  Punkte  ax  etwa  gx  scheinbar   singulare 

*Vr*k:te  vereinigt  sein,  d.  h.  im  Sinne  der  in  der  Nr.  197  (S.  256)  ein- 

Se*ilhrten  gprec^eige^   es  sei   der  reale  Theil    von    dx   zwischen    den 

P^saitiven  ganzen  Zahlen  <jx  und  gx  +  1  gelegen,  ferner  mögen  bl7bv   -b 

}**    Von  den  wirklichen  singulären  Punkten  getrennt  liegenden  scheinbar 

1  Biliaren  Stellen  bedeuten,  die  wir  nach  wie  vor  als  einfache  vor- 

llllssetzen  wollen.     Wir  können  dann  die  Reduction  von  (A0)  auf  (BJ 

vornehmen,  dass  wir  nebst  den  r  Stellen  bi9  •  •  •  b%  noch  jeden  der 

u**fcte  ax  J7x-fach,  wo 

S    uls  scheinbar  singulären  Punkt  aufzählen,  es  muss  nur 

x  +  '^g,  =  *  (mod  2) 


L 
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sein.     In  (13)  hat  man  dann 

X  =  l  X=l 

und  ferner  etwa 

6*+i  =  *  '  '  =  6r+^+i  =  ai  >     6*+5l+2  =  '  ' '  =  K+-gi+-9%+i  =  a2  > 

u.  s.  w. 

zu  nehmen.  Wenn  einige  der  b.  gleich  Unendlich  zu  nehmen  sind,  so 
sind  natürlich  die  entsprechenden  Linearfactoren  im  Zähler  von  (13) 
einfach  wegzulassen,  indem  ja  bekanntlich  dem  Auftreten  einer  unend- 
lichen Wurzel  in  einer  Gleichung  stets  die  Erniedrigung  des  Grades 
der  Gleichung  um  eine  Einheit  entspricht.  In  der  Differentialgleichung 
(B2),  die  auf  diese  Weise  entsteht,  ist  die  Differenz  der  Wurzeln  der 
zu  ax  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung  im  Allgemeinen 

gleich 

Öx  —  gx        (x=i12,.-o) 

geworden,  und  an  die  Stelle  der  6i;  &2,  •  •  •  b    sind  die  6  —  2  einfachen 
(im  Allgemeinen  von  den  ax  getrennt  liegenden)  scheinbar  singulären 
Stellen  dv  d2,  •  •  •  da_2  eingetreten. 
Nehmen  wir  insbesondere 

ffx  =  ffx      •  (*=»i,V--«  +  i), 
so  dass  also 

X=l 

die  wirklich  vorhandene  Anzahl  einfacher  scheinbar  singulärer  Stellen 
(im  Sinne  der  Nr.  197,  S.  256)  angiebt;  wenn  dann  q  und  ö  modulo 
Zwei  gleiche  Reste  lassen,  und  wir  durch  blf  •  •  •  b  die  sämmtlichen 
scheinbar  singulären  Stellen  (jede  so  oft  gezählt,  als  ihre  Vielfachheit 
erfordert)  bezeichnen,  so  ergiebt  das  zur  Bestimmung  der  Function 
(13)  dargelegte  Verfahren  eine  mit  (A2)  zur  selben  Familie  gehörige 
Differentialgleichung  (B2),  die  im  strengen  Sinne  des  Wortes  nur  6  —  2 
einfache  scheinbar  singulare  Stellen  besitzt.  Von  diesen  Stellen  können 
eventuell  auch  einige  in  die  Punkte  alf  a2,  •  •  •  aa,  aa,l  hineinfallen; 
im  Allgemeinen  liegen  die  cv  d2,  •  •  •  ca_%  von  einander  und  von  den 
ax  getrennt,  und  dann  ist  die  Differenz  der  Wurzeln  der  zu  a  gehörigen 
determinirenden  Fundamentalgleichung  von  (B2)  gleich  d  —  g  .  Da 
die  zur  Bestimmung  von  #  beziehungsweise  %  dienenden  Gleichungen 
eine  eindeutige  Bestimmung  liefern,  so  giebt  es  auch  stets  nur  eine 
Differentialgleichung  von  der  für  (B2)  angegebenen  Beschaffenheit,  die 
mit  (A2)  zur  selben  Familie  gehört.     Wir  haben  also  den  Satz: 
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Wenn  die  Differentialgleichung  (A2)  6  wirkliche  im  End- 
lichen gelegene  und  q  einfach  zu  zählende  scheinbar  singu- 
lare Stellen  besitzt,  so  giebt  es,  wenn  q  und  6  modulo  Zwei 
gleiche  Reste  lassen,  eine  und  nur  eine  mit  (A,)  zur  selben 
familie   gehörige  Differentialgleichung  (Bg),   die   nur   6  —  2 
einfach   zu   zählende   scheinbar   singulare   Stellen   hat.     Man 
nennt  diese  Differentialgleichung  (B2)  nach  Herrn  Poincare 
die  Reducirte  der  Familie. 

Wenn  q  und  6  modulo  Zwei  incongruent  sind,  so  kann  man  auf 
a:maloge  Weise  zeigen,  dass  sich  eine  mit  (Ag)  zur  selben  Familie  ge- 
hörige Differentialgleichung  (B2)  bestimmen  lässt,  die  6  —  1  scheinbar 
singulare  Punkte  besitzt  und  deren  Coefficient  q  noch  einen  willkürlich 
bleibenden  Parameter  enthält.   Ueber  diesen  kann  man  z.  B.  so  disponiren, 
cJass  einer  der  6  —  2  scheinbar  singulären  Punkte  eine  vorgeschriebene 
tage  erhält.    Dabei  liefern  dann  die  Bestimmungsgleichungen  von  (B2) 
diese  Gleichung  auch  in  eindeutiger  Weise.     Man  kann  dann  ebenso 
wie  vorhin  die  Reduction  entweder  so  ausführen,    dass  man  nur  die 
von  den  wirklichen  singulären  Punkten  getrennt  liegenden  scheinbaren 
singulären  Stellen  in's  Spiel  bringt,  oder  so,  dass  man  auch  noch  einen 
rheil  der  mit  wirklichen  eoineidirenden  scheinbaren  singulären  Stellen, 
oder  endlich   so,   dass   man   alle   scheinbaren   singulären    Stellen   (im 
strengen  Sinne)  mit   heranzieht.     Im  letzteren  Falle  erhält  man  eine 
ei*3deutig  determinirte  Differentialgleichung  (Bg),  die  genau  6  —  1  ein- 
***«?h  zu  zählende  scheinbar  singulare   Stellen   besitzt   (über  eine    der- 
^^Jben  ist  willkürlich  disponirt  worden),  und  die  in  diesem  Falle  als 
e   Reducirte  der  Familie  anzusehen  ist. 

Es  bedarf  noch  der  Erörterung,   dass  die  Reducirte    innerhalb 

Familie  auch  wirklich  eindeutig  determinirt  ist,  d.  h.  dass  man 

zur  selben  Reducirten   kommt,  von  welcher  Differentialgleichung 

4)  der  Familie   man  auch   ausgegangen   sein   mag.     Hat   man   aber 

«i  Differentialgleichungen,  die  zur  selben  Familie  gehören,  für  welche 

Wurzeln  der  zu  den  wirklichen  singulären  Punkten  al9  a%}  •  •  •  aa ,  t 

örigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  übereinstimmen,  und 

*Ü«  nicht   mehr  wie    6  —  2    einfach  zu  zählende  scheinbar   singulare 

^teilen  besitzen,  so  muss  in  der  zwischen  den  abhängigen  Variabein  y,  z 

bestehenden  Beziehung 

0=4(fy  +  gy') 

9  verschwinden  und  Af  sich  auf  eine  Constante  reduciren,  d.  h.  die 
Differentialgleichungen  sind  identisch.  Also  kann  es  innerhalb  einer 
*&milie  nicht  zwei  verschiedene  Reducirte  geben. 
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Die  hier  für  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  entwickelten 
Resultate  lassen  sich  im  Wesentlichen  auch  auf  Differentialgleichungen 
beliebiger  Ordnung  übertragen.  Wir  wollen  dies  hier  des  Näheren  nicht 
ausführen,  sondern  ähnliche  Betrachtungen,  wie  wir  sie  hier  für  die 
Integralquotienten  einer  linearen  Differentialgleichung  angestellt 
haben,  nunmehr  für  die  Integrale  selbst  anstellen  und  dabei  die 
Ordnung  der  Differentialgleichung  beliebig  lassen.  Wenn  es  nämlich 
auch  bei  Behandlung  der  Umkehrungsfragen  geboten  erscheint,  die 
Integralquotienten  in  den  Vordergrund  der  Untersuchung  zu  stellen,  so 
darf  man  doch  hierbei  nicht  stehen  bleiben.  Denn  eine  nicht  geringe 
Anzahl  von  Eigenschaften  tritt  deutlicher  hervor,  wenn  man  statt  der 
Quotienten  die  Integrale  selbst  studirt,  andere  Eigenschaften  können 
überhaupt  nur  an  den  Integralen  dargelegt  werden. 

Es  ist  dies  eine  ähnliche  Erscheinung,  wie  sie  auch  in  vielen 
anderen  Gebieten  der  Mathematik  zu  Tage  tritt,  wo  durch  den  Ueber- 
gang  von  nicht  homogenen  Ausdrücken  zu  homogenen  Vieles  verein- 
facht, Vieles  überhaupt  erst  zugänglich  wird,  so  z.  B.  in  der  algebraischen 
und  arithmetischen  Theorie  der  algebraischen  Formen,  wo  manche 
Fragen  erst  bei  Betrachtung  homogener  Functionen  formulirt  werden 
können.  Dass  auch  bei  den  Umkehrproblemen  die  Betrachtung  der 
Integrale  selbst  zu  wesentlich  neuen  Gesichtspunkten  führt,  wird  sich 
an  späterer  Stelle  zeigen,  wo  wir  statt  z.  B.  für  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  Functionen  des  Integralquotienten 

1     yi 

zu  untersuchen,  homogene  Functionen  der  Integrale  y  f  y%  studiren 
werden.  Von  der  Betrachtung  homogener  Functionen  der  y  }  y2  können 
wir  dann  stets  wieder  zu  den  Functionen  von  rj  herabsteigen,  indem 
wir  den  Grad  jener  homogenen  Functionen  gleich  Null  annehmen. 


221.    Differentialgleichung  für  die  Integralquotienten  einer  linearen 

Differentialgleichung  dritter  Ordnung. 

Ehe  wir  das  Gebiet  der  Integralquotienten  verlassen,  wollen  wir 
der  Vollständigkeit  wegen  noch  die  algebraische  Differentialgleichung 
aufstellen,  der  die  Integralquotienten  einer  linearen  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung  Genüge  leisten.  Wir  wissen,  dass  diese  Differential- 
gleichung von  der  fünften  Ordnung  sein  muss  (Nr.  180,  S.  181);  sie 
spielt  für  n  =  3  dieselbe  Rolle  wie  die  Gleichung  (4)  der  Nr.  180 
(S.  184)  für  n  =  2. 
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Möge  die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  in  der  Form 

vorgelegt  sein.  Dann  lässt  sich  durch  Integration  der  Differentialgleichung 

57  +  tM-o 

oder,  wenn 

i.  —  ^i 

?—  dx 

gesetzt  wird,  durch  Integration  von 
die    Differentialgleichung  für  y  in  die  Form  setzen 

(i)  *■  +  *„_■<), 

dt?  ■         ' 

^o     CNr.  183,  S.  198) 

dz 

(*.*\'^       *  dx' 

SU  ^Ä/ 

*iehmen  ist. 

Seien  ui;  us  zwei  linear  unabhängige  Lösungen  von  (1),  dann  ist 

*~**i  wir 

»1 

^     ^^n.     Wir    erhalten    folglich    mit    Rücksicht    auf    die    Differential- 
K    ^i^hung  (1) 

c^  2  *  ds3  <**  dz2  ^      dz*  <**  l   ' 

0  =  V(3)(*)  +  3u/ (*)*"(*)  +  3»^)^), 

die  oberen  Accente  Ableitungen  nach  #  bedeuten. 
Differentiiren  wir  diese  Gleichung  zweimal  nach  z  und  entfernen 
Hülfe  von  (1)  die  Ableitungen  höherer  als  zweiter  Ordnung  von 
uu    so  kommt 


t 
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0  =  (sw(z)  -  3s'(ä)»)m1  +  4Ml'(*ys)(*)  +  &u;'(z)$"(z), 

0  =  [s(&)(s)  —  9s"(e)&  +  3s'  (e)»'  (*)>,  +  [5sw(«)  —  3s'(«)^]w/(«) 

+  lOw/»^*). 
Eliminiren  wir  aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  aus  (2)  die  Grossen 

so  erhalten  wir  die  gesuchte  Differentialgleichung  fünfter  Ordnung  für 
die  Integralquotienten  s  von  (1)  in  der  Form 


d6s 
dz5 

n  d  8  o.        *  d8d& 

—  v  — =  9  —  6  -j-  -j— 

ü£                dz  dz 

5*'       8?* 

d*4           <** 

dz9 

d4«         o  ds  A 
ds4            <** 

4  — ö 
d*8 

ad*s 
d** 

d^ 
d*3 

3  — 
d*2 

d* 

=  0. 


Bedeuten  sl9  s2  zwei  Lösungen  dieser  Differentialgleichung,  so  ist 
die  allgemeine  Lösung  s  in  der  Form 

A  +  Bs1  +  C8% 


s  = 


darstellbar,  wo  A9  B,  C,  A'y  B\  C  willkürliche  Integrationsconstanten 
bedeuten,  und  ein  Fundamentalsystem  von  (1)  ist  durch 


(«;w«;»-*;w«;«) 


3 


sl(slf\z)s2,(z)  —  s1\z)s2,,(z))      , 

__  1 

gegeben  (vergl.  Nr.  180,  S.  181,  Nr.  179,  S.  175). 


Achtes  Kapitel. 

222.    Differentialgleichungen  und  Functionssysteme,  die  zur  selben 

Classe  gehören.     Sätze  von  Biemann. 

Die  nun  folgenden  Untersuchungen   schliessen  sich   enge   an   die 

in  der  Nr.  162  (S.  156)  skizzirte  Art  und  Weise  au,  wie  Rie- 

nn  die  Theorie  der  durch  die  Gauss 'sehe  Reihe  definirten  Function 

^^twickelt  und,  wie  aus  den  aus  seinem  Nachlasse  zuerst  im  Jahre  1876 

^fcuint  gemachten  Fragmenten  hervorgeht,  auch  in  die  Theorie  der 

Ä**gemeinen  linearen  Differentialgleichungen  einzudringen  versucht  hat. 

Wir  haben  zwei  lineare  Differentialgleichungen  der  Fuchs'schen 

e   derselben   Familie   zugezahlt,   wenn   sie   dieselben   wirklichen 

Slr*gnlaren  Punkte  besitzen  und  wenn  sich  zwei  Systeme  von  Integral- 

H^otienten  angeben  lassen,  die  bei  Umläufen  der  unabhängigen  Variabein 

114     diese  singulären  Punkte  auch  dieselben  projeetiven  Substitutionen 

1"*^hren.     Die   scheinbar   singulären   Stellen,    die   für   Differentialglei- 

****x*gen  derselben  Familie  noch  verschieden  sein  können,  sind  im  All- 

^^^einen  Unendlichkeitsstellen   der  Integralquotienten,   in  deren  Um- 

^^t>iing  sich  die  Integralquotienten  verhalten  wie  rationale  Functionen. 

^7*a   "Würde  also  den  Anschein  haben,  dass  wir  das  Analogon  dessen,  was 

^**     die  Integralquotienten   die  Familie  ist,  bei  Betrachtung  der  Inte- 

*^*"^le   selbst  in   der  Zugehörigkeit   zweier  Differentialgleichungen   zur 

**>en  Art  zu  suchen  hätten. 

In  der  That  stimmen  für  die  Integrale  zweier  Differentialglei- 
^^■^Xigen  derselben  Art  (vergl.  Nr.  165,  S.  120)  diejenigen  singulären 
^^*vkte  überein,  in  deren  Umgebung  sich  die  Integrale  verzweigen  oder, 
^**n  die  Differentialgleichung  nicht  zur  Fuchs'schen  Classe  gehört, 
^  bestimmt  werden,  und  es  können  sich  nur  diejenigen  singulären 
_**lte  ändern,  in  deren  Umgebung  die  Integrale  das  Verhalten  von 
Zonalen  Functionen  zeigen.  Nun  kann  schon,  wenn  wir  die  Integral- 
<i  °tienten  einer  und  derselben  Differentialgleichung  betrachten,  eine 
^lle,   die  für   einen   dieser  Quotienten   eine  reguläre  Stelle   ist,   für 
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einen  anderen  eine  Unendlichkeitsstelle  sein.  Dagegen  ist  für  die  Inte- 
grale selbst  das  Auftreten  einer  Unendlichkeitsstelle  für  ein  Integral 
insofern  charakteristisch ,  als  es  dann  in  jedem  Fundamentalsysteme 
mindestens  ein  Integral  geben  muss,  welches  an  dieser  Stelle  ebenfalls 
unendlich  wird.  Es  liegt  dies  eben  daran,  dass  von  zwei  Funda- 
mentalsystemen von  Integralen  das  eine  durch  das  andere  ganz  linear 
darstellbar  ist,  während  Fundamentalsysteme  von  Integralquotienten  als 
gebrochene  lineare  Functionen  von  einander  erscheinen. 

Suchen  wir  also  das  Analogon  der  Zugehörigkeit  zweier  linearer 
Differentialgleichungen,  deren  Integralquotienten  wir  betrachten,  zur 
selben  Familie,  so  werden  wir  den  Integralen  nicht  nur  dieselben  Ver- 
zweigungs-  und  Unbestimmtheitsstellen,  sondern  überhaupt  dieselben 
singulären  Stellen  zu  erhalten  haben,  d.  h.  wir  werden  unter  den 
Differentialgleichungen  derselben  Art  noch  diejenigen  aussondern,  für 
welche  auch  die  singulären  Stellen,  in  denen  Integrale  wie  rationale 
Functionen  unendlich  werden  (Kategorie  3.  der  in  der  Nr.  165,  S.  119 
aufgestellten  Classification),  dieselben  sind. 

Wir  sagen  mit  Riemann,  dass  zwei  Differentialgleichungen  der- 
selben Art  insbesondere  zur  selben  Classe  gehören,  wenn  auch  die 
Unendlichkeitsstellen  ihrer  Integrale,  wo  sich  diese  Integrale  wie  ratio 
nale  Functionen  verhalten,  übereinstimmen,  d.  h.  wenn  die  sämmtlichen 
wesentlichen  singulären  Punkte  in  beiden  Differentialgleichungen 
dieselben  sind. 

Zwei  Differentialgleichungen  der  Fuch suchen  Classe  gehören  also 
dann  und  nur  dann  zur  selben  Classe  im  Sinne  von  Riemann,  wenn 
ihre  sämmtlichen  wesentlichen  singulären  Stellen  übereinstimmen,  und 
wenn  überdies  Fundamentalsysteme  dieser  Differentialgleichungen 
existiren,  die  cogredient  sind,  d.  h.  bei  Umläufen  um  dieselben  singu- 
lären Stellen  auch  dieselben  Substitutionen  erfahren*). 

Wir  beschränken  uns  im  Folgenden  auf  die  Betrachtung  von 
Differentialgleichungen  der  Fuch suchen  Classe. 

Sei 

(A)  *±+p*^l*  +  ...+p     *y  +  py  =  Q 

V     /  dxn      I     Vi  dxn-l     I  I     tn-ldx     '     r*J 


*)  In  seinen  in  den  Sitzungsberichten  der  Berliner  Akademie  vom  Jahre  1888 
und  folg.  veröffentlichten  Arbeiten  bedient  sich  Herr  Fuchs  der  Bezeichnung 
„('lasse"  für  die  Gesammtheit  derjenigen  linearen  Differentialgleichungen,  die 
nach  unserer  im  Anschlüsse  an  Herrn  Poincare  (Acta  Mathematica  Bd.  5,  1884) 
gewählten  Terminologie  zur  selben  „Art"  gehören.  Wir  haben  den  Classen- 
begriff  in  der  ursprünglich  von  Riemann  festgesetzten  Form  beibehalten. 
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eine  solche  Differentialgleichung,  a19  a2,  •  •  •  aa    die   im  Endlichen  ge- 
Jqgcnen,  aa  ,  x  =  oo  der  unendlich  ferne  wesentlich  singulare  Punkt  und 
^i  9   \t '  *  *  ^    ^e  ausserwesentlich  singulären  Punkte.     Ferner  seien 

ie  Elemente  irgend  eines  Fundamentalsystemes  von  (A), 

9«i»   9<2,  ••■  9„         (*=i,v  •*+!) 
<  Elemente  des  zu  x  =  ax  gehörigen  canonischen  Fundamentalsystemes, 

ie  Wurzeln  der  zu   x  =  ax  gehörigen  determinirenden  Fundamental- 
f^leichung,  endlich  mögen 

A>     A2>    '  '  '    Äo>     Äo+l 

«Ae  dem  Fundamentalsysteme  y  7  y2,  •  •  •  yn  entsprechenden  Fundamental- 
£*iibstitutionen  bedeuten,  die  bei  der  gewohnten  durch  die  Fig.  2 
(^r.  208,  S.  304)  angedeuteten  Zerschneidung  der  rc-Ebene  in  eine 
einfach  zusammenhängende  Hache  T  den  Ueberschreitungen  der  Quer- 
schnitte 

li>   h>  '  '  '  K 

entsprechen.    Da  unter  den  «,,•••  aaJ  «,  ,  j  auch  die  Stellen  enthalten 
wnd,  an  denen  einzelne  Integrale  unendlich  werden,  ohne  sich  zu  ver- 

z^B^eigen,  so  können   einzelne  der  Substitutionen  Ax  sich  auch  auf  die 

ic*^fliisehe  Substitution  1  reduciren. 
Bedeutet 

-  *^J  qn f-  q,  —    T  +  •  •  •  +  q  z  =  0 

Iodxn  ^^  dxn~1^        ^*n 

.    *  **^   Differentialgleichung,  die  mit  (A)  zur  selben  Classe  gehört,  so  ist 
**^Mifalls,  da  (A)  und  (B)  zur  selben  Art  gehören, 

O  z  -  r0y  +  ry  +  •  •  •  +  r,^«/-1', 


die   rft,  r,,  •  •  •  r     t    rationale  Functionen  von  x  darstellen.     Diese 

,^-^ionalen  Functionen   müssen  aber  überdies  so  beschaffen  sein,   dass 

**^   durch   die  Gleichung  (C)  definirte  Function  z  an  keiner  von  den 

^*  >  o8,  •  •  •  aa  verschiedenen  endlichen  Stelle  unendlich  wird.    Dagegen 

^^nn   die   Differentialgleichung   (B)    im   Allgemeinen   ausserwesentlich 

**igulare  Stellen  besitzen,  die  von  denen  der  Differentialgleichung  (A) 

^  hinschieden  sind.     Für  eine  wesentlich  singulare  Stelle  x  =  a    können 

*^*ch  die  Wurzeln   der  determinirenden   Fundamentalgleichung  von  (B) 

^"on  den  r    ,  r    ,  •  •  •  r      nur  um  ganze  Zahlen  unterscheiden. 
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Wir  sagen  von  dem  mit  y1}  y2,  •  •  •  yn  cogredienten  Fundamental- 
systeme 

W  *.  -  r0yx  +  rt  y;  +  ■  ■  •  +  r^rf-", 

es  sei  ein  Functionssystem,  welches  mit  dem  Fnnctionssysteme 
Vit  Vif  "  '  Vn  zur  selben  Classe  gehört.  Diese  Definition  stimmt 
dann  offenbar  mit  der  folgenden  überein. 

Ein   System   von   n   Functionen    z1}  &i}  •  •  •  zn7    die    in    der 

einfach  zusammenhängenden  Fläche  T  allenthalben  eindeutig 
und  endlich  sind,  beim  Ueberschreiten  der  Querschnitte 
l19  l2,  •  •  •  la  die  Substitutionen  Alf  A2,  •  •  •  Aa  erfahren  und 
keine  Stelle  der  Unbestimmtheit  besitzen,  gehört  mit 
tfi7  Vn  ' ' '  Vn  zur  selben  Classe. 

In  der  That  befriedigt  jedes  so  beschaffene  Functionssystem  eine 
lineare  homogene  Differentialgleichung  von  höchstens  n*6*  Ordnung  der 
Fuchs 'sehen  Classe,  die  mit  (A)  zur  selben  Classe  gehört. 

Seien 

(2)  8U1,    SxV   •  -.   Sxn  (x  =  1,2>...<t+1) 

die  Wurzeln  der  zu  x  =  ax  gehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichung der  Differentialgleichung  (B),  so  sagen  wir  mit  Riemann, 
diese  Zahlen  seien  die  Exponenten  des  Functionssystems 
gx>  z%>  '  *  *  0nm  -^8  w*rc^  uns  wesentlich  darauf  ankommen,  festzustellen, 
inwieweit  ein  mit  yl9  y2,  •  •  •  yn  zur  selben  Classe  gehöriges  Functions- 
system durch  Angabe  seiner  Exponenten  (die  sich  natürlich  von  den 
entsprechenden  rxi  nur  durch  additive  ganze  Zahlen  unterscheiden 
können)  bestimmt  ist. 

Hat  man  (w  +  1)  Systeme  von  je  n  Functionen,  die  zur  selben 
Classe  gehören, 

y*v  y*v  ••-  y*n     c«-i.v—+i>. 

so  besteht  zwischen  diesen  Systemen  eine  homogene  lineare  Beziehung, 
deren  Coefficienten  ganze  rationale  Functionen  von  x  sind. 
Denn  setzt  man 

so  sind  die  <pl9  y2,  •  •  •  <pn  ,  t  proportional  den  aus  dem  Systeme 

(y.x)  (»  =  1,2,.      n  +  l;  x  =  l,2,.  ■ .  n) 

gebildeten  Determinanten  wtor  Ordnung.  Diese  Determinanten  sind  abei — 
nach  dem  AppelTschen  Satze  (Nr.  15,  Bd.  I,  S.  40)  proportional  mit 
gewissen  ganzen  rationalen  Functionen  von  x. 
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Betrachten  wir   insbesondere    die   Beziehungen  (1),    die   zwischen 

*vBv  " '  0*  un(^  ^en  Ableitungen  der  yl9  yif  •  •  •  yn  bestehen,  welch* 

letztere  ja  offenbar  Functionssysteme  sind,  die  mit  yl9  j/2,  •  •  •  yn  zur 

selben  Classe  gehören.     Diese  Beziehungen   lassen   sich   in    die  Form 

setzen 

(3)    9».-*99.+K*;+'--+K-ii£~l)    <*-».*■•••>. 

wo  die  gy  hQ}  hl7  •  •  •  hn_1  ganze  rationale  Functionen  von  x  bedeuten. 
Sei  x  =  c  eine  Wurzel  der  Gleichung 

g(x)  =  o. 

Wenn  x  =  c  mit  keiner  der  wesentlichen  singulären  Stellen  al9a%9-'  aa 
zusammenfallt,  so  sind  die  z19  z29  •  •  •  zn  für  x  =  c  jedenfalls  endlich, 
also  müssen  in  diesem  Punkte  die  Ausdrücke 

Kv.  +  *i  v;  +  •  •  •  +  K-Jr"     <*  - l-  *•  •  •  ■  •» 

verschwinden.  Wenn  nun,  wie  wir  voraussetzen  können,  die  ganzen 
Functionen 

ff,   K  hi>  '  •  *  A«-i 

deinen  gemeinsamen  Theiler  besitzen,  so  können  für  x  =  c  nicht  alle 
STA  eich  Null  sein;  also  muss  die.  Determinante 

D(ylfy2,  •  •  •  yj 

*  Ö J*  x  =  c  verschwinden.  Diese  Determinante  verschwindet  aber  nur 
***!•  singulare  Punkte  der  Differentialgleichung  (A),  wir  haben  also 
a^n  Satz: 

Der  Coefficient  y  der  zx  in  den  Gleichungen  (3)  kann  nur 

*  tir  die  singulären  Stellen  der  Differentialgleichung  (A)  ver- 
geh winden. 


223.    Bestimmung  einer  Differentialgleichung  der  Classe, 
Flexen  determinirende  Gleichungen  zwischen  Null  und  Eins  gelegene 

Wurzeln  haben. 

Wenn  g  nur  in  den    wesentlichen  singulären   Stellen   von  (A) 

gleich  Null   wird,    so   definiren   die   Gleichungen  (3)  bei   willkürlicher 

***hl  der  ganzen  rationalen  Functionen  h0,  h19  •    -  hH  _x  ein  Functions- 

^stem  [z  ],  welches  mit  \y  ]   zur  selben  Classe  gehört.     Dies  ist  also 

^sbesondere  der  Fall,  wenn  g  gleich  einer  Constanten  gewählt  wird. 

Diese  einfache  Bemerkung  soll  uns  dazu  dienen,  um  von  der 
Differentialgleichung  (A)  zu  einer  Differentialgleichung  derselben  Classe 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.   II.  24 
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überzugehen,  in  welcher  die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamental- 
gleichungen gewisse  vorgeschriebene  Abweichungen  von  den  ent- 
sprechenden Grössen  der  Gleichung  (A)  zeigen. 

Denken  wir  uns  die  Differentialgleichung  (A)  in  der  Umgebung 
einer  gewissen  wesentlichen  oder  ausserwesentlichen  singulären  Stelle 
x  =  a  in  der  Normalform  (Nr.  44,  Bd.  I,  S.  154)  geschrieben 

(A)  (x  -  a)*Pn(x)y"  +  (x  -  a)-1P„_1(*)jf-1>  +  •  •  •  +  P0{x)y 

-PGO-o 

und  setzen  wir 

*  =  B0y  +  (x  -  a)By  +...  +  (*_  a)""1*..,  jf" l»  -  R(y), 

wo  also  die  P  ,  P  , ,  •  •  •  Pn  bestimmte,  die  R  , ,  •  •  •  RA  noch  ge- 
eignet  zu  wählende  ganze  rationale  Functionen  von  x  bedeuten,  von 
denen  Pn  und  Rn_1  für  x  =  a  nicht  verschwinden,  so  genügt  z  einer 
mit  (A)  zur  selben  Classe  gehörigen  Differentialgleichung,  die  wir  uns 
bei  x  =  a  ebenfalls  in  der  Normalform  geschrieben  denken  wollen: 

(B)  (*  -  a)'QHzw  +  (x  -  a)-lQu_/"-l>  +  ...  +  Q0z  =  Q(e)  =  0, 

Qnt  Qn-i>  ' ' '  %  **n<^  R*1126  Functionen,  Qn  für  x  =  a  von  Null  ver- 
schieden. 

Bilden  wir  den  zusammengesetzten  Differentialausdruck 

Qm, 

so  besitzt  derselbe  (Nr.  17,  Bd.  I,  S.  46)  bei  x  =  a  ebenfalls  die'Nor- 
malform  und  hat  x  =  a  zur  Stelle  der  Bestimmtheit.  Es  ist  dann 
(Nr.  164,  S.  118) 

QR  =  SP, 

wo    S  einen   Differentialausdruck   (n  —  D*6*   Ordnung   mit   rationalen 
Coefficienten  bedeutet,  der  für  x  =  a  auch  die  Normalform  und  diese 
Stelle  zur  Stelle  der  Bestimmtheit  hat. 
Seien  nun  für  unbestimmtes  q: 

P«*  _  df)  =  (x-  afjgUMz  -  af, 

x=0 


OD 


Q(ix  -  a)<)  =  (*  -  af^jvMK*  ~  «)", 


x=*0 

OD 


R((x  -  af)  -  (x  -  af^  ^{9){x  -  af , 


x=*0 

OD 


S(fx  -  af)  =  {x-  ay^Xx(9)(x  -  a)' 

X  =  0 


223.   Differentialgleichungen  einer  Classe.  371 

die   charakteristischen  Functionen  der  Differentialausdrücke  P,  Qy  R,  8, 
haben  wir  nach  Nr.  86  (Bd.  I,  S.  309)  die  Gleichungen: 

2<pf.K(s + «)*„_> + *»)  -  2z'-(? + x)/**-"(9 + rt 


(r, //  =  <>,  1,2,-    •)• 


beiden  ersten  dieser  Gleichungssysteme  lauten 
<-*)  9>o(P^o(p)  =  Xo(p)/Ö(p), 

C»)  9>«te  +  1)*,(P  +  1)  =  Zote  +  l)/o(P  +  1), 

(6)   *,(*)*.(*)  +  %(<>  +  i)*,te)  =  z,te)/„te)  +  Zote  +  i)/ite) • 

Ans  der  letzten  Gleichung  folgt  dann  mit  Rücksicht  auf  die  zweite 

Sei  nun  rt  eine  A- fache  Wurzel  der  zu  x  =  a  gehörigen  determi- 
&ir-enden  Fundamentalgleichung 

W  Zote)  -  o 

ron   (A),  so  kann  man  im  Allgemeinen,  wie  Herr  Heffter  gezeigt  hat, 
f*  i  e     Coefficienten    des    Differentialausdruckes    B(y)    so    ein- 
***  oliten,   dass  die  zu   x  =  a  gehörige  determinirende   Funda- 
***  entalgleichung 

C»)  «Pote)  =  ° 

Von  (B)  die  A-fache  Wurzel   ^+1    besitzt   und  ihre  sämmt- 
^iclien  n  —  k  übrigen  Wurzeln  mit  (8)  gemein  hat. 

Nehmen  wir  nämlich  H(y)  von  der  Aten  Ordnung  so,  dass 

*o(?)  =  const*  (fi  —  r$ 
ist,  dann  verschwindet  die  linke  Seite  der  Gleichung  (7)  für  q  =  rx 
von  der  Al#n  Ordnung.     Wenn  nun  nicht  gleichzeitig 

0°)  /•(»■.  +  1)  —  0     und    /^-O 

sind,  so  kann,  da 

*•(»■,  + 1)  +  o 

lst,   und  R(y)  auch  noch  so  eingerichtet  werden  kann,  dass 

ist,  die  rechte  Seite  von  (7)  nur  dadurch  für  q  =  rx  von  AUr  Ordnung 
verschwinden,  dass 

z,te  +  i)-o 

e  A  -fache  Wurzel  r1?  also 

z„te)  =  o 

24* 
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die  A-  fache  Wurzel  rt  -f-  1  besitzt.  Dann  hat  aber  zufolge  der  Glei- 
chung (4)  auch 

die  k- fache  Wurzel  r  +  1-  ^ass  R(y)  überdies  so  eingerichtet  werden 
kann,  dass  die  n  —  X  übrigen  Wurzeln  von  (9)  mit  denen  von  (8), 
und  überhaupt  für  jeden  wesentlich  singulären  Punkt  die  Wurzeln  der 
determinirendeu  Fundamentalgleichungen  von  (A)  und  (B)  überein- 
stimmen, ist  evident. 

Was  die  Bedingungen  (10)  anlangt,  so  ist  Folgendes  zu  bemerken. 
Wenn  z.  B.  zur  Wurzel  r1  ein  in  Reihenform  darstellbares  Integral 

t>=J>,(*-«)"1+',      *„  +  <>, 

gehört,  so  lauten  die  beiden  ersten  Gleichungen  der  für  die  gv  bestehen- 
den Recursionsfonnel  (Nr.  45,  Bd.  I,  S.  158) 

0o/o(ri)  =  O> 

Wenn  alsdann  z.  B. 

fo<Ti  +  1)  -  0 

wäre,  so  müsste  nothwendig  auch 

sein;  in  diesem  Falle  wäre  also  die  angegebene  Reduction  nicht  aus- 
führbar. 

Wenn  für  alle  wesentlich  singulären  Stellen  von  (A)  die  zu- 
gehörigen Fundamentalgleichungen  lauter  von  einander  verschiedene 
Wurzeln  haben,  so  können  die  Gleichungen  (10)  für  keine  der  Wurzeln 
der  zu  diesen  Stellen  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen 
bestehen.  Da  wir  ferner  durch  Multiplication  von  y  mit  einer  ratio- 
nalen Function  von  der  Form 

wo  die  av  as,  •  •  •  aa  positive  ganze  Zahlen  oder  Null  bedeuten,  stets 
erreichen  können,  dass  die  realen  Theile  der  Wurzeln  der  determiniren- 
den Fundamentalgleichungen  für  die  im  Endlichen  gelegenen  wesent- 
lichen singulären  Stellen  al}  «2,  •  •  •  ao  nicht  positiv  sind,  so  können 
wir  durch  wiederholte  Anwendung  des  für  x  =  a  und  die 
Wurzel  r1  beschriebenen  Verfahrens  stets  von  (A)  zu  einer 
Differentialgleichung  (A')  derselben  Classe  übergehen,  die  so 
beschaffen    ist,    dass  die   realen  Theile  der  Wurzeln   der  auf 
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ai»  a%f  "  '  aa    bezüglichen    determinirenden   Fundamentalglei- 
chungen zwischen  Null  und  der  negativen  Einheit  liegen. 

Herr  Fuchs,  der  diese  Reduction  zuerst  angegeben  hat,  lehrt,  wie 
man  die  Coefficienten  der  Beziehung,  die  zwischen  den  abhängigen 
Variabein  der  Differentialgleichungen  (A)  und  (A')  besteht,  direct 
finden,  also  die  Reduction  mit  einem  Schlage  ausführen  kann.  Die 
analoge  Reduction  in  dem  Falle,  wo  für  die  determinirenden  Funda- 
mentalgleichungen yon  (A)  Wurzeln  vorhanden  sind,  die  sich  um  ganze 
Zahlen  unterscheiden,  beruht  auf  dem  folgenden  ebenfalls  von  Herrn 
Fnchs  herrührenden  Satze: 

Man  kann  stets  eine  mit  (A)  zur  selben  Classe  gehörige 

Differentialgleichung  (A')  finden,  die  so  beschaffen  ist,  dass, 

^enn    rlf  r2,  •  •  •  rm    die    Wurzeln    der    zu    einem    singulären 

*«  nkte    gehörigen    determinirenden    Fundamentalgleichung 

r°n  (A')  bedeuten,    welche    sich   nicht  um  ganze  Zahlen  von 

e,nander  unterscheiden,  die  Gesammtheit  der  von  rx  um  ganze 

fahlen  (die  Null  mit  eingeschlossen)  verschiedenen  Wurzeln 

Jr*    der  Form 

ri>    ri~1y    r1  —  2,.-r1  —  v         (»£— 1> 

d**r stellbar  ist. 

Seien  nämlich  für   die   zu   x  =  a   gehörige   determinirende  Glei- 
c**iMig  von  (A) 

ri>    ri-9xy    rt—gn9  •  •  •  rx—  gv 

von  rx  um  ganze  Zahlen  verschiedenen  Wurzeln,  und  möge  für 
ac  =  0,  1,  •  •  •  v  die  Wurzel  rx  —  gx  eine  Ax-fache  sein,  während 
^o*  9v  9%7  '  '  '  9v  g*nze  Zahlen  bedeuten,  für  welche 

90  =  0<91<92<'"<9V 

lst;  dann  kann  man  zunächst  zu  einer  Differentialgleichung  übergehen, 
die  mit  (A)  zur  selben  Classe  gehört,  und  für  welche  die  zu  x  =  a 
gehörige  determinirende  Gleichung  die  Wurzeln 

ri>    ri—91  +  1>    r1—9„'-ri—99 

beziehungsweise  X0,  Xlf  X%,  •  •  •  A^-fach  besitzt,  wenn  gx  >  1  ist.  Durch 
Wiederholung  dieses  Processes  gelangt  man  zu  einer  mit  (A)  zur  selben 
blasse  gehörigen  Differentialgleichung,  für  welche 

ri>    ri~  l>    ri—92,--  Tx—9V 

beziehungsweise    XQf  Xlf  X2,  •  •  •  Xv- fache  Wurzeln    der   zu    x  =  a    ge- 
°r,gen  determinirenden  Gleichung  sind.     Wenn  g2  >  2,  so  fährt  man 
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in  derselben  Weise  fort,  bis  die  gewünschte  Form  der  Wurzelgruppe 
erreicht  ist. 

Diese  Reduction  ist,  wie  sich  leicht  übersehen  lässt,  für  den 
Punkt  x  =  oo  genau  in  derselben  Weise  durchführbar  wie  für  eine 
im  Endlichen  gelegene  Stelle. 

224.    Satze  über  Differentialgleichungen,  die  zu  derselben  Olasse 

gehören« 

Wir  kehren  zur  allgemeinen  Untersuchung  der  Coefficienten  der 
Relation  (3)  (Nr.  223,  S.  369)  zurück  unter  der  Voraussetzung,  dass 
die  [jerj  ein  mit  [yj  zur  selben  Classe  gehöriges  Functionssystem 
bedeuten. 

Bezeichnen  wir  mit 

Dm(*i  Vi,  9t>  '  •  -  ti 
die  Determinante,  welche  aus  der  Determinante 


Div^y^,  •••yn)  = 


fc,  ^•••y(r1) 

y„  »,',  •  •  ■  v{r x) 


*..  y;>  •  •  •  y(;_1) 


dadurch  hervorgeht,  dass  man  die  Elemente  der  kien  Verticalreihe  durch 
z\>  z%>  '  '  '  *n  erse^?  so  ^ 

^    '  9         D(yn  yg»  •••  y») 

In  der  Umgebung  des  wesentlich   singulären   Punktes  ax  ist  (Nr.  43, 
Bd.  I,  S.  152)  die  Determinante  D(y1?  y2,  •  •  •  yj  in  der  Form 

D(Hi>  y%>  •  •  •  yj  =  (*  —  a„Y* $*(* I «0 

darstellbar,  wo  ^ßx  eine  gewöhnliche,  für  x  =  ax  nicht  verschwindende 
Potenzreihe  von  x  —  a  bedeutet  und 

n 

1  =  1 
gesetzt  wurde;  ebenso  ist  in  der  Umgebung  von  x  =  oo 

1%,,*,  •••»,) -(-9'°+'*(|), 


wenn  wir 

n 


r         =Vr  I    w(n  — 1) 

"+i        ^     ff  +  i,»    ■"         2 
i=»i 
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setzen  und   ?ß    eine   gewöhnliche,    für    x  =  oo   nicht   verschwindende 

Potenzreihe  von  x~~    bedeuten  lassen. 

Zufolge    der   zwischen   den    Substitutionen  Al9  Ai}  •  •  •  Aa,  A  , 

bestehenden  Beziehung 

A0+lA0  •  -  •  AfAt  =  1 

ist  (vergl.  Nr.  122,  Bd.  I,  S.  445)  die  Summe 

a+l       n 

22'--' 

x=l   /  =  1 


a 


x 


flne  ganze  Zahl;  es  ist  folglich 

(ls>  !><*„*,.  ■••jOffC*-«.)'"' 

x=l 

eme  fflr  alle  endlichen  Werthe  von  x  eindeutige  und  endliche  Function, 
<*le   sich  für  x  =  oo  wie  die  ganzzahlige  Potenz 

n(n-l) 


(i) 


r-(*-l)        2 


r^*"Hiüt.  Wäre  der  Exponent  dieser  Potenz  positiv,  so  müsste  das 
-  *~o<3uct  (12)  nach  einem  elementaren  Satze  der  Functionentheorie  eine 
instante  und  zwar,  da  es  für  x  =  oo  verschwindet,  gleich  Null  sein. 
ist  aber  ausgeschlossen,  weil  |yx]  ein  Fundamentalsystem  bedeutet; 
*-lso  ist 

cl  das  Product  (12)  ist  demnach  eine  ganze  rationale  Function  vom 

de 

,  iN  n(n  —  1) 

0-l)---2— -'• 

Wir  können  diese  ganze  Function  auch  sofort  genau  angeben, 
Venn  wir  bemerken,  dass  D(yXJ  y0,  •  •  •  t/J  und  folglich  auch  das  Pro- 
duct (12)  für  jeden  ausserwesentlichen  singulären  Punkt  x  =  bx  ver- 
schwinden muss  wie 

(*  -  KT; 


^t  n(n  —  1) 

x        ^^J     xi  2 


^o    (vergl.  Nr.  57,  Bd.  I,  S.  201) 

n(w  —  1) 

i  =  l 

ls^  und  r  r  .  •  •  •  t  die  Wurzeln  der  zu  x  =  b  gehörigen  determi- 
nir©nden  Fundamentalgleichung  bedeuten.  Da  nämlich  zufolge  der 
Fuch s 'sehen  Beziehung  (Nr.  68,  Bd.  I,  S.  241) 
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ist,  so  ist,  abgesehen  von   einer  Constanten,  das  Product  (12)  dii 
gleich  der  ganzen  Function 

X=l 

Wir  haben  also 

(14)  B(ylf  yt,.-  yH)  =  G(x)fj(x  -  af*. 

X  =  l 

Durch  ganz  analoge  Schlüsse  findet  man,  dass  auch 

°  (X) 


DM  »t,  tf„  ■  ■  ■  Vj  =  Gx(x)rj{x  -  «,)'* 


(x  =  1,  2,      •  ») 


ist,  wo  Gx(x)  eine  ganze  rationale  Function  bedeutet,   die  für  ke 
der  Stellen  at,  tfg,  •  •  •  aQ  verschwindet  und  wo  die  Differenzen 

ganze  Zahlen  sind. 

Hieraus  schliessen  wir,  dass  wir  den  Factor  g  von  z%  in  den  G 
chungen  (3)  gleich  einem  Producte  von  der  Form 

g=G{x)H{x) 

nehmen  können,  wo  H(x)  eine  ganze  rationale  Function  bedeutet, 
nur  für  die  Punkte  al}  a2,  •  •  •  ao  verschwindet.    Wir  erhalten  also 
folgenden  Satz,  der  eine  wichtige  Ergänzung  des  in  der  Nr.  222  (S.  3 
gefundenen  Ergebnisses  bildet: 

Der  Coefficient  g   von   z     in    der    Gleichung  (3)  kann 
ausserwesentlichen  singulären  Punkten   der  Differentialg 
chung  (A)  von  keiner  höheren  Ordnung  verschwinden  wie 
Determinante    des   Fundamentalsystems    dieser  Different: 
gleichung. 

Wir  wollen  sagen,  der  Punkt  h  sei  ein  ausserwesentl 
singulärer  Punkt  rxter  Ordnung  oder  ein  rx-facher  ausi 
wesentlich  singulärer  Punkt  der  Differentialgleichung  (A),  v* 
wie  oben 

r    =  Vr     —  *(*  — *) 
i  =  i 
ist.     Für   rx  =  1    haben    wir   also   einen   einfachen    ausserweseni 
singulären    Punkt;  es  ist  dann,  da  alle  r    ,  rx2,  •  •  •  rxn  von  einaj 
verschiedene  ganze  Zahlen  bedeuten,  nothwendig 
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r*i  =  w>   rx2  =  *-2>   **s  =  w-3>     •'  rx,  =  °> 
die   eingeführte  Bezeichnung  stimmt  also  in  diesem  Falle  mit  der  in 
der  Nr.  112  (Bd.  I,  S.  401)  benutzten  überein. 

Für  einen  solchen  einfachen  ausserwesentlich  singulären  Punkt  bx 
wird  also  g  im  Allgemeinen  Ton  erster  Ordnung  verschwinden.    Damit 
dann  die   [jej  mit   den  [yj   zur   selben  Classe   gehören,   müssen   die 
ganzen  Functionen  A0,  hlf  •  •  •  \_1  so   eingerichtet  werden,   dass   die 
\jZ  ^\   för  x  =  bx  endlich  bleiben.     Sei  \)19  t)2,  •  •  •  i)n  das  zu  x  =  bx  ge- 
hörige   canonische   Fundamentalsystem,    also    in    der  Umgebung  von 
Je  =b 

\)x  =  (*  —  ft,)'-1^*!6«)      w-i.«,-  ■• »-»). 
9.-(*-y*.(*l»J, 

^"o      $i;  ^8?  *     '  ^„   gewohnliche   Potenzreihen   sind,   die   für  x  =  bu 
^lolat  verschwinden.    Mögen  ferner  ji;  ja,  •  •  •  jn  die  den  t)lf  t)2,  •  •  •  t)w 
^sprechenden  Lösungen  der  Differentialgleichung  (B),  und 

9(x)  =  (x-by9(x),    £(&,)  + 0 
-    Dann  sind  die  Coefficienten  der  ganzen  Functionen 

inzurichten,  dass  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen 


s< 


s 


0 


1  —  1 


+  ^_,i^ä{(*-».r,*._,(*^.)} 

Factor  #  —  6    erhalten;  die  rechte  Seite  der  nten  Gleichung 
(*  -  &,)*(*)*.  =  A0t,,  +  *i9;+  •  •  •  +  A„_1£-,) 

alt  den  Factor  #  —  fex  schon  von  selbst.    Also  müssen  entsprechend 
einfachen  ausserwesentlich  singulären  Punkte  x  =  bx  die  in  den 

*o>    *i>  *  '  '  hn-i 
tenden    Coefficienten    genau    n  —  1    von    einander    unabhängige 
ogene  lineare  Gleichungen  erfüllen.     Ebenso  folgt  allgemein: 

\ -^  Entsprechend  einem  rx-fachen  ausserwesentlichen  singu- 

fc  en  Punkte  müssen  die  Coefficienten  der  ganzen  Functionen 

*iau  (w  —  l)r    von   einander  unabhängige  Bedingungen  er- 
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füllen;  zu  diesen  treten  dann  noch  die  rx  Bedingungen,  welche 
bewirken,  dass  g  den  Factor 

enthält. 


225.    Differentialgleichungen    mit   nur  einfachen  ausserwesentlichen 
singulären  Stellen.     Constantensählungen  für  die  homogene 

Monodromiegrnppe. 

Wenn  wir  8  gleich  der  nten  Ableitung  yon  y  nehmen,  so  liefern 
uns  die  erlangten  allgemeinen  Resultate  eine  Bestätigung  der  bereits 
im  fünften  Abschnitte  gefundenen  Sätze  über  die  Gestalt  der  Coeffi- 
cienten  einer  Differentialgleichung  der  Fuchs'schen  Glasse. 

In  diesem  Falle  ist  nämlich  (vergl.  Nr.  14,  Bd.  I,  S.  37) 

D*&  0H  y„  •  •  •  yn)  =  (-  i)*^-»+i(yii  y*>  •  •  •  süi 

und  folglich  haben  die  oben  mit  r^    bezeichneten   Zahlen  die  Werthe 

r1^  =  rx  -f-  x  —  n  —  1         (x  =  i,  2,     n;  a=i,2,   •©). 
Wir  erhalten  also 

a  a 

(15)  G{x)Yl{x-axryM=Yl{x-airlGl{x)y{n-1)  +  ...  +  G%(x)y, 

wo  die  6^(2),  •  •  •  Gn{x)  ganze  rationale  Functionen  bedeuten,  deren 
Grade  sich  durch  Betrachtung  des  unendlich  fernen  Punktes  ergeben. 
Man  findet  in  Uebereinstimmung  mit  Nr.  62  (Bd.  I,  S.  220)  den  Grad 
von   Gy(x)  gleich 

a=i 


Wenn  wir  nebst  dem  Systeme  [#x]  noch  die  (n  —  1)  Systeme 


betrachten,  so  gehören  diese  offenbar  auch  mit  [yj  zur  selben  Class 
Es  ist  folglich 

G^H^z™  =hxoyt+hXly;+-.-+hx,n-Jri)      <*=M- ■.;-.=<>,,,  ._ 

wo  die  HQt  H17     •  •  H  __x  ganze   rationale  Functionen   bedeuten,  d 
nur  für  al9  a2,  •  •  •  aa  verschwinden  können,  und  die 
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ganze  Functionen  sind,  die  sich  aus  den 

Aoo  =  h>  Ki  =  hi>  '  ' '  h,n-l  =  Äa-1 
und    deren   Ableitungen    sowie    aus  den  Coefficienten    der  Differential- 
gleichung (A)    nebst  deren  Ableitungen    zusammensetzen.     Nach   dem 
Multiplicationstheoreme  der  Determinanten  haben  wir  demnach 

(16)    [G(x)YH0(x)---Hn_1(x)D(zl,  zv  ...  zn)  =  |*„!  2%„  yv-  yH) 

Die     Coefficienten  A0,  ht,  •••  An_1  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (3) 
müssen  zufolge  der  ausserwesentlich  singulären  Stellen  rxter  Ordnung 


(» - !)  j£ 


** 


x  =  l 

ß^dingungen  erfüllen.    Diese  Bedingungen  können  wir  jetzt  auch 
so    formuliren,  dass  wir  sagen,  es  muss  die  Determinante 

l**J  (»,*  =  0,l,...n-l) 

durch  die    (» —  l)te  Potenz  der   ganzen   Function   G(x)   theil- 
ba^  sein. 

Setzen  wir 

'  hix ! 

— r  =  K(X)  (t,x  =  0,l,    ..n-1), 

°    löast  sich  die  Gleichung  (16)  mit  Rücksicht  auf  (14)  in  der  Form 


rx 


W  •  •  •  #,_»#(*!,  mv...  zn)  =  K(x)  JJ(x-  ax) 

X=l 

^^eiben.     Die  Determinante  des  Fundamentalsystems  |/J, 

l__  ***!  nur  für  singulare  Stellen  und  muss  für  die  ausserwesentlich  singu- 
^  *"^*i  Stellen  der  Differentialgleichung  (B)  verschwinden  (Nr.  11,  Bd.  I, 
_    "*   ^0  und  Nr.  57,  Bd.  I,  S.  201);  daraus  folgt,  dass  die  Gleichung 

^**"ch  ihre  Wurzeln  die  Lage  und  durch  die  Vielfachheit  jeder 


**rzel  zugleich  die  Ordnungszahl  der  ausserwesentlich  sin- 
^  klaren  Stellen  der  Differentialgleichung  (B)  bestimmt. 
Nun  können  wir  offenbar  die  ganzen  Functionen 

*o,  K  "'  *»-i 
einrichten,  dass  die  Gleichung  (17)  lauter  einfache  Wurzeln  besitzt, 
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dann  sind  also  alle  ausserwesentlich  singulären  Stellen  der  Differential- 
gleichung (B)  einfache,  d.  h.: 

Wir  können  von  (A)  stets  zu  einer  Differentialgleichung 
derselben  Classe  übergehen,  die  nur  einfache  ausserwesent- 
liche  singulare  Stellen  besitzt. 

Es  ist  folglich  keine  Beschränkung  der  Allgemeinheit,  wenn  wir 
im  Folgenden  von  vornherein  annehmen,  dass  die  ausserwesentlichen 
singulären  Stellen  6  ,  b2,  •  •  •  b    der  Differentialgleichung  (A)  einfache 

sind.    Dann  ist  also 

rx=  1        (*=i,a,...  ?), 

und  die  ganze  Function  G{x)  ist  einfach  vom  Grade  q, 

G(*)=li(*-U- 

X— 1 

Die  Thatsache,  dass  b  einfache  ausserwesentlich  singulare  Stelle  ist, 
legt  den  Coefficienten  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (15)  n — 1  Be- 
dingungen, dem  Coefficienten  der  linken  Seite  eine  Bedingung  auf, 
so  dass  wir  also  im  Ganzen  für  die  Coefficienten  von  (15)  oder  von  (A) 
genau  n  Bedingungen  und  für  alle  q  ausserwesentlich  singulären  Stellen 
zusammengenommen 

tlQ 

von  einander  unabhängige  Bedingungen  erhalten  (vergl.  Nr.  57,  Bd.  I, 
S.  203). 

Wir  nehmen  nun  an  der  Differentialgleichung  (A)  bez.  (15)  eine 
Constantenzählung  vor,  die  der  in  der  Nr.  207  (S.  301)  vorgenommenen 
analog  ist;  so  wie  dort  die  projective  Monodromiegruppe,  wird  aber 
jetzt  die  homogene  lineare  Monodromiegruppe  ö  in  Betracht  ge- 
zogen werden. 

Die  ganzen  Functionen  Gx(x)  in  (15)  sind  vom  Grade 

q  +  x(a  —  1)        (*— I,*,-..»), 
wir  haben  also  in  allen 

im  Ganzen 

(»  +  i)r,  +  i)  +  (tf_i)5£+i> 

Constanten,  wo  die  ausserwesentlich  singulären  Stellen  b19  b%f  •••  bo  als 
Constanten  von  G(x)  schon  mitgezählt  sind.  Zu  diesen  treten  noch 
die  ö  wesentlichen  singulären  Stellen,  die  aber  nur  6  —  2  wesentliche 
Parameter  liefern,  da  wir  durch   lineare  Transformation  des  x7  ohne 
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den    Charakter  des  unendlich  fernen  Punktes  als  wesentlich  singulärer 
Stelle  zu  ändern,  z.  B. 

Daaclen  können.  Dagegen  sind  abzuziehen  ein  constanter  Homogenitäts- 
factor  in  der  Gleichung  (15)  und  die  hq  Bedingungsgleichungen  für 
die     ausserwesentlich  singulären  Stellen,  so  dass  genau 

(»  +  l)(p  +  l)  +  («_l)*fi!±i)_^-l  +  Ä~2 

=  e  +  w  +  (ff_l)«J!Lhl)  +  ff_2 

^^^^Fügbare  Parameter  in  den  Coefficienten  yon  (A)  enthalten  sind. 

Die  Gruppe  Ö,  die  aus  den  Fundamentalsubstitutionen  Av  Av  •  •  •  A 

S^l>ildet  ist,  hängt  von  n*<*  Parametern  ab;  da  wir  aber  ähnliche  Gruppen 
**ä  nicht  von  einander  verschieden  ansehen  müssen,  d.  h.  also  die  n% 
^^^ificienten  einer  willkürlichen  linearen  Transformation,  durch  die  wir 
dem  Fundamentalsysteme  [y  ]  zu  einem  anderen  Fundamentalsysteme 
»gehen,  noch  abziehen  müssen,  bleiben  zunächst 

2^  2 

n  ö  —  n 

**~wneter.     Aber  die  Multiplication   aller  [t/J   mit   einem   constanten 

*tor  ändert  nichts  an  der  Gruppe,  es  sind  also  richtig  nicht  n  ,  son- 
nur  n  —  1  Parameter  abzuziehen,  so  dass  6  genau  von 

n\ö  —  1)  +  1 
:**mmetern  abhängt. 

Denken  wir  uns  die  Gruppe  @,  d.  h.  die  dieselbe  bestimmenden 

^  «  —  1)  -f-  1  Parameter  gegeben  und  fragen,  ob  es  möglich  ist,  die 

are   Differentialgleichung   (A)   so    einzurichten,    dass    die   gegebene 

ppe  die  Monodromiegruppe  derselben  sei,  so  müssen  wir  also  »die 

den    Coefficienten   von    (A)   auftretenden    Parameter   in    geeigneter 

ise  zu  bestimmen  suchen.    Es  muss  also  jedenfalls  die  Anzahl  dieser 

ameter 

p  +  n  +  («-l)^^  +  tf-2>n>-l)  +  l 

Hieraus  erkennen  wir,  dass  es  für  n  >  2   im  Allgemeinen  nicht 
^lich  ist,  eine  Differentialgleichung  (A)  herzustellen,  die  eine  vor- 
^<shriebene  Monodromiegruppe  &  und  keinen  ausserwesentlichen  singu- 
*^^n  Punkt   besitzt.     Oder   wie   wir   auch   sagen   können:    Damit   es 
^^fflich  sei,  eine  zur  Gruppe  0  gehörige  Differentialgleichung  (A)  her- 
beieilen, die  keinen  ausserwesentlich  singulären  Punkt  besitzt,  müssen 
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zwischen  den  n"(a  —  1)  -f-  1  Parametern  von  &  genau 

ns(6-l)+2-(6-l)**-+2±1-n 

Relationen  bestehen. 

Diese  Anzahl  ist  stets  positiv,  wenn 

n>2,     ö>l 

ist,  nur  für  n  =  2  ist  dieselbe  gleich  Null.  Wir  finden  also  hier  bc 
Betrachtung  der  Integrale  und  der  zu  denselben  gehörigen  homogene] 
linearen  Gruppe  genau  dasselbe  Ergebniss,  wie  wir  es  in  der  Nr.  20' 
(S.  302)  durch  Betrachtung  der  Integralquotienten  und  der  zugehörige! 
projectiven  Gruppe  abgeleitet  hatten.  Die  daselbst  aufgestellten  Satz 
bleiben  für  unsere  gegenwärtige  Untersuchung  bestehen,  wenn  wir  ü 
denselben  an  die  Stelle  von  „scheinbaren  singulären  Punkten"  „ausser 
wesentlich  singulare  Punkte"  setzen.  Es  liefert  uns  also  auch  dies 
Constantenzählung  eine  Bestätigung  dessen,  dass  den  ausserwesentlicl 
singulären  Punkten  für  die  Betrachtung  der  Integrale  die  analoge  Roll 
zufällt  wie  den  scheinbar  singulären  Punkten  für  die  Betrachtung  de 
Integralquotienten,  und  dass  demnach  beim  Studium  der  Integrale  selbs 
die  Differentialgleichungen  derselben  Classe  (also  nicht  die  derselbe! 
Art)  das  Analogon  sind  für  die  beim  Studium  der  Integralquotiente: 
auftretenden  Differentialgleichungen  derselben  Familie. 

Wir  wollen  auch  hier,  ähnlich  wie  in  der  Nr.  217  (S.  348),  di 
Constantenzählung  unter  der  Voraussetzung  vornehmen,  dass  nich 
nur  die  Parameter  der  Gruppe  ©,  sondern  auch  die  wesentlichen  singt 
lären  Stellen 

ai>  a2>  "•  ao>     «a+i^00 

fest  aber  sonst  willkürlich  gegeben  sind. 

Die  Anzahl  der  in  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  (A 
verfügbaren  Parameter  reducirt  sich  dann  auf 

•  i         i    /  1  \  Mn  + 1) 

Q  +  n  +  (6  —  1)    V7 

Soll  eine  Bestimmung  derselben  möglich  sein,  so  dass  die  Differentia 
gleichung  (A)  die  durch  ihre  n{p  —  1)  +  1  Parameter  gegeben 
Gruppe  &  zur  Monodromiegruppe  hat,  so  muss  also 

Q  +  n  +  (ff  —  1)  ^L±M  —  (ö  -  1)  a*  —  1  ^  0 

sein,  d.  h.: 

Damit  eine  Differentialgleichung  (A)  gefunden  werde 
kann,  welche  die  vorgeschriebenen  wesentlichen  singulare 
Punkte 
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ai>  a«>  ••"  ao>  °° 


besitzt,  und  (so  drücken  wir  uns  jetzt  exacter  aus)  für  welche 
ein  Fundamentalsystem  existirt,  welches  bei  Ueberschreitung 
der  Querschnitte  ll9  J2,  •••  lQ  die  vorgeschriebenen   Substitu- 
tionen 

A      A      •  •  •   A 

erfahrt,  muss   die  Anzahl  q  der  ausserwesentlich  singulären 

Stellen 

(18)  ^(ff_i)«J!Lzi)  +  i_tt 

genommen  werden. 

Da  die  Gesammtheit  aller  Differentialgleichungen,  deren  wesentlich 
singulare  Punkte  die 


ai>  ö2>  '••  ao>   °°> 


**»«!  deren  zugehörige  Fundamentalsubstitutionen  die 

Ai>  Ä2>  ••'  Ao>  Ao+l 

Ä**3d,  eine  bestimmte  Classe  ausmacht,  so  schliessen  wir  aus  der  vor- 

»mmenen     Gonstantenzählung,    dass    bei    willkürlicher    Wahl  der 

y  aiy  •  •  •  aa  eine  und  nur  eine  Differentialgleichung  der  Classe  vor- 
len  sein  dürfte,  die  genau 

CX9>  ,#  _  (,  _  i) -fiL^>  +  i  _  , 

^"^^sserwesentlich  singulare  Stellen  besitzt,  da,  wenn  q  gleich  dieser  An- 
genommen wird,  in  den  Coefficienten  von  (A)  genau  ebensoviele 
Och  verfügbare  Parameter  auftreten,  wie  in  der  Gruppe  ö.    Natürlich 
diese  Folgerung  aus  der  Constantenzählung  nur  heuristische  Bedeu- 
Ung,  wir  werden  sehr  bald  sehen,  wie  dieselbe  präcisirt  werden  muss. 


26.  Differentialgleichungen  derselben  Classe,  deren  determinirende 

Fundamentalgleichungen  übereinstimmen. 

Wir  hatten  in  der  Nr.  224  (S.  376)  erkannt,  dass  die  allgemeinste 
Transformation,  durch  welche  man  von  der  Differentialgleichung  (A) 
zu  einer  Differentialgleichung  (B)  derselben  Classe  übergeht,  in  der  Form 

dargestellt  werden  kann,  wo  die  ganze  Function  g(x)  als  ein  Product 

g(x)  =  G(x)H(z) 
zwei  Factoren  darstellbar  ist,  deren  einer  S(x)  nur  für  die  wesent- 
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liehen  singulären  Stellen  a19  a27  •  •  •  aa  verschwindet,  während 
andere  G(x)  für  jeden  ausserwesentlichen  singulären  Punkt  von 
von  so  hoher  Ordnung  verschwindet;,  wie  die  Vielfachheit  dieses  au» 
wesentlich  singulären  Punktes  angiebt.  Die  *0,  *i>  "  "  hm_t  sind  di 
ganze  rationale  Functionen,  deren  Coefficienten,  entsprechend  jee 
linearen  Factor  von  G(x),  n  —  1  von  einander  unabhängige  Bedingun] 
zu  erfüllen  haben. 

Wir  stellen  uns  nun  nach  Riemann  die  Aufgabe,  die  Coefficien 

9,  h>  K,  •"  Ä*-l 

der  Relation  (20)  so  zu  bestimmen,  dass  die  Differentialgleichung  I 
der  z  Genüge  leistet,  nicht  nur  mit  (A)  zur  selben  Classe  gehört,  £ 
dem  dass  auch  für  jeden  wesentlichen   singulären  Punkt 
Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung  der  I 
ferentialgleichungen  (A)  und  (B)  übereinstimmen. 

Aus  der  Forderung  folgt  zunächst,  dass  die  Exponenten  r^\ 
denen  die  Determinanten 

in  Bezug  auf  die  Punkte  ax  gehören,  für  x  =  1,  2,  •  •  •  n  nicht  kle 
sind  wie  die  entsprechenden  Exponenten  rv  zu  denen 

^Oi,  ys,  •••  yj 

gehört.     Es  ist  nämlich  im  Allgemeinen 

Daraus  schliessen  wir,  dass  wir  H(x)  gleich  einer  Constanten  nehi 
können,  so  dass  also  einfach 

g(x)  =  G(x) 

ist.     Wir  hatten  vorausgesetzt,  dass  die  Gleichung  (A)  genau  q 
fache  ausserwesentlich  singulare  Punkte  haben  sollte;  die  Voraussetzt 
dass  alle   ausserwesentlich    singulären  Punkte  einfache  sind,    ist  z 
im  Folgenden  nicht  erforderlich,  wir  halten  aber  der  Bequemlich 
wegen  trotzdem  an  derselben  fest. 

Es  ist  also  g(x)  eine  ganze  Function  q^n  Grades,  die  für  kei 
der  wesentlich  singulären  Punkte  a  9  a2,  •••  aa  verschwindet.  Si 
die  ganzen  Functionen  A0,  hl9  •••  A„—1  beziehungsweise  von  den  ( 
den  r0,  xy9  •  •  •  tm_l9  so  handelt  es  sich  zunächst  um  die  Bes* 
mung  dieser  Gradzahlen. 

Zu  dem  Ende  betrachten  wir  den  Punkt  x  =  oo  und  das  zu  c 
selben  gehörige  canonische  Fundamentalsystem  von  (A) 
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».+...- (ir+M*.G)' *.(»)+ °  <«=^-'- 

Dann   ist,  da  die  entsprechenden  Integrale  von  (B)  zu  denselben  Ex- 
ponenten gehören  müssen,  in  der  Umgebung  von  x  =  <x> 

^a)'"+'-*.(i)-«-(i)'"+""MI)+-"(i)"+""+*Mi)+- 

wo     die  *ßx,  *ßx,  ?ßx0,  •  •  •  Sßx  Ä__t   gewöhnliche  Potenzreihen    bedeuten, 

von    denen  Sß    für  #  =  oo  sicher  von  Null  verschieden  ist.     Es  muss 
folglich 

sein,    wir  können  also  im  Allgemeinen 

W  **  =  ?  +  * 

nehmen. 

Die  ganzen  Functionen  h0,  h17  •  •  •  Än— x  enthalten  somit 

*(p  +  1)+  - «  — 

^°^fficienten,  zwischen   denen   zufolge  der  p  ausserwesentlichen  singu- 
liren    Punkte,  für  welche  f/(x)  verschwindet, 

(» -  i)p 

ll°inogene    lineare    Bedingungsgleichungen    stattfinden,    so    dass    also 

nu*-    noch 

.  .    n(-w  — 1) 

|eser  Coefficienten  verfügbar  bleiben.     Wir  haben  jetzt  noch  die  Be- 
n$?Ungen  dafür  aufzustellen,  dass  auch  für  die  im  Endlichen  gelegenen 
We**entlichen    singulären    Punkte    Uebereinstimmung   der   Wurzeln    der 
ufcterminirenden  Gleichungen  von  (A)  und  (B)  stattfindet. 

Setzen  wir  in  (20)  für  y  die  Elemente  des  zu  x  =  ax  gehörigen 
ionischen  Fundamentalsysteins  von  (A) 

\)xi  =  (x  —  ax)r^^.(x\ax)        </«i,s,-«> 

* 

ln>  so  erhalten  wir  in  der  Umgebung  von  x  =  ax 

+  L*,(«.)  +  V(0(*-«,)  +  -K*-«>t)r"",?„(*!«,)  +  - 
+  l*lrt(«11)  +  *^l(«.)(*-0  +  -](*-«s)p"'-+1*,,._1(*l«J 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    II.  25 
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wo  die  ty.?  tyi7  •  •  •  5ß. .  nm_l  gewöhnliche  Potenzreihen  bedeuten,  die  für 
x  =  ax  nicht  verschwinden.  Es  müssen  folglich  auf  den  rechten  Seiten 
dieser  Gleichungen  die  Coefficienten  der  Potenzen 

verschwinden.  Dies  giebt  für  jeden  Werth  von  in  —  1  lineare  homo- 
gene Gleichungen  zwischen  den    ' 

so  dass  wir  also  im  Ganzen  n(n — 1)  homogene  Gleichungen  zwischen 

diesen 

n(n —  1) 

— -  =  n 

Grössen  erhalten.  Diese  Gleichungen  lassen,  da  sie  homogen  sind,  stets 
eine  Auflösung  zu,  es  kommen  folglich  nur  n2  von  einander  unabhängige 
derselben  in  Betracht. 

Entsprechend  den  a  wesentlich  singulären  Punkten  «■  ,  a2,  •  •  •  a 
haben  also   die   Coefficienten  der  ganzen  Functionen   hQ}  hl7  •  •  •  h      t 

im  Ganzen 

n(n —  1) 

--i -  0 

2 

homogene  lineare  Bedingungsgleichungen  zu  erfüllen.  Es  bleiben  so- 
mit noch 

,  ,  1N  n(n  —  1) 

Constanten  verfügbar,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass  diese  Anzahl  min- 
destens gleicli  Eins  sein  muss,  da  die  Multiplication  von  y  mit  einem 
constanten  Factor  jederzeit  freisteht.  Es  muss  also,  in  Uebereinstim- 
mung  mit  dem  durch  die  Constantenzählung  in  der  Differentialgleichung 
gefundenen  Resultate,  die  Anzahl  o  der  einfach  zu  zählenden  ausser- 
wesentlich  singulären  Stellen 

(22)  ,£  i  _„  +  („_  i)  SÖpU  _  ^ 

sein  (Ungleichung  (18)  S.  383). 

Wenn    die    Differentialgleichung    (A)    genau    Q0-\-  v    einfach 
zählende  ausserwesentlich  singulare  Stellen   besitzt,  so  verbleiben   als 
in  den  Coefficienten  der  A0,  hl9  •  •  •  hn__t  noch  v  -f-  1  willkürliche  Co 
stanten,  und  zwar  hängen  die  A0,  h1}  •  •  •  hHm__l  linear  homogen   vo 
diesen  willkürlichen  Parametern  ab. 

Wenn  wir  diese  v -\- 1  Constanten  unbestimmt  lassen,  a 
stellt  uns  der  Ausdruck  (20)  stets  die  allgemeine  Lösung  ein 
Differentialgleichung  (B)  dar,  die  mit  (A)  zur  selben   Clas 
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gehört  und  für  welche,  wie  verlangt  wurde,  die  Wurzeln  der 
determinirenden  Fundamentalgleichungen  für  die  wesentlich 

singulären  Punkte  dieselben  sind  wie  bei  (A),  und  umgekehrt 

erhalten  wir  auf  diese  Weise  auch  alle  Differentialgleichungen 

von    der  gedachten  Beschaffenheit. 

Zufolge   der    Fuchs'schen   Beziehung   (vergl.    die    Gleichung  (13) 

S.  376)  ist  bei  q  =  q0  -f-  v  einfach  zu  zählenden  ausserwesentlich  sin- 

galären  Stellen 

X  =  l      1  =  1 

also   mit  Rücksicht  auf  (22) 

(24)  r  =  n  —  1  —  v. 

Hieraus  schliessen  wir  zunächst,  dass  für  Differentialgleichungen  (B) 
d***  Anzahl  der  ausserwesentlich  singulären  Stellen  ebenfalls  gleich  q 
«ein  muss,  so  lange  die  v  -\-  1  Constanten  in  den  7*0,  /*  ;  •  •  •  h  x 
unbestimmt  bleiben. 

Wir   können    über   diese    v  -f-  1    Constanten    aber   so    disponiren, 
ua«s    in  (jen  Entwickelungen  gewisser  unter  den  Ausdrücken 

le    A^nfangsglieder  wegfallen.    Dadurch,  dass  wir  in  einem  dieser  Aus- 
gleite  ein  Anfangsglied    zum  Verschwinden    bringen,  verringern  wir 
le    Anzahl  der  willkürlichen  Constanten  um  Eins  und  vermehren  da- 
*e«^ix  die  Summe 

ö-j-l         n 
x  =  l     1  =  1 

e^"   ^Vurzeln  aller  zu  wesentlichen  singulären  Punkten  gehörigen  deter- 

1^lnii'enden  Fundamentalgleichungen  von  (B)  mindestens  um  eine  Einheit. 

11^sprechend  vermindert  sich  dann  die  Anzahl  der  einfach  zu  zählenden 

Hjie*wesentlich  singulären  Stellen  von  (B)  mindestens  um  eine  Einheit, 

"*    *iie  Summe  r  -f-  q  stets  den  unveränderlichen  Werth 

(•  - 1)  n-V- 

*^lten    muss.     Indem    wir   über  v  von    den  v  -f-  1    Constanten    auf 
«.      cte  Weise  disponiren,    erhalten  wir  eine  Differentialgleichung  (B), 
r    Welche  die  Wurzelsumme  s  mindestens  gleich 

s  =  r  -f-  v 

lc*    die  Anzahl  q  der  einfach  zu  zählenden  ausserwesentlich  singulären 

25* 
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Stellen  höchstens  gleich 

9=90 

geworden  ist.  Diese  Differentialgleichung  (B)  ist  dann  eindeutig 
bestimmt,  d.  h.  wir  haben  den  Satz: 

Unter  den  mit  (A)  zur  selben  Classe  gehörigen  Differen- 
tialgleichungen lassen  sich  stets  solche  aussondern,  die  ein 
gewisses  Minimum  von  ausserwesentlichen  singulären  Stellen 
besitzen.  Ist  (B)  eine  solche  Differentialgleichung,  so  giebt 
es  innerhalb  der  Classe  keine  zweite,  die  die  gleiche  Anzahl 
von  einfach  zu  zählenden  ausserwesentlich  singulären  Stellen 
und  dieselben  Wurzeln  der  zu  den  wesentlich  singulären 
Stellen  gehörigen  determinirenden  Gleichungen  hat  wie'(B). 

227.    Pormulirung    zweier   verschiedener   Probleme,    die   für   die 
Riemann'sohe   P- Function  zusammenfallen.    Contigue  Functionen. 

Wenn  die  Gruppe  S  oder  genauer  die  Fundamentalsubstitutionen 

A      A      •  •  •  A 

gegeben  sind,  und  es  giebt  eine  Differentialgleichung  (A),  die  die  will- 
kürlich vorgeschriebenen  Stellen 

und  x  =  oo  zu  wesentlich  singulären  Stellen  und  die  Ax ,  Ai ,  •  •  •  A 
als  zugehörige  Fundamentalsubstitutionen  hat,  so  muss  q  mindestens 
gleich  a  —  2  sein.  In  diesem  Falle  wird  also  die  Differentialgleichung 
(B)  mit  dem  Minimum  von  ausserwesentlich  singulären  Stellen  genau 
q0  solcher  einfach  zu  zählender  Stellen  haben.  Wenn  die  a19  a%J  •  •  •  a 
nicht  willkürlich,  sondern  geeignet  gewählt  sind,  so  kann  die  Minimal- 
zahl der  ausserwesentlich  singulären  Stellen  unter  q0  herabsinken,  sie 
kann  nämlich  (vergl.  Nr.  225,  S.  383)  gleich  oder  grösser  wie 

Q0  -  *  +  2 

werden,  so  lange  die  Fundamentalsubstitutionen  Al9  Ai?  •  •  •  Aa  ganz 
willkürlich  gewählt  sind;  sie  kann  sich  endlich  auf  eine  noch  kleinere 
Zahl  bis  Null  einschliesslich  reduciren,  wenn  für  n  >  2  zwischen  den 
Coeffieienten  der  Fundamentalsubstitutionen  Beziehungen  bestehen. 

Die  Frage,  ob  Differentialgleichungen  von  der  Form  (A)  angebbar 
sind,  wenn  die  Fundamentalsubstitutionen 

vi      A      •  •  •  Ji 
willkürlich  vorgeschrieben   werden,  kommt   im  Wesentlichen   auf  die 
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analoge  Existenzfrage  för  den  Fall,  wo  die  projective  Monodromie- 
gruppe  gegeben  ist,  zurück.  Wir  können  dieselbe  also  für  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  ohne  ausserwesentlicli  singulare  Stellen  und 
mit  reellen  Wurzeln  der  zu  den  wesentlich  singulären  Stellen  gehörigen 
determinirenden  Fundamentalgleichungen  durch  die  Untersuchungen  der 
Kümmern  211 — 21G  als  erledigt  ansehen. 

Von  wesentlich  anderer  Natur  ist  die  Frage,  ob  es  Differential- 
gleichungen (A)  giebt,  für  welche  nicht  nur  die  Fundamentalsubstitu- 
tionen,  sondern  auch  die  Lage  der  wesentlich  singulären  Stellen 

ai>  a*>  "••  ao>  ao+i 
willkürlich  gegeben  ist.     Um  dieser  Frage  näher  zu  treten,  muss  man 
die  Art  der  Abhängigkeit  der  Integrale  einer  Differentialgleichung  (A) 
r°u  der  Lage  jener  Stellen  (von  denen  man  ein  für  allemal 

ai  =  °>     a*  =  1>     aa+i  =  OÜ 

en  kann)  eingehend  untersuchen,  insbesondere  wird  dabei  die  Art 

x*  Abhängigkeit  der  Coefficienten  der  Fundamentalsubstitutionen  von 

^en    a3,  a4,  •  •  •  aa  von  hervorragender  Wichtigkeit  sein.    Die  Einsicht, 

<Aie   wir  uns  durch  die  Betrachtungen  des  zweiten  Kapitels  des  siebenten 

-Abschnittes  (Bd.  I,  S.  378  ff)  in  die  Natur  dieser  Abhängigkeit   ver- 

^^lraffk   haben,  reicht  zur  Erledigung  der   aufgeworfenen  Frage   nicht 

**in  ^  man  wird  vorläufig  nur  durch  geeignete  Specialisirung  des  Problems 

^in.c  Förderung  desselben  erwarten  können. 

Da  ist  es  denn  der  einfachste  Fall,  der  zunächst  in  Betracht  ge- 
zogen werden  muss  und  auf  den  in  den  letzten  Jahren  Herr  Fuchs 
dixrch  seine  auf  denselben  bezüglichen   tiefen  Untersuchungen  die  Auf- 
merksamkeit  gelenkt   hat,    der   Fall  nämlich,  wo    die   Parameter   der 
**onodromiegruppe  unabhängig  sind  von  der  Lage  der  singulären  Punkte. 
■c*fae    wir   die    Darlegung   der    Fuchs'schen    Untersuchungen    in    ihrer 
v°Hen  Allgemeinheit    in  Angriff  nehmen,    haben  wir   noch    eines  be- 
sonderen Falles  Erwähnung  zu  thun,  der  uns  schon  vielfach  beschäftigt 
**^t    und  noch  vielfach  beschäftigen  wird;  es  ist  der  Fall 

n  =  2,    <*=2. 

Specialisiren  wir  zunächst  auf  n  =  2,  so  ist  in  Uebereinstimmung 
***ifc  dem  bei  der  Betrachtung  der  projectiven  Monodromiegruppe  ge- 
^ndenen  Ergebnisse,  im  Sinne  der  Constantenzählung,  eine  Differential- 
gleichung   zweiter    Ordnung   ohne    ausserwesentlich    singulären    Punkt 
m°8Tlich,  die  6  vorgeschriebene  Fundamentalsubstitutionen  besitzt;  die 
la«e   der  6  —  2  singulären  Punkte 

as;  a*>  '•'  aa 
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ist  dann  vollkommen  festgelegt,  wenn  man 

ai  =  °;     a*  =  1>     ao+i=°° 
wählt.     Das  zweite  Problem,  wo  nebst  den  Fundamentalsubstitutionen 
auch   nocli  die  Lage   der  wesentlichen   singulären  Punkte   willkürlich 
vorgeschrieben  wird,  erfordert  das  Auftreten  von  mindestens 

einfach  zu  zählenden  ausserwesentlichen  singulären  Stellen.  Wir  haben 
gezeigt,  dass  innerhalb  der  durch  Angabe  der  Fundamentalsubstitutionen 
und  der  wesentlichen  singulären  Stellen  bestimmten  Classe  die  Diffe- 
rentialgleichung mit  6  —  2  ausserwesentlich  singulären  Stellen  ein- 
deutig festgelegt  ist,  wenn  noch  die,  durch  die  Fundamentalsubstitutionen 
nur  abgesehen  von  ganzen  Zahlen  bestimmten  Wurzeln  der  determiniren- 
den  Fundamentalgleichungen  genau  gegeben  werden.  Die  Gesammt- 
summe  r  dieser  Wurzeln  ist  dann 

r  =  6  —  1; 

wenn  mehr  wie  6  —  2  ausserwesentlich  singulare  Stellen  zugelassen 
werden,  so  ist  r  entsprechend  kleiner  als  6 —  1. 

Die  beiden  Probleme,  die  für  <y>2  von  wesentlich  ver- 
schiedener Natur  sind,  fallen  zusammen,  wenn  6=2  ge- 
nommen wird. 

Dieser  Fall  ist  es,  den  Riemann  in  seiner  Abhandlung   „Ueber 

die  durch  die  Gauss'sche  Reihe  F(a7  ß7  y,  x)  darstellbaren  Functionen'* 

behandelt.    In  demselben  ist  die  Anzahl  der  Parameter  der  Monodromie— 

gruppe  gleich 

n  (tf  —  1)  -f  1  =  o ; 

wir  können  z.  B.  die  sechs  Wurzeln  der  zu  den  wesentlich   singulare 
Punkten  0,  1,  oo  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen 

A,  A';    1/,  v  ;    ft,  f*', 

zwischen  denen  dann  noch  die  Beziehung 

A-{-X'-\-v-{-v'-\-p-\-p=l  —  q 

bestehen  inuss,  wenn  q  die  Anzahl  der  ausserwesentlich  singulär 
Stellen  bedeutet,  als  diese  fünf  Parameter  ansehen.  Da  qq  =  0  ist,  «2 
kann  es  auch  Differentialgleichungen  der  verlangten  Art  ohne  auss^s^ 
wesentlich  singulare  Stellen  geben;  dann  ist  also  die  Wurzelsumme 

A  +  A'+/i  +  /i'+i/  +  i/=l, 

und  wir  kommen  zu  der  Riemann 'sehen  P- Function,  wie  sie   in 
Nr.  70  (Bd.  I,  S.  250  ff.)  definirt  worden  ist. 

Die  von  Riemann  für   diese   seine  Function  aufgestellten  Si 
ergeben  sich  nun  als  specielle  Fälle  aus  unserer  allgemeinen  Theor 
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Riemann    nennt   die    A,  A',    fi,  (i7    v,  v    die   Exponenten    der 
Function 


\A'    [i     v     ) 


und  sagt  von  den  Elementen  der  zu  den  einzelnen  wesentlich  singu- 
liiren  Punkten  gehörigen  canonischen  Fundamentalsysteme,  sie  seien 
die  zu  den  bezüglichen  Exponenten  gehörigen  Bestandtheile  der 
^-Function.  Dann  haben  wir  zufolge  des  Satzes  der  Nr.  226  (S.  388) 
das  von  Riemann  in  der  Nr.  4  seiner  Abhandlung  aufgestellte  Theorem: 
In  zwei  P-Functionen  mit  gleichen  Exponenten  unter- 
scheiden sich  die  zu  denselben  Exponenten  gehörigen  Be- 
standtheile nur  durch  einen  constanten  Factor. 

Aus  dem  Classenbegriffe  folgt  ferner  der  Satz  der  Nr.  7  von  Rie- 
mann's  Arbeit: 

Sämmtliche  P-Functionen;  deren  entsprechende  Ex- 
ponenten sich  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  lassen  sich 
in  zwei  beliebige  von  ihnen  linear  mit  rationalen  Functionen 
von   x  als  Coefficienten  ausdrücken. 

Aus    diesem    Satze    folgt   bei    Riemann    die   Differentialgleichung 

für   die  P-Function  (vergl.  Nr.  70,  Bd.  I,  S.  252),  und  damit  ist  auch 

der    Existenzbeweis  geliefert,  wenn  man,  wie   Riemann  es  thut,  die 

-^" Function  nur  durch  ihre  Eigenschaften  definirt,  nämlich  dadurch,  dass 

1)   P  für  alle  Werthe  von  x,  ausser  0,  1,  oo,  regulär  ist, 

^)   zwischen  je  drei  Zweigen  der  Function  P  eine  homogene  lineare 

Beziehung  mit  constanten  Coefficienten  besteht, 
3)   P   in    der   Umgebung   von   x  =  0,    oo,    1    in    der    Form    dar- 
stellbar ist: 

_c„(*-l)r$M(*-l)  +  cM(*-l)*>B(*-l), 

^ie  c.     Constanten,   die  ^ß(x  für  verschwindende  Werthe  des  Argu- 
e**tes  von  Null  verschiedene  gewöhnliche  Potenzreihen  bedeuten. 
^        Die    aus    der    Gauss'sehen    Reihe    -F(a,  ß,  y,  x)    entspringende 
Function  ist  (vergl.  Nr.  70,  71) 

^Vl-y     ß     0  */' 

J**1^    folgt    sofort,    dass    die    P-Functionen,    welche    aus    den    zu 
(  u>  ß>  7)  x)    contiguen    Reihen   (Nr.  75,  Bd.  I,  S.  268)   entspringen, 
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a     b     c 
k    ft    v    x 
X   fi    v 

genügt,  ist  so  beschaffen,  dass  die  Parameter  ihrer  Monodromiegruppo 
unabhängig  sind  von  der  Lage  der  Punkte  a}  b,  c.  Wir  wenden  uns 
nun  zu  den  allgemeinen  Untersuchungen  von  Herrn  Fuchs  über  lineare 
Differentialgleichungen,  deren  Monodromiegruppe  von  gewissen  in  den 
Coefücienten  auftretenden  Parametern  unabhängig  ist;  bei  denselben 
Verden  die  Untersuchungen  des  zehnten  Abschnittes,  besonders  die  der 
Ar.  175,  in  höchst  merkwürdiger  Weise  zur  Anwendung  kommen. 


Neuntes   Kapitel. 

228.    Differentialgleichungen,   deren   Monodromiegruppe   von    einem 
in  den  Coeffieienten  auftretenden  Parameter  unabhängig  ist. 

Sätze  von  Fuchs. 

Sei  die  lineare  homogene  Differentialgleichung 
(A)  .'*-«  +  «  £^*{  +  •  •  .  +  p  y  =  0 

vorgelegt,  deren  Coeffieienten  wir  vorläufig  als  eindeutige  Functione: 
von  x  voraussetzen.  Möge  ferner  t  ein  Parameter  sein,  von  dem  di 
Coeffieienten  j>l ,  •  •  •  J}  »o  abhängen,  dass  sie  innerhalb  eines  gewisse 
Gebietes  von  x,  t  monogene  analytische  Functionen  dieser  beide 
Variabein  sind. 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  ein  Fundamentalsystem 

von  (A)  existirt,  welches  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  Coeffieienten 
der  Fundamentalsubstitutionen  und  also  auch  die  jeder  Substitution  der 
Monodromiegruppe  (9,  die  zu  jenem  Fundamentalsysteme  gehört,  von 
dem  Parameter  t  unabhängig  sind.  Wir  sagen  dann  kurz,  die  Mono- 
dromiegruppe der  Differentialgleichung  (A)  sei  von  t  un- 
abhängig. 

Wenn  sich  für  einen  geschlossenen  Umlauf  U  von  x  das  Integral 
yx(x,  t)  in 

n 

■2 

verwandelt,  so  sind  also  die  a     von  x  und  von  t  unabhängige  Grössen. 
Nach   den  Ergebnissen  der  Nummern  85  und  106  (Band  I)  sind 
die  Integrale  von  (A)  monogene  analytische  Functionen  von  $;  wenn 
wir  also  in  den  Coeffieienten  von  (A)  an  Stelle  von  t  setzen 

'  +  **, 

wo  dt  eine  Grösse  bedeutet,  deren  absoluter  Betrag  eine  gewisse  Grenze 


(i)  0!/x=2«x,y,-     <•-».*•■•"> 


f 
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nicht  überschreitet,  so  verwandelt  sich  (A)  in  eine  Differentialgleichung 
(A),   fär  welche  die  Ausdrücke 

yx(x,  t  +  dt)        (x=i,2,  •») 

ein     Fundamentalsystem  darstellen.     Lassen  wir  x  wiederum   den  Um- 
lauf   XI  vollziehen,  so  ist  gemäss  unserer  Voraussetzung 

n 

(*>  0y«(*,  t  +  dt)  =2  axl9i(x,  t  +  dt)        <«=i,  V-  -), 

1  =  1 

also     folgt  durch  Subtraction  der  Gleichungen  (2),  (1)  und  nach  Division 
durch  dt 

e   n =2j  «« 6t ; 

'      *=i 

uäcI     T^enn  wir  hierin  dt  gegen  Null  convergiren  lassen, 

(3)  ehr-j=2  «.«  — ?—      <«'.».■■■■>• 

So  lange  t  innerhalb  gewisser  Grenzen  bleibt,  haben  die  Functionen 

dt  >     di>  '"   a"*"' 
als     l^unctionen  von  .r  betrachtet,  keine  anderen  Singularitäten,  wie  die 

9»  y*>  •■•  y» 

sef  *>***.    Dieselben  bilden  folglich  im  Sinne  der  Nr.  163  (S.  112)   ein 
™  *lem    Systeme   [yj   cogredientes   Functionssystem,    und    nach    den 

S^tnissen   jener    Nummer    besteht    demnach    eine    Gleichung    von 
-*?orm 

<iie  i?0,  Bl9  •  •  •  U     !  eindeutige  Functionen  von  x  sind. 

Wenn  umgekehrt  von   der  Differentialgleichung  ( A)    bekannt   ist, 

^**    «in  Fundamentalsystem  [yj  derselben  Gleichungen  von  der  Form  (4) 

***^digt,  so  bestehen  offenbar  für  jeden  Umlauf  U  von  x  die   Glei- 

^^gssysteme   (1)    und    (3)   gleichzeitig.     Es    ist   dann   leicht    einzu- 

^^*i,  dass  die  a  .  von  t  unabhängig  sein  müssen. 

In  der  That  folgt  durch  Differentiation  der  Gleichungen  (1)  nach  t 


Ct  \0t/        jS,      *«   Ct     '  ^j     Ct    y» 


ZQy, 

-^  =  öl-gjl=   >'a„;T7+    >'  -er  V;         (x  =  i,2,     ii), 

i  =  i  *  =  i 
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also  durch  Subtraction  von  (3) 

Da  aber  die  axi  von  x  unabhängig  sind  und  die  y1}  ya,  •  •  •  yn  ein 
Fundamentalsystem  constituiren7  muss,  wie  behauptet  wurde, 

da  . 

----  =  0  («\x  =  l,2,       n) 

et 

sein.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Das  Bestehen  von  Gleichungen  von  der  Form  (4)  ist 
gleichbedeutend  mit  der  Aussage,  dass  die  zum  Fundamental- 
systeme [yj  gehörige  Monodromiegruppe  ©  von  dem  in  derx 
Coefficienten  der  Differentialgleichung  (A)  auftretenden  Para- 
meter t  unabhängig  ist. 

Es  möge  von  nun  ab  vorausgesetzt  werden,  dass  die  Differential- 
gleichung (A)  zur  Fuchs'schen  Classe  gehört. 
Die  Functionen 

ct>     ct>   ""    dt  > 

von  denen  bereits  hervorgehoben  wurde,  dass  ihre  Singularitäten  mit 
denen  der  Integrale  yl9  y2,  •  •  •  yn  übereinstimmen,  befriedigen  die  nicht 
homogene  lineare  Differentialgleichung  w16'  Ordnung 

die  aus  (A)  durch  Differentiation  nach  t  hervorgeht.  Sei  x  =  a  ein 
singulärer  Punkt  von  (A)  und  t)  ein  Element  des  zu  x  =  a  gehörigen 
canonischen  Fundamentalsystems,  welches,  wie  wir  der  Einfachheit 
wegen  voraussetzen  wollen,  in  Reihenform 

t)x  =  (x-a)r<V(x\a),    *(a|a)  +  0, 

darstellbar  ist.  Dann  ist,  wenn  wir  in  (5)  tjx  an  die  Stelle  von  y  ein- 
setzen, die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  so  beschaffen,  dass  sich  ihre 
logarithmische  Ableitung  in  der  Umgebung  von  x  —  a  wie  eine  ratio- 
nale Function  verhält,  und  dass  sie  selbst  in  der  Form 

(z  —  df%(z\a),    "f(a|a)4=0 
darstellbar   ist,   wo  ft  eine  Constante  bedeutet.     Aus   dem   Satze   der 
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2fr.  58  (Bd.  I,  S.  207)  folgt  demnach,  dass  der  Punkt  x  =  a  für  die 

-Function 

<% 
dt 

oine  Stelle  der  Bestimmtheit  ist. 

Wir  schliessen  hieraus,  dass,  wenn  y  das  allgemeine  Inte- 
gral der  Differentialgleichung  (A)  bedeutet,  auch  die  Function 

et 

als    Function  von  x  sich  allenthalben  bestimmt  verhält. 
Es  gehören  folglich  die  Functionssysteme 


[w]   und   M 


2l*i-  selben  Classe  im  Sinne  von  Riemann  (Nr.  222,  S.  368),  die  Coef- 
«cienten  iJ  ,  JBi;  •  •  •  Bj|__l  in  den  Gleichungen  (4)  sind  also  in  diesem 
-^alle   rationale  Functionen  von  x. 

229.    System  von  linearen  Differentialgleichungen,  welches 
rationale  Particularlösungen  besitzen  muss. 

Die  Bedingungen  dafür,  dass  die  Differentialgleichung  (A)  die 
yui"ch  die  Gleichungen  (4)  charakterisirte  Eigenschaft  besitzt,  lassen  sich 
ln   folgender  Weise  darstellen. 

bezeichnen  wir  mit  P(y)  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung 
^)    Und  mit  R(y)  die  rechte  Seite  von  (4),  also 

p<*)  -  jfn)  +  pj*-l>  +  ■  ■  •  +  pa*  > 

B(y)  =  R0y  +  RlV' +  ■  ■  ■  +  B,H_Jn~l), 
***v*tet  die  Differentialgleichung  (5) 


>ei 

y  =  ciVi  +  ctVi  H M»^ 

eia 


"^willkürliches  Integral  von  (A),  so  können  die  c, ,  c„,  •  •  •  c    noch 

als     Tr«  " 

-l?  Mnctionen  von  t  gewählt  werden.     Es  ist  also 

un<1    danach  (4) 


L 
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ist,  so  finden  wir 

(6)  P  g-j)  -  P  Q|  c.R(j,S)  =  PR(y), 
da  ja  offenbar 

x  =  l 

eine  Lösung  von  (A)   darstellt. 

Es  bestellt  demnach  für  ein  willkürliches  Integral  y  von 
(A)  die  Gleichung 

(7)  PR(y)  +  ?£  y-«  +  •  •  •  +  ^  y  =  0. 
Bedeuten  u}  v  zwei  willkürliche  Functionen  von  x}  so  ist 

n 

P(*„)  =2  «'"V  +  (n  -  l)x_liJx  t/-1'  +  («  -2)x_iPtv«-*>  +  •  •  • 

x=0 

+  (n  —  x  +  l)^..^'  +  Pxv\ ; 
wir  finden  also 

(8)     p(*y»)  =  V  u^  W  ^  +  (»  -  i)i_A»w^)  +  •  •  • 


=  0 


+  (»-A  +  i)JPi_l!r-i'+i,iy,*i. 

Sei  nunmehr 


gi>  zv  '"  *, 


das  zu  [yt]  adjungirte  Fundamentalsystem,  so  erhalten  wir  unter  Be- 
nutzung der  in  der  Nr.  23  (Bd.  I,S.  63)  eingeführten  Bezeichnungen 
aus  (8),  wenn  wir   in  diese  Gleichung  y.  für  y  einsetzen,  mit 

dTz.         ,  , 
» J/0 

multipliciren  und  in  Bezug  auf  i  summiren: 

(9)  £  F  *(*.#)  -2*f*  ["''-H*  +  (W~  1),-11'1^-1„+- 

» =  1  A  =  0 

+  (n-l  +  l)Pl_lsx+l<fi  +  pxsxJ  =  Qii(JRit). 

Zufolge  des  AppelTschen  Satzes  sind  (vergl.  Nr.  169,  S.  138  und 
Nr.  23,  Bd.  I,  S.  63)  die  Ausdrücke 


x  =  l 

rationale   Functionen    von   rr;    die    Q  (-B )    sind    demnach    lineare 
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•Di/ferentialausdrücke    der    B     mit    in    x    rationalen    Coeffi- 

c/enten. 

Setzen  wir  nunmehr  in  der  Gleichung  (7)  an  die  Stelle  von  y  die 
Integrale  y.7  multipliciren  mit  z[M)  und  summiren  in  Bezug  auf  /,  so 
erhalten  wir  mit  Rücksicht  auf  (9)  die  Gleichung 

0°)  m <?„(JÜ  +  Qß(X)  +  •  •  •  +  e A_x)  +  dH  sH_hfi  +  %  sn_%u  + . . . 

_(-  ?£  s0  u  =  0. 

Diese    Gleichung  liefert  für 

ft  =  0,  1,2,  -.-n  —  1 

wa  System  von  linearen  Differentialgleichungen  für  die  R07  Rv  •••  Rn  l . 

Wenn  die  Differentialgleichung  (A)   die  durch    die  Glei- 
chungen (4)  charakterisirte  Eigenschaft  haben  soll,  so  müssen 
die     Differentialgleichungen  (10)  ein  System  von   Particular- 
*ntegralen  besitzen,  die  rationale  Functionen  von  x  sind. 

^30.      Differentialgleichungen   gerader  (2w*ter)  Ordnung.     Satz  von 
Fuchs  über  die  Reduotibilität  der  mieu  Assooiirten. 

^Vir  greifen  nunmehr  auf  die  Untersuchungen  der  Nummern  171 
^     1  75  zurück  und  setzen  demgemäss  im  Folgenden  voraus,  dass  die 
r*iii\i.xig  der  Differentialgleichung  (A)  eine  gerade  Zahl 

n  =  2m 

Es  wird    sich  dann  vorwiegend    um    die  Untersuchung  der   wton 
°^iirten  Differentialgleichung  (A(w°)  von  (A)  handeln,  deren  Ordnung 

"    gleich 

-    ^  v  =  (2m) 

>    v\nd  far  welche 


u       u       •  •  •  u 


L**Si 


.«< 


dem  Fundamentalsysteme  [yj  von  (A)  entsprechende  Fundamental- 
stem (^  ginne  der  Nr.  168,  S.  130)  bedeutet. 

Da  die  Monodromiegruppe  der  Differentialgleichung  (A(m))  aus  den 
vi  ^**  as8ociirten   Substitutionen   der  Monodromiegruppe  &  von  (A)  ge- 
s^    ***t  wird  (Nr.  169,  S.  136),  so  schliessen  wir  unmittelbar,  dass,  wenn 
ron  dem  Parameter  t  unabhängig  ist,  dies  auch  für  die  Monodromie- 
v*  Jpe  von  (A(w))  der  Fall  sein  wird;  d.  h.  die  Integrale 

*  ledigen  die  den  Gleichungen  (4)  analogen  Gleichungen 
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deren  Coefficienten  C0,  <71?  •••  (7y_1  rationale  Functionen  von  x  sind. 
Diese  Gleichungen  lassen  sich  übrigens  auch  direct  herleiten,  indem 
man  die  Gleichungen  (4)  nach  x  differentiirt,  die  Ableitungen  höherer 
als  (n —  l)ter  Ordnung  der  yx  wegschafft,  die  so  gefundenen  Werthe  in 
die  Ausdrücke  der 

dt 

einsetzt  und  die  Gleichungen  («),  (ß)  der  Nr.  167  (S.  127,  129)  benutzt 
Bilden  wir  die  quadratische  Form  (20)  der  Nr.  170  (S.  142) 

so  reducirt  sich  dieselbe,  wie  a.  a.  0.  gezeigt  wurde,  auf 

const.  e  , 

wenn  wir  darin  u  gleich  einem  der  Integrale  wn,  w12,  •  •  •  ul9  nehmen. 
Um  die  Ergebnisse  der  Nummer  175  (S.  157  ff.)  unmittelbar  an- 
wenden zu  können,  müssten  wir  von  der  Differentialgleichung  (A)  zu 
der  canonischen  Form  (3t),  in  welcher  das  Glied  mit  der  (n  —  l)ton 
Ableitung  fehlt,  übergehen.  Es  ist  aber  zweckmässiger,  wenn  wir  die 
Gleichung  (A)  in  ihrer  allgemeinen  Gestalt  beibehalten  und  nur  auf 
die  abhängige  Variable  u  der  w*611  associirten  Differentialgleichung  die 
Transformation 

u  =  e    *  u 

anwenden,  wodurch  dieselbe  in  eine  Differentialgleichung 

übergeht. 

Diese  Differentialgleichung  besitzt  dann  offenbar  auch  ein  Funda- 
mentalsystem 

u       u       •  • .  u 

dessen  Monodromiegruppe  von  dem  Parameter  t  unabhängig  ist  und 
welches  folglich  ein  System  von  Gleichungen 

(i2)    ^  -  solIll + «,«ii + •  •  • + e,-Xrl)  «-«-.) 

befriedigt.     Die  der  Fonn  Z  analoge  Form 
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«r=0   /*=0 

reducirt  sich  danD  für  jedes  Integral  von  (Sl(m))  auf  eine  Constante, 
(Hier  genauer  ausgedrückt,  auf  eine  von  x  unabhängige  Grösse. 
Wir  haben  also  vollständigen  Anschluss  an  die  Voraussetzungen  der 
Xr.  175  gewonnen. 

Wir  wollen  nun  die  Form  3(u)  nacn  '  differentiiren. 

Aus  (12)  ergiebt  sich  durch  Differentiation  nach  x 

da)     i!_r"i^  =  g  u     ig  u-    i i_g      „<»-«> 

ho  die  6.0?  ©,■!,•••©,-,_!  rationale  Functionen  von  x  bedeuten.  Bilden 
*»■  also  die  Form 

cr=0    /*=0 
^1     r-1 

^2,  2  *./.{«w(«..»  +  ■  •  •  +  «.,.-i«(,",)) + »M(«,.« + •  •  • 

so  ist  zufolge  der  Gleichungen  (13) 

(W>  S(«ia)-f«^(»«i)l- 

^    nun  aber  der  Ausdruck 

3(uu)  ^=1,2,,) 

von  rc  unabhängig  ist,  so  ist  zufolge  der  Gleichung  (14)  auch 

5E(uia)        (2  =  1,2,-. *) 
v°n  u:  unabhängig. 

Die    uu    sind   als    solche    particulare    Integrale    der    Differential- 
gleichung (St(w))  ausgezeichnet,  die  der  Gleichung  (12)  Genüge  leisten. 
Dieselbe  Gleichung  wird  auch  befriedigt  durch  ein  Integral  von  (91    ), 
Elches  die  Form 

Vlli+^U12  +  '--  +  C,Ulv 

hat,  ^0  cl9  ci9  •  *  -  e  von  x  und  t  unabhängige  Grössen  bedeuten. 
Zeichnen  wir  dagegen  durch  /"  irgend  eine  bloss  von  t  abhängige 
Gr<*se,  so  ist 

~fcr-  =  (V+  JO  »,a  +  V«u  +  •  •  ■  +  «.-Xi-*- 

Setzen  wir  in  %(\i)  an  die  Stelle  von  u  das  Integral  f\\lX9  so  ist 

**  leainger,  Diflcrentialglmchiingtwi.    II.  2G 
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also  auch  der  Ausdruck 

von  x  unabhängig.     Ebenso  ist  offenbar 

von  x  unabhängig.     Also  ist  auch 

*(««, «.„)  —Fiir »».  +  -  +  »#i  C 

von  x  unabhängig;  da  ja 

*(««  +  «i.)  =  S(«.i)  +  *(«,„)  +  *(«u>  uim) 
gefunden  wird. 

Für  eine  zweite  von  x  unabhängige  Grösse  g  ist  aber 

S</"»ia  +  ?«.,)  =  W«,,)  +  S&V  +  fgX(ullt  nlfl), 
also  ist  auch  der  Ausdruck 

von  x  unabhängige  d.  h.  wir  haben  den  Satz: 

Die  Form  £(u)  ist  ebenso  wie  300  gleich  einer  vom 
unabhängigen  Grösse,  wenn  wir  für  u  irgend  eine  Lösung  ■ 
Differentialgleichung  (9Pm))  einsetzen. 

Aus  dieser  Eigenschaft  der  Form  X(u)  erschließen  wir  nun  gei 
ebenso,  wie  in  der  Nr.  175  (S.  158  ff.)  aus  der  analogen  Eigensck 
der  daselbst  betrachteten  Form  3(u)>  dass 

-**«  =  ax  (u) 

einen  Multiplicator  der  Differentialgleichung  (Sl(m)),  d.  h.  also  c 
Lösung  der  zu  (Ä  )  adjungirten  Differentialgleichung  darstellt,  w< 
man  für  u  irgend  eine  Lösung  von  (9l(m))  einsetzt.  Bedeutet  als< 
irgend  eine  solche  Lösung,  so  haben  wir  in  912  (u)  und  in 

zwei  Lösungen  der  zu  (St*   )  adjungirten  Differentialgleichung,  die  be- 
als   lineare   homogene   Differentialausdrücke   von   höchstens    (t/  —  1 
Ordnung  von  u  mit  in  x  rationalen  Coefficienten  dargestellt  sind. 

Auf  Grund  des  am  Schlüsse  der  Nr.  175  (S.  103)  bewiesen 
Satzes  folgt  hieraus,  dass  die  Differentialgleichung  (&(MI))  und  folgli 
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auch  die  m*6  associirte  Differentialgleichung  (A    )  von  (A)  reductibel 

sein,    muss,  wenn  nicht 

2^(11)  =  const.  2»(u) 

ist.        Das  letztere  ist  im  Allgemeinen  nicht   der  Fall,  wir  haben  also 
den      wunderbaren  von  Herrn  Fuchs  gefundenen  Satz: 

Wenn  die  Monodromiegruppe  der  Differentialgleichung 
2  ******  Ordnung  (A)  der  Fuchs'schen  Classe  von  einem  in  den 
C  o  e  fficienten  von  (A)  auftretenden  Parameter  t  unabhängig 
ls^,  so  ist  die  m**  associirte  Differentialgleichung  von  (A) 
tg  cl  nctibel. 

Unter  gewissen  besonderen  Voraussetzungen  über  die  Art,  wie  die 
^«^«"Pficienten  der  Differentialgleichung  der  Fuch s 'sehen  Classe  (A)  von 
d^:rrx  Parameter  t  abhängen,  kann  es  sich  ereignen,  dass,  wenn  die 
^^n^odromiegruppe  von  (A)  von  t  unabhängig  ist,  die  Coefficienten 
-*%>  >  Jtlf  -  - '  Rn_1  der  Relation  (4)  nicht  nur  rationale  Functionen  von  x, 
**>*>  eiern  rationale  Functionen  von  x  und  t  sind.  Wenn  dies  der  Fall 
ls*,  so  lassen  sich  mittelst  der  Gleichungen  (4)  und  der  Differential- 
£A^Äc*hung  (A)  alle  partiellen  Ableitungen  der  Integrale  [yj  nach  den 
^n  Variabein  x  und  t  als  homogene  lineare  Functionen  der  yx  und 
r  w  —  1  Ableitungen 


b 


CO 

ci«=. 


cyx     c*yK  cn    ly, 


öx'    ex*'  ex"-1 

in  x  und  t  rationalen  Coefficienten  darstellen,  sofern  die  Coeffi- 
"tan  von  (A)  auch  rationale  Functionen  von  t  sind. 
Man  erhält  also  insbesondere 


(n> 


u 


ru  *~  ^h — 1 

Jp    =Rfl0y*  +  Rnl    fx-  H f"  Rfl>n-l  ~~n-X  (*=!,*,       »), 

0u  =  l,2,       *) 

"^^^-^  hieraus  ergiebt  sich  durch  Elimination  der  Grössen  (I)  eine 
.  _  *^*X  ogene  lineare  Differentialgleichung  von  höchstens  nter  Ordnung,  der 
*^        lyj  a^s  Functionen  von  t  genügen,  und  deren  Coefficienten  ratio- 

Functionen  von  t  und  dem  jetzt  als  Parameter  fungirenden  x  sind. 

Wenn  die  Determinante 


n 


v 

al 

si 


JR      j  ^,*  =  i,2,  -«-D 

Null  verschieden  ist,  so  ist  die  Differentialgleichung,  der  die  \y  ] 
**  Functionen  von  t  genügen,  wirklich  von  nieT  Ordnung.  Dann  lassen 
^^    aber  aus  den  Gleichungen  (II)  die  Grössen  (I)  ausrechnen,  d.  h. 

erhalten  insbesondere 

£■  -  R0y,  +  Ä,  %  +  •  •  •  +  *„_,  —^      (x=.,v ••»). 

26* 
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und  hieraus  folgt  auf  Grund  des  Satzes  der  Nr.  228  (S.  396),  dass  die 
Monodromiegruppe  der  linearen  Differentialgleichung  mit  der  unab- 
hängigen Variabein  l,  der  die  [yj  genügen,  von  dem  in  den  Coeffi- 
cienten  dieser  Differentialgleichung  auftretenden  Parameter  x  unabhängig 
ist.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Wenn  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  der 
Fuchs'schen  Classe  (A)  den  Parameter  t  rational  enthalten 
und  wenn  für  ein  Fundamentalsystem  [yj  die  Gleichungen  (4) 
bestehen,  deren  Coefficienten  ebenfalls  rational  von  den 
beiden  Variabein  x  und  t  abhängen,  so  befriedigen  die  [yj  als 
Functionen  von  t  auch  eine  lineare  homogene  Differential- 
gleichung, deren  Ordnung  die  von  (A)  nicht  übertrifft,  und 
es  sind  die  Coefficienten  der  Substitutionen,  welche  die  [yx] 
bei  einem  geschlossenen  Umlaufe  von  x  erleiden,  von  t}  und 
die  Coefficienten  der  ebenfalls  linearen  Substitutionen,  die 
die  [yj  bei  einem  geschlossenen  Umlaufe  von  t  erleiden,  von 
x  unabhängig. 

Die  nun  folgenden  Untersuchungen  werden  uns  eine  ausgedehnte 
Classe  von  linearen  Differentialgleichungen  liefern,  die  zu  der  in  dem 
eben  ausgesprochenen  Theoreme  charakterisirten  Kategorie  gehören. 


Zwölfter  Abschnitt. 
Theorie  und  Anwendungen  der  Euler'schen  Transformirten. 

Erstes  Kapitel. 

231.  Neue  Herleitung  der  Laplace'schen  Transformirten. 
Beendung  der  dabei  befolgten  Methode.   Satz  von  der  Vertauschung 

von  Parameter  und  Argument. 

Wir  knüpfen  an  die  auf  die  Laplace'sche  Transformirte  bezüg- 

lc-ti^Xl  Untersuchungen  (viertes  Kapitel  des  siebenten  Abschnittes,  Bd.  I) 

HTX     vuid  wollen  zunächst  die  Herleitung  der  Nr.  113  (Bd.  I,  S.  407)  in 

^***-s  modificirter  Form  wiedergeben,  um  einerseits  dasjenige,  was  der 

^ ^Ixode   von  Laplace  eigenthümlich  ist,   und  andererseits  die  Rolle, 

^      der  adjungirten  Differentialgleichung  zufällt,  deutlich  hervortreten 

^Ässen. 

Die  Differentialgleichung  (A)  werde  in  derselben  Form  angenom- 


,    wie  in  der  Nr.  110  (Bd.  I,  S.  394), 

x=ü  »=0  x=0 

^»38  also  die  Coefficienten 


3  rationale  Functionen  mUn  Grades  (in  der  Nr.  110  war  dieser  Grad 
*~*^li  p  bezeichnet  worden)  von  x  sind;  es  wird  ferner 

Cmn=l 
****■  visgesetzt. 

Bilden  wir  nun  den  von  x  und  einem  Parameter  z   abhängigen 

x=o 

*Hsst  sich  derselbe  umformen,  wenn  man  beachtet,  dass 
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ist.    Entwickeln  wir  nämlich  die  Producte 

P,(x)e" 

nach  den  successiven  Ableitungen  von  ex7  d.  h.  setzen  wir 


™  — •      o-f  W» 


<=0  <=0 

so  ergiebt  sich 

(1)  Dx{e")  =^^  <7<x*Ve"  "  ^.CO, 

wo  Jz(u)  de«P  in  der  Nr*  112  (Bd-  !>  S-  40°)  mit  J(u)  bezeict 
linearen  homogenen  Differentialausdruck  wter  Ordnung 

,  =  0    x=0  »=0 

mit   der   unabhängigen  Variabein  z   bedeutet   (vergl.  Nr.  117,  I 
S.  426). 

Bezeichnen  wir  durch 


m 


^  ^      *>        dz* 


den  zu  4z(v)  adjungirten,  durch 

*  =  1      A=0 

den  begleitenden  bilinearen  Differentialausdruck  (Nr.  24,  Bd.  I,  S 
so  erhalten  wir  für 

/•  zx 

f=e    ,    g  =  v 
aus  der  Beziehung  von  Lagrange  (a.  a.  0.  Bd.  I,  S.  68,  Gleich. 

(2)  t^,(0  -  e"Jt'(?)  =  ±  Jt(e'*,  »), 

und  da  nach  (1)  für  eine  beliebige  Function  v  von  z 

Dx(veiX)  =  vJs{n 
ist,  so  folgt  aus  (2) 

lntegriren  wir  diese  Gleichung  auf  einem  Wege  l  in  Bezug  auf 
ergiebt  sich 
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Dx(fve"dz)  =f±  Jt(e",  v)dz  +fe'*j;(v)dz; 
wenn  also  v  als  eine  Lösung  der  Differentialgleichung 

(L)  j;(?)  =  0 

ge'w&hlt  wird,  die  nichts  anderes  ist,  wie  die  Laplace'sche  Trans- 
for^notirte  von  (A)  (vergl.  Nr.  111,  Bd.  I,  S.  400),  so  stellt  in  Ueber- 
einstimmung  mit  der  Nr.  113  (Bd.  I,  S.  408)  der  Ausdruck 

(0 

eil*o     Losung  von  (A)  dar,  sofern  wir  l  so  einrichten,  dass 


J^(e«>)d*  =  0 


ist;. 

Das  Charakteristische  der  Methode  von  Laplace  besteht 
la     der  Anwendung  der  Function 


»X 

e 


\\7"  * 

1  *~    wollen  jetzt  an  die  Stelle  dieser  Function  den  Ausdruck 

(z  -  .)«- 

^et^n  lassen,  wo  |  irgend  eine  beliebige  von  z  und  x  unab- 
arigige  Grösse  bedeutet.  Die  Function  ex  geht  im  Wesentlichen 
Us  diesem  Ausdrucke  hervor,  indem  man  £  in  geeigneter  Weise  unend- 
C        gross  werden  lässt. 

Setzen  wir  in  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung  (A)    den 
Ausdruck 

(*  -  *)*~X 
**     die  Stelle  von  y,  so  erhalten  wir  im  Wesentlichen  die  zur  Stelle 
5==a=Ä  z  gehörige  charakteristische  Function  (Nr.  44,  Bd.  I,  S.  156) 

<a>  -ö  (C-*)*-»)  =2(-iyPx(x)(l-l)(l-2)-(l-x)(z-xf—1 . 

***■    fliesen  Ausdruck  in  ähnlicher  Weise  umzuformen  wie  vorhin  den 
Au*druck 

••Wickeln  wir  die  Producte 

^%  c**  den  successiven  Ableitungen  von  (z —  #)*—1,  d.  h.  wir  entwickeln 
e    ganzen  Functionen  PJx)  nach  Potenzen  von  z  —  x: 
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t=0 

Dann  ist 

7t  TU 

x=Ü   t=0 

oder,  wenn  wir  einen  neuen  Summationsindex 

v  =  m  -f-  x  —  % 

einfahren,  der  dann  alle  ganzzahligen  Werthe  von  0  bis  m  +  n  durch- 
läuft und 

u\   „m„Vui r- (6-D (£-2)- ••«-«)         p^-^c 

x=o 

setzen,  so  ist 


D,(C*  -  x)'1-1)  =2  *»  £  (*  ~  x) 


i=0 

Führen  wir  nun  durch  die  Formel 

m-f-w 


d*U 


einen  homogenen  linearen  Differentialausdruck  (m  +  w)ler  Ordnung  mit 
der  unabhängigen  Variabein  z  und  mit  in  z  ganzen  rationalen  Coeffi- 
cienten  ein,  so  finden  wir  die  Gleichung 

(C)  Dx(iz  -  xf- l)  =  2\ ((*  -  xf+m~ l) , 

die  wir  als  den  Satz  von  der  Vertauschung  von  Parameter  und 
Argument  bezeichnen  wollen.  Es  ist  nämlich  auf  der  linken  Seite  x 
das  Argument  und  z  der  Parameter,  auf  der  rechten  Seite  z  das  Argu- 
ment und  x  der  Parameter. 


232.    Satz  von  Abel  für  lineare  Differentialgleichungen 
und  Anwendung  desselben  auf  die  hyperelliptischen  Integrale 

dritter  Gattung. 

Aus  den  Gleichungen  (4)  lassen  sich  die  Px{e)  durch  die  <p  (z) 
und  deren  Ableitungen  ausdrucken.  Die  Rechnung  gestaltet  sich  am 
einfachsten,  wenn  man  <pr(z)  zunächst  nach  Potenzen  von  z  —  x  ent- 
wickelt, 

9^)  =j^  (*-*)', 
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und  diese  Entwicklungen  in  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (C)  ein- 
setzt.   Man  erhält  auf  diese  Weise 

m     *    m  (g  -|-  m  —  1)  (g  +  ™  —  2)  •  •  •  (6  +  w  —  y)     (i)  /gN  /„      g\S+  »-»+a-i 


oder  wenn  man 

x  =  i;  —  A  —  m 

etls    neuen  Summationsindex  einführt, 

=  ^  (,  -  «r  *_1 2^  (s+»t-1)(t+'»-2)  •  •  •  (h-«-*)  £-  ,w  j;  ■ , ; , 

ä=^— 2m  r=0 

tiei«.1  dies  muss  zufolge  des  Vertauschungssatzes  (C)  mit  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  (3)  übereinstimmen.  Die  Coefficientenvergleichung 
ergiebt  dann 

_  f     0      für   x<0, 
—  lPx(z)   für   x^O. 

In  mehr  übersichtlicher  Form   tritt  die  Beziehung  zwischen  den 
>>€ficlen  Differentialausdrücken 

I>M,    *>» 
clvirch  die  folgende  Ueberlegung  zu  Tage. 
Setzen  wir 

JPr(x)  =  0    für    i/  <  w , 

*>*(*)  =  (""  !)*(£  +  «*  —  1)X9X(#)  <x  =  0'  !.■■•»•  +  •). 

s°    ist  nach  (4)  und  (5) 


/«-}-/» 


x=0 

7/1  -\-H 


*»  -^  (-  1)'».*!""°  (*)  • 

*=0 

Ul1    lautet  aber  die  explicite  Form  des  zu  einem  Differentialausdrucke 

x— u 
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adjungirten  Differentialausdruckes 

x=0  x=0   *=0 

Setzen  wir  also 

T)(„\—  VC      iv  «-Ott-»)-"«-«)  p/.n**» 

x  =  0 

®» =2I"(-  in« + »  -  ix»»  0, 

so  sind  die  beiden  Differentialausdrücke 


(-')-5.(3)-If.Hg 


x  =  0 

und  

einander  adjungirt.  Bezeichnen  wir  durch  DJ(w)  den  zu  DJjj) 
adjungirten  Differentialausdruck,  so  ist  nach  dem  Thome-Frobenius- 
schen  Keciprocitätssatze  (Nr.  21,  Bd.  I,  S.  59) 

Wir  wenden  uns  nun  zu  der  Gleichung  (C),  die  wir  ein  wenig 
umformen  wollen,  um  einerseits  ihre  Bedeutung  klarer  hervortreten  zu 
lassen  und  um  andererseits  zu  zeigen,  wie  sich  aus  derselben  durch 
Specialisirung  ein  von  Abel  entdeckter  Satz  ergiebt,  der  von  ihm  als 
der  Satz  von  der  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument  be- 
zeichnet worden  ist. 

Es  ist  offenbar 

—  ,  -  (z  —  x)  ^        =  t(§  +  1)  *  •  •  (s  +  m  —  1)  — 

Hieraus  und  aus  der  Gleichung  (4)  ergiebt  sich 

*U<*-*>        )—2,       7?      2/^~1}  (i-i)--«=iö  (»-rt« 

rn  — 1 

+  ^  (I  +  »»  - 1)  •  •  •  (1  +  tn  -  v)  (z  -  xf+m-"-1 

y ,  _  i  r  - '  _  i*—l)  —lir-  *> rir+'-H') 

x=0 
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Setzen  wir  nun  £  =  0,  so  ist  demnach 
(6)        J>,((a  -  x)1"-1) 

■ZG.  -  *r')  +%  (*  -  *r — '  2*  er+-ir4f (- 1)m~r~x*!  • 

r=0  X=0 

Eine  einfache  Rechnung  ergiebt  aber 


je* 


^  ^  ~~  *'  (m  —  jr  — 1)1  ^  W_*  +  X> 


-y!(z-M) 


y=0  2=0 

u**d       nach  einer  bekannten  combinatorischen  Formel  ist 


(- tf  -Ar  = 


x! 


m  +  X        w(w  +  l)- •  •  (w  +  x)' 
=o 


ünden  also 
****        rp  (*\  —  p  /«n      »»— * 


^^^us  und  aus  der  Gleichung  (6)  folgt  nunmehr  mit  Rücksicht  auf 
^       Cfleichung  (C) 

(a«^  K.fci-j  - »:  ti-j  - i:  <-  •)■  i  p^q . 

x  =  0 

j       *^      dies  ist  die  Form,  auf  welche  Jacobi  den  Abduschen  Satz  von 
Vertauschung  von  Parameter  und  ^rgument  gebracht  hat. 
Setzen  wir  die  ganze  rationale  Function  von  z  und  x 

«— ^  X  =  0  t  X 

so 

j^  ^       ^^rgiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Form  des  zu  Dx(y)  adjungirten 

irentialausdruckes,  dass  c.     nichts  anderes  ist,  wie  der  Coefficient 

'IX  / 

x  in  dem  Ausdrucke 

-  Dx(x-*-1), 

der  Coefficient  von  £  in  dem  Ausdrucke 

-D/O*-'-1). 

Bezeichnen  wir  mit  y(x)  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (A), 
v\(x)  ein  Integral  der  zu  (A)  adjungirten  Differentialgleichung 

D'(w)  =  0, 


o^ 
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so  ist,  zufolge  der  Lagrange'schen  Beziehung, 

Multipliciren  wir  also  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  ij(#),  die  zweite 
mit  y(z)  und  addiren,  so  folgt,  wenn  wir  beachten,  dass 

s  \z  —  x)  *  \x  —  z) 

ist,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (C0)  und  (7) 

Wir  wollen  zeigen,  wie  sich  aus  dieser  Gleichung  für  n  =  1  der 
Satz  von  der  Vertauschung  des  Parameters  mit  dem  Argumente  für 
die  hyperelliptischen  Integrale  dritter  Gattung  ergiebt. 

Nehmen  wir  also  n  =  1 ,  dann  lautet  die  Differentialgleichung  ( A) 

(A,)  Dx(y)  -  Pt  (*)  g  +  P0(%  -  0 

und  ihre  adjungirte 

(A/)       d;(,)  =  -  p,{x)  g  +  [*„(*)  -  p,'(*)]*  =  o. 

Wir  nehmen  der  Einfachheit  wegen  an,  dass  die  Differentialgleichung 
(Aj)  zur  Fuch s 'sehen  Classe  gehört,  dann  kann  Px{x)  nur  von  ein- 
ander verschiedene  lineare  Factoren  enthalten,  und  P0(x)  muss  vom 
Grade  m  —  1  sein,  wenn  P1  (x)  genau  vom  ml6n  Grade  ist.     Sei 

Pi (x)  =  (x  —  at)  (x  —  aa)  •  •  ■•  (x  —  aa)  (x  —  bx)  (x  —  6,)  •  •  •  (z  —  &,), 
und  möge  in  Partialbrüche  zerlegt 

(8)  _  P[  =^J  ^^  ~^~<2j  X^~bf 

4=1  »  =  1 

sein.     Dabei  denken  wir  uns  die  Bezeichnung  so  gewählt,  dass  die 
ganze  Zahlen  bedeuten,  während  keine  der  Grössen 

T  T   .    •   •   •    T 

eine  ganze  Zahl  ist.     D.  h.  die 

sind  scheinbar  singulare  Stellen  von  (A1). 


282.   Hyperelliptische  Integrale. 
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Das  allgemeine  Integral  von  (AJ  lautet,  wenn  wir  die  willkürliche 
konstante  gleich  Eins  nehmen, 

,/(*)  =  (*  -  «,)r>  •  •  •  {x  -  ay°(x  -  &,)ri  •••(*- 1$\ 

und    das   entsprechende  Integral   der   adjungirten  Differentialgleichung 
ist    folglich 

*c*o  -(*-a1)-ri-i-(*-«0rr°~1(*-'',r,,~1-(a— v"*"1- 

Der  Ausdruck  U  ist  in  unserem  Falle 

TT—  —  £°if)JlPo(f!?  -1-  ±  ü»i?  ~  Pi(ä) 


z  —  x 


dz         z  —  x 


und     der  bilineare  Differentialausdruck  von  (Ax)  reducirt  sich  auf 

Dx(f,g)  =  Pl(x)f</. 
Wir    erhalten  aus  (JT)  die  Formel 

=  *«!»(*)  ( ^ -  -  +  d~z  —7=?-  )  ' 

dieselbe  soll  nun  weiter  specialisirt  werden. 

Betrachten   wir   nämlich    den   Fall,    wo    die   Differential- 
gleichung (Aj)  mit  ihrer  adjungirten  (Ax')  identisch  ist. 

Dann  muss  (vergl.  Nr.  25,  Bd.  I,  S.  70  ff.) 

sein.     Es  fallen  dann  die  6  ,  hi7  •  •  •  6    weg,  und  in  (8)  ist 


1  '2  'm  2  > 

Die  Integrale  y(#)  und  17  (.r)  reduciren  sich  auf 


6  =  m . 


fW  "  7p>v  "(*)=yW 


und  Z7  nimmt  die  Form  an 


U  = 


!    P/<*) +!>/(*)         P^-P^r) 


2  —  # 


('  -  #)5 


Die  Gleichung  (9)  liefert  demnach 


«<>)     h 


dx 


ypjd 


Jz-.r)yPl(z)_ 


dz 


r^iw 


(x  —  r)j/P,(.r) 


r/ 


yA^yjiw' 
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und  dies  ist  unmittelbar  die  Form,  in  welcher  der  Vertauschungssatz 
von  Parameter  und  Argument  für  das  hyperelliptische  Integral  dritter 
Gattung 


/ 


gewöhnlich  geschrieben  zu  werden  pflegt. 

Die  ausserordentliche  Wichtigkeit  des  Vertauschungssatzes  (10) 
für  die  Theorie  der  hyperelliptischen  Transcendenten  liegt  darin,  dass 
es  Herrn  Weierstrass  gelungen  ist,  aus  diesem  Satze  die  in  der 
Nr.  206  (S.  295)  erwähnten  Beziehungen  zwischen  den  Periodicit&ts- 
moduln  der  hyperelliptischen  Integrale  zum  ersten  Male  abzuleiten. 
Die  Entdeckung  dieser  Beziehungen  bildete  eine  Epoche  in  der  Theorie 
der  Ab  ersehen  Functionen,  da  es  nur  auf  Grund  derselben  für  Herrn 
Weierstrass  möglich  ward,  für  die  allgemeinen  hyperelliptischen 
Functionen  das  zu  leisten,  was  im  einfachsten  Falle  der  zu  einer 
Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Function  sechsten  Grades  gehörigen 
sogenannten  ultraelliptischen  Functionen  Göpel  und  Rosenhain  ge- 
leistet hatten,  nämlich  die  Lösung  des  Ja cobi 'sehen  Umkehrproblems 
mit  Hülfe  der  Transcendenten  @.  Wir  werden  auf  das  von  Herrn 
Weierstrass  in  seiner  Braunsberger  Programmarbeit  vom  Jahre 
1848/49  angewandte  Verfahren  an  späterer  Stelle  einzugehen  haben 
und  daselbst  auch  die  analogen,  jedoch  viel  allgemeineren  Folgerungen  -j 
kennen  lernen,  die  Herr  Fuchs  aus  dem  Vertauschungssatze  (!"*)  ftU — : 
die   Integrale   beliebiger   linearer  Differentialgleichungen   gezogen   hat 


233.    Definition  der  Euler'schen  Transformirten  einer  linearen 
homogenen  Differentialgleichung.     Beciprocität.     Integration   durchs 

Quadraturen.     Doppelschleifen. 

Jetzt  wollen  wir  auf  die  den  Vertauschungssatz  darstellende  Glerir 
chung  (C)  (Nr.  231,  S.  408)  ein  ähnliches  Verfahren   anwenden,   wi 
für  den  Fall  der  Laplace'schen  Transformirten  auf  die  Gleichung  ('. 
(S.  406). 

Bezeichnen  wir  mit 

den  adjungirten  linearen,  beziehungsweise  den  begleitenden  bilinear- 
Diiferentialausdruck  von  2)z(w),  so  ergiebt  sich  aus  der  Beziehung  v  - 
Lagrange  und  aus  der  Gleichung  (C)  für  eine  beliebige  Functio 
von  z  und  einen  Integrationsweg  L  die  Gleichung 


283.   Die  Euler'sche  Transformirte.  415 

(L)  (L) 

eutet  also  v  eine  Lösung  der  Differentialgleichung 
(1  1  >  2>/(t>)  =  0, 

und      denken  wir  uns  den  Integrationsweg  L  so  gewählt,  dass 
lft^>       so  besitzen  wir  in 


(*»>  y  =  fv(e  —  xf-1 


elr*«    Lösung  von  (A). 

Euier  war  der  erste,  der  die  Lösung  einer  gewissen   speciellen 


"^^Ären  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (die  im  Wesentlichen 
av*~f*  die  Differentialgleichung  der  Gauss'schen  Reihe  hinauskommt)  in 
<U^*-  Jorm  eines  bestimmten  Integrales,  oder  wie  sich  die  älteren  Ana- 
^Ts^fc^n  auszudrücken  pflegten,  durch  eine  Quadratur  von  der  Art 

iv{e  —  x)-~(1z 


a 


ilite,  wo  a,  ß  von  z  unabhängig  sind  und  v  eine  blosse  Function 

vc>r*       z    bedeutet;    wir    wollen    darum    die    Differentialgleichung    (11) 

v^-^olx  Analogie    der   von  Herrn  Poincare   eingeführten    Bezeichnung 

^*  **■  place'sche    Transformirte"    für    die    Gleichung    (L)    S.  407)    die 

^l^r'sche  Transformirte  von  (A)  nennen. 

Offenbar  ist  aber  auch  umgekehrt 


4-iw— 1 


dx 


(l4>  u  =  fw(z  —  xf 

ei  {* 

^     Lösung  der  Differentialgleichung  (m  +  w)ter  Ordnung 

<*>  a>»  =  o, 

e***i  w  eine  Lösung  der  zu  (A)  adjungirten  Differentialgleichung 

d.»  =  o 

**    A  einen  Integrationsweg  bedeutet,  für  welchen 
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ist.  Wir  haben  also  den  Satz,  der  dem  in  der  Nr.  117  (Bd.  I,  S.  426) 
für  die  Laplace'sche  Transform irte  gefundenen  Satze  ganz  analog  ist: 

Die  adjungirte  Differentialgleichung  (21)  der  Euler'schen 
Transformirten  der  Differentialgleichung  (A)  ist  so  be- 
schaffen, dass  ihre  Euler'sche  Transformirte  die  Adjungirte 
der  ursprünglichen  Differentialgleichung  (A)  ist.  Die  Diffe- 
rentialgleichungen ($1)  und  (A)  integriren  sich  gegenseitig 
durch  Quadraturen  nach  der  Methode  von  Euler. 

Es  handelt  sich  jetzt  noch  darum,  die  Integrationswege  L  be- 
ziehungsweise A  in  geeigneter  Weise  zu  wählen.  Offenbar  hängt  diese 
Wahl  wesentlich  ab  von  der  Lage  der  singulären  Stellen  der  unter 
den  Integralzeichen  auftretenden  Functionen,  d.  h.  also  von  den  singu- 
lären Punkten  der  beiden  Differentialgleichungen  (A)  und  (?t).  Da 
aber  zufolge  der  Gleichungen  (4)  (S.  408) 

*.+.(*) -(-ir+"*.to 

ist,  so  sind  für  die  Differentialgleichungen  (A)  und  (3t)  die  singulären 
Stellen  dieselben,  und  wir  können  uns  demnach  darauf  beschranken, 
etwa  die  Bestimmung  der  Integrationswege  A  zu  unserer  Aufgabe  zu 
machen. 

Zufolge  der  Gleichung  (15)  muss  der  Integrationsweg  A  so  be- 
schaffen sein,  dass  im  Anfangs-  und  Endpunkte  desselben  der  Ausdruck  ~ 

(10)  Dx((z  -  xf-\  w) 


denselben  Werth  annimmt,  dass  aber  trotzdem  das  auf  diesem  Weg 
erstreckte  Integral  (14)  nicht  identisch  verschwindet.  Wir  werden  alscza 
ähnliche  Integrationswege  zu  benutzen  haben,  wie  im  vierten  Kapite "-?* 
des  siebenten  Abschnittes  (Bd.  I),  d.  h.  entweder  geschlossene  Wege^a 
welche  die  singulären  Punkte  des  Ausdruckes  (16)  in  geeigneter  Weis  -^ 
umschlingen,  oder  aber  solche,  die  in  einem  dieser  singulären  Punkt cJ 
beginnen  und  endigen  und  zwar  in  der  Weise,  dass  die  ersten  und  letzte  ^ 
Wegelemente  ganz  bestimmte  Richtungen  einhalten,  die  so  gewäh'-Ä 
werden  müssen,  dass  die  Bedingung  (15)  erfüllt  wird  (vergl.  Nr.  11-  — ^ 
Bd.  I,  S.  411,  Nr.  116,  ebenda  S:  418).  Die  letztere  Art  von  Integr-=Ä 
tionswegen  ist  nur  bei  solchen  singulären  Punkten  anwendbar, 
Unbestimmtheitsstellen  der  Integrale  w  sind;  da  wir  im  Folgenden 
Untersuchung  von  Differentialgleichungen  der  Fuchs'schen  Classe 
Auge  haben,  so  lassen  wir  diese  Art  von  Wegen  bei  Seite. 

Wir  erhalten  geschlossene  Wege,  die  nicht  von  singulären  Punk 
ausgehen  und  der  Bedingung  (15)  Genüge  leisten,  auf  folgende  Wt 
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Seien 


ai>    a2>  "  •  ao 


die     Ton    einander    verschiedenen    Nullstellen    der    ganzen    rationalen 
-Function 

uo<i    fixiren    wir    nebst    diesen   in    der    x- Ebene    noch    die   Stelle   g. 
Denken  wir  uns  dann  von  den  Punkten 

aus      die  Querschnitte 

n»di  dem  Unendlichen  hin  gelegt,   so  sind   in  der  so   zerschnittenen 
^  —  X*2  bene 

w,   (g  —  x)*-1 

eix*  deutig,  also  auch  (16)  eindeutig.  Bedeute  nun  £  irgend  einen  regu- 
^a,x*^^i  Punkt  der  x-  Ebene,  sei  l  ein  von  £  ausgehender  geschlossener  Weg, 
"-^*~  die  Querschnitte  ll9  l%7  •  •  •  la  beliebig  oft  und  in  beliebiger  Auf- 
eir*Änderfoige  überschreitet,  und  möge  das  allgemeine  Integral  w  der  zu 
y^O  adjungirten  Differentialgleichung,  wenn  x  den  Umlauf  l  vollzieht, 
ir*  ^w  übergehen.  Ferner  sei  sQ  eine  von  £  aus  um  den  Punkt  z 
'Um  gelegte  einfache  Schleife,  die  den  Querschnitt  lQ  einmal  in  posi- 


lv^:r  Richtung  überschreitet. 

Integriren  wir  nun  von  £  ausgehend  längs  l,  dann  längs  sQ,  dann 
.****!5a  l  aber  im  entgegengesetzten  Sinne  und  endlich  längs  sQ  ebenfalls 
1X1     entgegengesetzten  Sinne,  d.  h.  also  auf  dem  Wege: 

ist  die  Function  (16)  zu  ihrem  Ausgangswerthe  zurückgekehrt,  und 
ea    ist  folglich 

Ov-V1) 

lx*e  Losung  der  Differentialgleichung  (81).     Beachten  wir,  dass 


(17 


Cw{e  —  x)*+m~ldx  +  few(e  —  *)«+"-,rf«  =  0, 


») 


(i)  (/-i, 


fu>(s  -  xf+m-1tix  +  Cne**iV:r\B  —  xf+m~\lx  =  0 


^>  so  erkennen  wir,  dass  sich  das  Integral  (17)  in  die  Form  setzen  lässt 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    II.  27 
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(18)      Cw(g  -  *)*+— >  dx  =  (l-  e2*Sy-1)    Cw(z  -  xpm-xdx 

(V~V)  %  A 

—   l\w  —  Qw){z  —  xi+m-ldx. 

<*o> 

Der  Weg  l  lässt  sich  zusammensetzen  aus  den  vom  Punkte  g  ans 
um  die  Punkte  a.  herum  gelegten  einfachen  Schleifen  s.9  die  so  be- 
schaffen sind,  dass  sie  nur  den  Querschnitt  l.  einmal  in  positivem  Sinne 
überschreiten.  Da  ferner  nach  Vollzug  der  Integration  über  eine  solche 
Schleife  s.  das  Integral  w  der  zu  (A)  adjungirten  Differentialgleichung 
in  ein  anderes  Integral  derselben  Differentialgleichung  übergegangen 
ist,  so  können  wir  sagen: 

Bedeutet  wlf  tci9  •  •  •  wn  ein  Fundamentalsystem  der  zu  (A) 
adjungirten  Differentialgleichung,  so  lassen  sich  die  über 
Wege  von  der  Art 


l—i 


\r  \ 


erstreckten  Integrale  (17)  linear,  homogen  und  mit  constanten 
Coefficienten  zusammensetzen  aus  den  Integralen 

(19)  jw^-xp-Uz     djj;::::). 


X' 


Nehmen  wir  z.  B.  I  =  sx}  betrachten  also  den  Weg 


SxSQSx     so  («  —  !,«,••••), 


so  ist  das  über  denselben  hin  erstreckte  Integral  (17)  jedenfalls  eine 
Lösung  von  (21);  einen  solchen  Weg  bezeichnet  man  gewöhnlich  als 
eine  um  die  beiden  Punkte  ax,  z  herumgelegte  Doppelschleife 
(Fig.  10).  Solche  Doppelschleifen  hatten  wir  auch  schon  in  der  Nr.  114 
(Bd.  I,  S.  410)   bei   Gelegenheit   der   Integration   der  Laplace  sehen 

Differentialgleichung  angewandt,  wir  bemerken 
jedoch,  dass  die  um  zwei  Punkte 

herum  gelegte  Doppelschleife 


i  —  i 


Fig.  10.  g8  s7is 

i   x   i        x 


im  Allgemeinen   nicht  einen  Weg  A   liefert,    für   welchen   die  Be- 
dingung (1JV)  erfüllt  ist,  sondern  dass  dies  dann  und  nur  dann  der  Fall 
ist,  wenn  die  Werthänderung,  die  das  Integral  w  auf  dem  Wege  s.s 
erfährt,  dieselbe  ist,  wie  die  auf  dem  Wege  s  s.. 


234.   Bestimmtheit  im  Unendlichen.  419 

Wir  wollen  allgemein  die  Frage  so  formuliren: 

1.  Wie  müssen  die  constanten  Coefficienten  der  linearen  homo- 
genen Verbindungen  der  Integrale  (19)  bestimmt  werden,  damit  diese 
Verbindungen  Lösungen  der  Differentialgleichung  ($1)  darstellen? 

2.  Lässt   sich    aus  solchen  Verbindungen   ein  Fundamentalsystem 
(St)  zusammensetzen? 


234r_     Differentialgleichungen,  deren  Integrale  im  Unendlichen  nicht 
unbestimmt  sind.     Vereinfachung  der  Eul  er 'sehen  Transformirten 

und  des  Vertausohungssatses. 

Indem  wir  die  allgemeine  Discussion  der  am  Schlüsse  der  vorigen 
Nummer  aufgestellten  Probleme  bei  Seite  lassen,  beschranken  wir  uns 
***"f  den  Fall,  wo  die  Differentialgleichung  (A)  der  Fuchs'schen  Classe 
axiK^lört. 

Zunächst  schliessen  wir  aus  den  in  der  Nr.  232  (S.  409)  dar- 
£el^gten  Beziehungen  zwischen  den  Differentialgleichungen  (A)  und  (?l), 
einfachsten  wohl  daraus,  dass  die  Differentialausdrücke 

^?»5     und     5(«) 


x=0 


ei 


*^^*ider  adjungirt  sind,  dass  eine  singulare  Stelle,  die  für  die  eine  der 
.     lc*^n  Differentialgleichungen  (A)  und  (?l)  eine  Stelle  der  Bestimmtheit 
,    »     ^nch  für  die  andere  denselben  Charakter  besitzen  muss.    Insbeson- 
**^    folgt  also  hieraus  der  Satz: 

,  .  Wenn   von   den   beiden    Differentialgleichungen    (A),   (?l) 

^      eine    der   Fuchs'schen   Classe    angehört,    so   ist   dasselbe 
a  i"» 

^ti  für  die  andere  der  Fall. 

i  Wir  machen  vorlaufig  nur  die  allgemeinere  Voraussetzung,  dass 

i       **     unendlich  ferne  Punkt  #  =  <x>  eine  Stelle  der  Bestimmt- 
,       *  t;   für   die  Differentialgleichung  (A)   sein  möge;   es   werden 

^^Äi'fc-k       .1»  _1 _1 l_'i._J. "LI 1__         • Xl*    1 17 •     !»    _T 


-•,  ^  die  oben  abgeleiteten  Formeln  einer  wesentlichen  Vereinfachung 
^  *^,  indem  sich  nämlich  die  Differentialgleichung  (m-f-w)16* 
*^     *lnung  (?l)  durch  eine  solche  von  der  wten  Ordnung  ersetzen 

In  der  That  ist,  damit  sich  die  sämmtlichen  Lösungen  der  Diffe- 
^tialgleichung  (A)  im  Punkte  x  =  <x>  bestimmt  verhalten,  nach  den 
.  ^K^bnissen  der  Nr.  110  (Bd.  I,  S.  394)  nothwendig  und  hinreichend, 
^^fc   die  Grade  der  Coefficienten 

P  >    P     i,  '  -  Pn 

27* 
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abnehmen.  Wenn  also  m  der  wirkliche  Grad  von  Pn(x)  ist,  so  1 
man  tw^n  voraussetzen,  undPx(#)  darf  höchstens  vom  Grade  m  —  n 
sein.     Also  ist  für  v  <  n 

Plm+*-*\x)  =  0 , 

d.  h.  es  sind  nach  Gleichung  (4)  (Nr.  231,  S.  408)  die 

9>ü(')>    9>i(*)>  •  "  '  »—iW 
sammtlich  gleich  Null,   so  dass  sich  die  Differentialgleichung  (8 
der  Form 


*»-i>.+»£(£)-<> 


als  Differentialgleichung  m**x  Ordnung  für   die   n16    Ableitung  vc 
schreiben  lasst. 

Setzen  wir  also 

[o  (m\  =  Vr-  iy— -*     «-w*-»)  •  •  •  «-»>       pjr**-"- 

(20)1  ^  ({+m— n— 1)  ••(£+*»— n—*)(m+%—n 

[  =(6  +  w_l)(|  +  w_2)...(|  +  m-n)9)>|+», 

woraus  sich  gemäss  den  Gleichungen  (4),  (5)  umgekehrt 

m  \       V  (—  1 Y  «-h^-n-l)...(6  +  m-n-y)    ff— '+— "»fr) 
K'i)      ^\      L)  (5_i)(5_2)...(£_x)  („_w  +  n_x)! 

_        0       für    x 

=    Px(x)    für    *; 

ergiebt,  so  kann  die  Differentialgleichung  twtwp  Ordnung 
(E)  2?>)  =J^(*)  1«  =  0 


r=Ü 


an  die  Stelle  von  (Sl)  treten. 

Denn  aus  den  Formeln  der  Nummern  231,  232  (S.  408  ff.)  erg 
sich  zunächst  die  Gleichung 

(C)  Dx((ß  -  ar)*-1)  =  E,{(ß  -  *)*+— -1) , 

und  wenn 

e;(v),  E,{f,g) 

den  adjungirten  linearen,  beziehungsweise  den  begleitenden  bilinef 
Differentialausdruck  von  Et(u)  bedeuten,  so  haben  wir 

(22)  D^  j'v(z  -  xf-'dz^j  =  Et{<ß  -  *)*+"-"-1,  v) 
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(23.-)        E(  fw(s  —  xf^-'-'dx^  =  D,((*  —  äö*_1,  «) 


-c-s       steUt  folglich 

(^?-*2>  y=   h(e  —  x) 

d) 
ex:*X-  ^^  Losung  von  (A)  dar,  wenn 

(^e:  -  ^  e;(v)  =  o 


*~ld3 


u 


(^^*  2>  J  £  *.((.  -  *)«+— "*,  •)  Ar  =  0 


(X) 

,a**^  und  umgekehrt  haben  wir  in 


(^  ^^  ^  u  =  iw{z  —  x) 


t+m-H~ldx 


eix^-^^  Losung  von  (E),  wenn 

(A.'  >  D.»  =  o 


Wir  können  dann  (E')  als  die  Euler'sche  Transformirte  von  (A) 
umgekehrt  (A')   als   die   Euler'sche  Transformirte   von  (E)   be- 
liehnen. 

Die  Differentialgleichung  (E)  hat  die  besondere  Eigen- 
Scl*aft,  dass  ihre  Ordnung  mit  dem  Grade  des  Coefficienten 
c*er  höchsten  Ableitung  übereinstimmt. 

Die  Form  der  Gleichungen  (20)  bis  (27)  lässt  erkennen,  dass  der 
a"   eine  besondere  Beachtung  verdient,  wo  auch  in  der  Differential- 
Rteichung  (A)    die  Ordnungszahl  n  dieselbe  ist,   wie  die   Gradzahl  m 
aes   Coefficienten  der  höchsten  Ableitung,  denn  alsdann  ist  die  Reci- 
Pfocitat  zwischen  den  Differentialgleichungen  (A)  und  (E)   eine  voll- 
kommene.    Es  ist  nämlich  für 

m  =  n 

er  Coefficient  Px(%)  der  xten  Ableitung  von  y  in  D  (y)  vom  xten  Grade, 
^   wir  können   demnach    die  Beziehung   zwischen    den   Differential- 
8*e*chungen  (A)  und  (E)  in  elegantester  Weise  dadurch  zum  Ausdrucke 
^^en, «dass  wir  sagen:  Wenn 
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?» = c- 1)"  »-*>  •.•,•«-»>  *„(*), 


x: 


Qr{x)  =  (_  iy  <Lr  *> •  • ; «  ~  »>  <?,(*) 


(*,  y  =  0, 1,    -m) 


gesetzt  wird,  so  ist 

in 
m 

W  =  2(-l)W~'V), 

d.  h.  die  beiden  Differentialgleichungen 

^J      *V  y  da?  ' 

x=0 

sind  einander  adjungirt. 

Der  durch  die  Gleichung  (C)  dargestellte  Vertauschungssatz  nim 
die  einfache  Form  an 

(C")  D,((*  — a:)*-1)-^«^  — *)*-1). 

Falls  in  der  gegebenen  Differentialgleichung  (A)  m  grösser  wie 

sein  sollte,  so  können  wir  z.  B.  dadurch,  dass  wir  y  gleich  der  (m  —  ri 

Ableitung  einer  neuen  unabhängigen  Variabein  setzen,  eine  Differenti 

gleichung  herstellen,  deren  Ordnungszahl  gleich   m  ist  und  die  ne 

einer  ganzen  rationalen  Function  (m  —  n)*611  Grades  von  x  mit  willk 

liehen  Coefficienten  noch  n  Lösungen  besitzt,  deren  (m  —  n)*6  Ab] 

tungen    ein    Fundamentalsystem    der    gegebenen    Differentialgleichu 

bilden.     Wir  wollen  darum  im  Folgenden  voraussetzen,  dass  für  < 

Differentialgleichung  (A) 

m  =  n 

sei  und  dann  nachher  besonders  auf  den  Fall  eingehen,  wo  in  < 
gegebenen  Differentialgleichung  (A)  die  Coefficienten  gewisser  ers 
Ableitungen  verschwinden. 

235.  Differentialgleichungen  der  Fuchs 'sehen  Classe,  deren  Ordnu 
mit  dem  Grade  des  Coefficienten  der  höchsten  Ableitung  übereinstüm 

Wir   gehen   also   von  einer  Differentialgleichung  (A)   aus,    de: 
Ordnung  mit  dem  Grade  m  des  Coefficienten  der  höchsten  Ableiti 


285.   Differentialgleichungen  der  Fuchs 'sehen  Glasse.  423 

übereinstimmt  und  setzen  jetzt  überdies  voraus,  dass  (A)  zur  Fuchs- 
sehen  Classe  gehört. 

Sei  dann  der  Coefficient  Pm(x)  der  höchsten  Ableitung  in  seine 
Jinearen  Factoren  zerlegt: 

(1)  Pm(x)  -  («  -  a^(x  -  «,P  ••■(*-  «X°, 

a 

1=1 
so     mii88,  damit  der  singulare  Punkt  x  =  ai  eine  Stelle  der  Bestimmt- 
heit     für   die  Lösungen  von  (A)  sei,   der   Factor  x  —  a.  in  Pm_l(x) 
m***clestens  zur  («  —  i)t«n?  jn  Pm__%(x)  mindestens  zur  (cc.  —  2)ten  u.  s.  w., 
m    JV  ,  f  (x)  mindestens  zur  ersten  Potenz  enthalten  sein.   Bezeichnen 

Wl*"    durch 

die  ^Wurzeln  der  zu  x  =  a.  gehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichung, so  sind  (vergl.  für  diese  Verhältnisse  Nr.  112,  Bd.  I,  S.  405) 
"* a.  derselben  mit  den  Zahlen 

0,  1,  2,  •  •  •  m  —  a. —  1 

identisch,  und  die  zu  diesen  Wurzeln  als  Exponenten  gehörigen  Ele- 
1Xleiite  des  canonischen  Fundamentalsystems  verhalten  sich  in  der  Um- 
^oung  von  x  =  a.  regulär,  wenn  keine  der  a.  übrigen  Wurzeln  eine 
Positive  ganze  Zahl  und  grösser  als  m  —  a. —  1  ist.  Um  Complicationen 
aus  dem  Wege  zu  gehen,  die  das  Wesen  der  hier  anzustellenden  Unter- 
suchung nicht  berühren,  wollen  wir  überhaupt  annehmen,  dass  für  alle 
SUl8ulären  Punkte  a£  die  Grössen 

9n>    9n>  "     *  9ia. 

**^der  ganzzahlig  noch  auch  um  ganze  Zahlen  von  einander  verschieden 
8ei^n.     Dann  enthalten  die  Entwickelungen  der  Elemente 

Vi\y   Vnf  '  '  '  y%m 
68  fcu  x  =  a{  gehörigen  canonischen  Fundamentalsystems  in  der  Um- 
JS^bung  von  x  =  a{  keinen  Logarithmus  und  haben  also  die  Form 

°  die  ^ia(x\a^)  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  —  a.  fort- 
^^itende  Reihen  bedeuten.  Die  Bezeichnung  ist  dabei  so  gewählt 
^°*den,  dass 

?>  Qiiai  +  l  =  0,    ^    +2=1,  •  •     ?,m  =  m-a.-l 

18t.  ' 
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Multipliciren  wir  die  linke  Seite  von  (A)  mit  dem  Factor 

(4)  «(*)  =JJ(*  -  ay~*, 

1=1 

so  lauten  die  Wurzeln  der  zu  x  =  a.  gehörigen  determinirenden  Funda- 
mentalgleichung fiir  die  adjungirtc  Differentialgleichung  von 

(5)  Z(*)DM  -  0, 

nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  109  (Bd.  I,  S.  391), 

fia  1  («»l,S,--.m). 

Die   adjungirte   Differentialgleichung   von    (5)    lautet   aber   nach    dem 
Reciprocitätssatzc  (Nr.  21,  Bd.  I,  S.  59) 

(6)  d;(z(*>»)  -  0, 

die  zu  x  =  a.  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung  der   zu 
(A)  adjungirten  Differentialgleichung  (A')  hat  also  die  Wurzeln 

(7)  6.    =  m  —  a.  —  p.    — 1         (o  =  i,i,"-m), 

und   die   zugehörigen   Elemente   des   canonischen   Fundamentalsystems 
haben  die  Form 

(8)  »,„-(*  -«)"•"« *,.(*!«*),     f,>,l«0  +  0        (-=>,*,»), 

wo  die  *$ia(x\at)  nach  x  —  a.  fortschreitende  gewöhnliche  Potenzreihen 
bedeuten.     Insbesondere  sind  die 

»i  «i + * 
in  der  Umgebung  von  x  =  a.  regulär  und  gehören  zu  den  Exponenten 

Es  sei  nun  w  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  (A'). 
Wir  betrachten,  wie  in  der  vorhergehenden  Nummer,  die  über  die  von 
x  =  £  ausgehenden  Schleifen 

*o>   5i>    *s>  *  '  •  6a 
erstreckten  Integrale 

Bedeute  b.  einen  Punkt  in  der  Umgebung  von  a.,  d.  h.  einen 
Punkt,  für  welchen  die  Entwickelungen  der  Integrale  unserer  Differential- 
gleichungen nach  Potenzen  von  x  —  a.  convergiren,  und  bezeichnen  wir 
mit  s.  die  von  bi  aus  um  a.  herumgelegte  Schleife,  dann  ist 
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/  tv  (js  —  xf~ldx  =  f(to  —  Q.tv)(e  —  xf~ldx  +  fw(z  —  xf"ldx , 

wo  wir  durch  O.tc  dasjenige  Integral  von  (A'j  bezeichnet  haben,  in 
weloh«»s  sich  tv  verwandelt,  wenn  x  einen  einfachen  Umlauf  im  posi- 
tiven Sinne  um  a.  vollzogen  (d.  h.  den  Schnitt  l.  einmal  in  positiver 
Richtung  überschritten)  hat,  und  wo  das  Integral  von  £  nach  b.  in  der 
dui-ch.  die  Linien  l  9  K9m"la  zerschnittenen  #-Ebene,  d.  h.  auf  directem 
Wepre,  zu  nehmen  ist. 

Sei  das  Integral  w  durch  die  Elemente  des  zu  x  =  a.  gehörigen 
canonischen  Fundamentalsystems  dargestellt 

wi 
'  ^^j     er       tot' 

dann     ist  in  der  Umgebung  von  a. 

«  =  1 

Wo    SJ5  (x  |  a.)  eine  gewöhnliche  nach  x  —  a.  fortschreitende  Potenzreihe 
be<*eixtiet.     Also  haben  wir 


<t; 


und 


rner 


«. 


{U^  w  —  Qw  =  y c(0 (w.    —  0.«'.  ) . 

1  jS  ,     a    \     nt  f      tot' 

Seteeix   wir  als0 


(»,-) 


jw(e  —  xf  ~ 1  dx  =  y  <£°  Aia . 


i*  -  —  1 

A.    =   /  w.  (£  —  xV      rf#, 

so  ist 

(12")  __      ^        __ 

r    Viönnen  uns  folglich,  was  die  über  die  Schleifen 
et^t»fectten  Integrale  anlangt,  auf  die  Betrachtung  der  Ausdrücke 

A.  (i  =  l,2,      -o;  «  =  1,2,  ••<*,), 

deteu  Anzahl  gleich  m  ist,  beschränken.     Beachten  wir,  dass 
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Q.W.    =  €.  W. 

*      ta  ta     ta 


ist,  wenn 


£ia  =  e 


gesetzt  wird,  so  kann  A.a  in  der  Form 


(13) 


t  4 

geschrieben  werden. 

Um  die  über  die  Schleife  sQ  erstreckten  Integrale  darzustellen 
nehmen  wir  irgend  ein  Fundamentalsystem  w  ,  tvf7  •  •  •  wm  der  Diffe 
rentialgleichung  (A')  und  setzen 

/*  ;— i 

Z    —     l  wJß —  X)*        dx  (/*=1,2,  -    -m); 

(*o) 
dann  sind  auch  die  m  Integrale 

Z    =  fw.(B  —  xf-ld*        ('=]'*'  "  M 

tu  I       i tt \  /  \a  =  1,  2,  ■  •  •  <Xf  / 

(*o) 
durch  Zl7  Zsf  •  •  •  Zm  linear,  homogen  und  mit  constanten  Coefficiente 
darstellbar. 


ti 


Zweites  Kapitel. 

Die  Fuoh8*sohe  Methode  der  veränderlichen  Integrationswege, 
iderung    der   Integrationssohleifen    bei    geschlossenen   Umläufen 

des  Parameters. 

Wir  fragen  nunmehr  nach  den  Aenderungen,  welche  die  als  Func- 
en  von  z  aufgefassten  Schleifenintegrale 

iden,  wenn  die  unabhängige  Variable  geschlossene  Wege  in  ihrer 
beschreibt.     Singulare   Stellen   dieser   Integrale    können   ausser 
Punkten 

Z  =  OL   .   CL    .    •  •  •    CL 

noch  die  Punkte  0  =  £  und  z  =  oo  sein;   wir  haben  also  nur  das 
-halten  der  in  Rede  stehenden  Integrale  bei  einfachen  geschlossenen 
**^laufen  von  z  um  die  Punkte 

untersuchen. 
Bei  dieser  Untersuchung  kann  man  sich  mit  Vortheil  einer  von 
Fuchs  begründeten  Methode  bedienen,  die  wir  als  die  Methode 

*  veränderlichen  Integrationswege  bezeichnen  wollen  und  die 
der  folgenden  Erwägung  beruht.     Denkt  man  sich  in  der  Ebene 

*  Integrationsvariabein  x  die  Punkte 

au  a%>  '"  %>  z>  £ 

^t  den  von  g  ausgehenden  Integrationsschleifen 

^       ^^t;  so  müssen  diese  Schleifen  so    beschaffen    sein,   dass   sie   durch 

■^   v*ien  der  singulären  Punkte   av  a2,  •    •  aa,  z  des  Integranden   hin- 

^^"chgehen.     Wenn  nun  z  sich  verändert,  so  werden  sich  demzufolge 

^^l  die  Integrationsschleifen  verändern  müssen,  so  wie  z  auf  seinem 

^ege  eine   derselben   trifft.     Stellt   man   sich  etwa   die   Integrations- 
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schleifen  als  biegsame  und  ausdehnbare  Fäden  vor,  die  im  Punkte 
befestigt  und  um  die  singulären  Stellen  av  av  •  •  •  aa7  e  herumge 
schlungen  sind,  so  wird  z7  wenn  es  eine  Bahn  beschreibt,  diese  Fade 
immer  vor  sich  her  treiben.  Ist  die  Bahn  von  z  insbesondere  ein 
geschlossene,  so  währt  die  Veränderung  jener  Schleifen  so  lange,  bi 
z  ungehindert  in  seine  Ausgangslage  zurückkehren  kann.  Es  darf  natüi 
lieh  keine  der  Schleifen  während  ihrer  Aenderung  einen  der  Punkt 
ai?  a2?  '  ' '  a0  Pa8Siren;  dagegen  bildet  der  Punkt  z  während  seine 
Bewegung  nur  in  seiner  augenblicklichen  Lage  ein  für  die  Schleife 
nicht  passirbares  Hindern iss,  so  dass  also  die  Schleifen  z.  B.  über  di 
Ausgangslage  von  z  hinweg  ungehindert  gehen  können,  che  der  Punk 
diese  Lage  wieder  erreicht  hat. 

Will  man  also  die  Aenderung  untersuchen,  die  ein  Integral 

J  w(z  —  xf~  dx 

erfährt,  wenn  z  eine  bestimmte  Bahn  beschreibt,  so  hat  man  zu  b< 
achten,  dass  dieses  Integral  in  zwiefacher  Weise  von  z  abhängt.  Einnu 
dadurch,  dass  der  Integrand  eine  Function  von  z  ist,  das  andere  Mi 
dadurch,  dass  die  Curve,  über  welche  das  Integral  zu  erstrecken  is 
sich  ebenfalls  mit  z  ändert.  Nach  den  Principien  der  Integralrecl 
nung  werden  wir  also  das  veränderte  Integral  erhalten,  wenn  wir  de 
veränderten  Integranden  längs  des  veränderten  Integrationsweges  into 
griren. 

Wenn  z  einen  geschlossenen  Umlauf  vollzieht,  so  kann  eir 
Aenderung  des  Integranden  nur  dann  eintreten,  wenn  sich  gewiss 
Theile  des  Integrationsweges  innerhalb  jenes  Umlaufes  befinden;  dan 
multiplicirt  sich  nämlich  in  den  diesen  Theiien  des  Integrationsweg* 
entsprechenden  Elementen  des  Integrales  der  Factor 

{z  -  xf~l 
des  Integranden  mit  der  Einheitswurzel 

e  =  e      f 

Wir  untersuchen  zunächst  die  Aenderung  der  Integrationsschleifen  b« 
geschlossenen  Umläufen  von  z. 

In  der  x- Ebene  haben  wir  die  Stellen  cl,  öl,  •  •  •  a  und  die  vo 
denselben  nach  dem  Unendlichen  hin  gelegten  Querschnitte  l  f  l%7  •••  l 
ferner  den  Punkt  z,  von  dem  aus  der  Querschnitt  l0  und  den  Punkt 

von  dem  aus  der  Querschnitt  l  nach  dem  Unendlichen  hin  gelegt  sei 
möge.  Denken  wir  uns  überdies  noch  die  Integrationsschleife 
so>  sv  sn>  ' ' '  so>  s0  zerfäUt  die  x- Ebene  in  a  Parzellen,   die  wir  de 
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Yleile  nach  durch  die  Zahlen  1,  2,  •  •  •  a  bezeichnen  wollen,  so  dass 
die  i*6  Parzelle  von  den  Querschnitten  l. ,  v  l.  und  den  Integrations- 
achleifen  $.7  s.,l  begrenzt  wird.  Die  Lage  von  £  denken  wir  uns  so, 
ilarfß  bei  einer  Umkreisung  von  £  in  positivem  Sinne  zuerst  die  Schleife 
#tf,  dann  sal9  •  •  •  «„,  st  und  endlich  der  Querschnitt  l  getroffen  worden 
(vergl.  Fig.  11).     Wir  wollen  ferner  annehmen,  dass  sich  der  Punkt  z 


ü 


Fig.  11. 

**^rtalb  der  Parzelle  i  befinde,  und  lassen  jetzt  z  einen  einfachen  Ura- 
*^"    in  positivem  Sinne  um  einen  der  singulären  Punkte  a  ,  a„,  •••  a 
v°ll  ziehen. 

Dabei  unterscheiden  wir  nun  zunächst  zwei  Fälle,  jenachdem  näm- 
der  Umlauf  um  einen  Punkt  ah  erfolgt,  für  welchen 

h=  1,  2,  ...  i 

lst7    oder  um  einen  Punkt  «x,  wo 

x  =  i  -f-  1,    i  -f-  2,  •  •  •  6. 

y  on  Jen  Punkten  ah  sagen  wir,  sie  befänden  sich  in  Bezug  auf  z  und  £ 
ln  der  Lage  I;  das  Dreieck  (£,  z,  aA)  wird  in  der  durch  die  angegebene 
"öihenfolge  der  Ecken  bestimmten  Richtung  so  durcldaufen,  dass  die 
r°n  demselben  eingeschlossene  Fläche  zur  Linken  bleibt.  Entsprechend 
»^zeichnen  wir  die  Lage  der  Punkte  ax  zu  z  und  £  als  die  Lage  II. 
Wir  könnten  nun  die  Umläufe  von  z  um  die  Punkte  a,  und  a. 

H  X 
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so  einrichten,  dass  die  Schleifen  $  ,  für  welche  v  weder  0  noch  h  be- 
ziehungsweise x  ist,  ganz  unberührt  bleiben  (vergl.  den  punktirten 
Umlauf  von  g  um  a,  in  der  Fig.  11),  es  ist  aber  zweckmässiger,  solche 
Umläufe  von  z  zu  betrachten,  die  nur  einen  der  Querschnitte  llt  lv  ■■•  la,  l 
einmal  in  positivem  Sinne  überschreiten  (vergl.  den  punktirten  Um- 
lauf um  aa  in  der  Fig.  11). 

Nehmen  wir  also  zunächst  einen  Umlauf  von  ef  der  den  Quer- 
schnitt lä  einmal  in  positivem  Sinne  durchkreuzt,  so  reisat  der  Punkt  e 
auf  seinem  Wege  die  Schleifen 

s*»  s*+i>  ' ' '  8o  so 
mit  sich,  so  dass  dieselben  in  die  Endlagen 


Übergehen.  Die  Anzahlen,  wie  oft  diese  Endlagen  die  Querschnitte 
h>  h'  "  '  K  überschreiten,  und  die  Richtungen,  in  welchen  diese  Ueber- 
schreitungen  erfolgen,  bestimmen   die  Aufeinanderfolge  von  einfachen 


Schleifen,  durch  welche  jene  Endlagen  ersetzt  werden  können.  In  der 
Fig.  12  sind  die  Endlagen  sf ,  af\  s™  der  Schleifen  skt8.,s9  ver- 
zeichnet, die  dem  punktirten  Umlaufe  von  e  um  «A  entsprechen;  wir 
sehen,  dass  die  folgenden  Gleichungen  bestehen: 


(I) 


SS6.    Aendarang  der  iDtegrationsschloifen. 


Die    Übrigen    Schleifen  slf  ■  •  -  sA_,,   si,1,  ■  ■  •  $g   bleiben   ungeändert. 
Beschreibt  dagegen  z  einen  Umlauf,  der  den  Querschnitt  l   einmal 
in  positivem  Sinne  durchkreuzt,  so  verwandeln  sich  (vergl.  Fig.  13)  die 
Schleifen  s0,  st,  su  beziehungsweise  in 


während  die  Übrigen  ungeändert  bleiben.  Bemerken  wir  gleich,  dass 
wir  uns  den  geschlossenen  Weg,  den  z  vollzieht,  so  gelegt  denken 
können,  dass  sich  nur  unendlich  kleine  Theile  der  Schleifen  innerhalb 
desselben  befinden;  wir  werden  demgemäss  bei  der  Untersuchung  der 
lerang,    welche   die    Schleifenintegrale   erleiden,   wenn   e  Umläufe 


Aendi 

om  die  Punkte  < 

tP*nden  absehen  können. 


(  vollzieht,  von  den  Aenderungen  des  Inte- 
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237.    Aenderung  der  Schleif enintegrale  bei  geschlossenen  Umläufen 

der  im  Integranden  als  Parameter  auftretenden  Variabein. 
Bestimmung  der  Coefflcienten  der  Substitutionen,  welche  die  Losungen 

der  linearen  Differentialgleichung  erfahren. 

Bezeichnen  wir  durch  ein  vorgesetztes  0t.  dasjenige,  was  aus  einer 
Function  wird,  wenn  die  unabhängige  Variable  einen  geschlossenen 
Weg  beschreibt,  der  den  Querschnitt  l.  einmal  in  positivem  Sinne 
überschreitet,  so  gelten  nach  den  Ergebnissen  der  vorigen  Nummer 
die  folgenden  Formeln. 

Für  h  <^  i  ist 

6A^=  Cwp{z—xf~\lx  +  e  f*wfi(a—xf~ldx  +  B  fe^v^z—xf^dx 
(*o)  (**)  (*o) 

+  s*  fawfe—xf^dx+e*  fwß(z—xf-xdx, 

(V1)     '  (V1) 

also  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (17a)  der  Nr.  233  (S.  417) 

Denken  wir  uns  also  das  Integral  uk  auf  einem  in  der  zerschnittenen 
X- Ebene  verlaufenden  Wege  nach  der  Umgebung  von  ak  fortgesetzt 
und  durch  die  Elemente  whV  tvh^  •  •  w  des  zu  ah  gehörigen  canöni- 
sehen  Fundamentalsystems  dargestellt, 

m 
X  =  l 

so  ist  (vergl.  die  Gleichungen  (11)  und  (12)  Nr.  235,  S.  425) 


w 

=  i 


und  wir  haben  folglich 

©**,-*,  + ^#[(i-04,-(i-«M)*.J. 

Gemäss  der  Gleichung  (18 ;  Nr.  233  (S.  418)  ist  aber 
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(14)         «u  -/«u(*  -  xi~ldx  -  (1  -  .)4u  -  (1  -  hx)Z>x , 

(VoTV) 
es    ergiebt  sich  also  endlich 


<*h 


(16)  QhAlta  =  A  (M  =  l,i,-k-l,i+l,-o;a  =  l,t,-all), 

9fc  ^4.A  a=  /  wAo  (g—x^-'dx+sjw^e—xy-'dx-j-se^ftv^e—xy-'dx, 
also      nach  einfacher  Reduction 

(IT)  e^a  -  «4.  +  (i  -  ha)zha      («=m,.-  ■«»»• 

Ds»£jegen  ist  für  A  <  t,  wenn  v  eine  der  Zahlen  h  -\-  1 ,  ä  -f-  2,  •  •  •  » 
oedeuatet, 


ö* 


-  a=f",a(g-Xf~ldx+*fW, «(*-*)*    l dx+sJQhWfa(Z-xf-ldx 


<V  <\>  O 


+fQkv..(*-*f  ldx+fw9Jß-zf  ldx+t„jM>„(*-xf-ldx 

+  *,mf*k"„(*-*f~ldX  +  *9a*jBk«„(fi-xf-ldX 


<V  'T1) 


+  S,aeJW*«(e—Xf    ldx- 


^ 


"T^^^ichnen  wir  also  mit  c^  die  Coefficienten  der  Uebergangssubstitu- 
-**»    die  zu  einem  zwischen  den  Punkten  a    und  a.  innerhalb  der  zer- 
'  ^^ittenen  a-Ebene  verlaufenden  Wege  gehört  (vergl.  Nr.  122 ;  Bd.  I, 
^4r3);  d.  h.  setzen  wir 


*=1 

**>lgt  ahnlich  wie  oben  für  Z 


ah 


^)  ehA     =A      —(1  —  6    )Vc(*,V,  (»«*  +  !,  A  +  V"0- 

k      va  va  v  »«/  / ,     al      hl 


i 


=  1 
Schlesinger,  Differentialgleichungen.    IL  28 
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Wenn  wir  mit  Hülfe  der  m  Schleifenintegrale  A      und  der 
sprechenden  Z      die  tn  Ausdrücke 

(20)  w     =(1  —  a)A     —  (1  —  s    )Z  ("-!•!•  •"*•) 
bilden,  so  sind  diese  nichts  anderes  als  die  Doppelschleifenintegra 

(20a)  V -/%.(* -*)*~1**, 

v^  o  /u    o  ; 

und   stellen    folglich   nach    den    Ergebnissen    der   Nr.  234   (S.  42 
Lösungen   der  Differentialgleichung  (E)  dar.     Wir   wollen   gleicl 
Aenderungen  zusammenstellen,  welche  diese  Lösungen  erfahren,  w< 
geschlossene  Wege  beschreibt,  die  den  Querschnitt  lk  einmal  in 
tivem  Sinne  überschreiten. 

Zufolge  der  Gleichungen  (lf>)  ist 

(21)  ©»^B-Z„+«V#\a  (,  =  M,      a;«=i,V    V 


h         14  Ct 

i  =  l 

wenn  wir  mit 

m 

(22)  w     =  V  c".*  V .  (« = i,  2,  •  •  •  ») 

V       /  fta  ^^j      er/        Ax 

die  Uebergangssubstitution    der  Differentialgleichung   (A')   bezeic 
die  zu  einem   die  Punkte  a  ,  ah  verbindenden,  die  Querschnitte 
überschreitenden  Wege  gehört.    Es  ist  demnach  mit  Rücksicht  au 
Gleichungen  (16),  (17)  und  (19) 

(QkUka  =  ShaUHa  (*  =  1,2,  •  ■  •  «A), 

Qu        =U        -(1-8     )Vc(>i2  /*«<i*-A  +  l.--.#A 

h     va  va  \  ra/    /,      al       hl  \      a  =  l,2,--a^       /* 

(«) 

A 

Wir  wenden  uns  zur  Aufstellung  der  analogen  Formeln  für 
geschlossenen  Umlauf  von  #,  der  einen  der  Querschnitte  l    für 
einmal   in   positivem  Sinne    überschreitet.     Aus   den   Gleichunger 
(S.  431)  ergeben  sich  in  diesem  Falle  durch  ganz  ähnliche  Rechm 
wie  die,  welche  wir  vorhin  durchzuführen  hatten,   die  folgenden 
chungen.     Zunächst  ist 

(23)  0^  =  ^+2$«»*        v-i..,--). 

x  =  l 

wenn  wir  setzen 


^hUfia  —  Ufia  6\l  Bha)y,CaX    UhX        \  »1,2,  •.•  a« 
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M 


w_  = 


und  insbesondere 


pA       XX' 


(24) 


wenn  wiederum 


>*) 


0   Z       —  Z       +    >'e,r7'tt   ,  (.«  =  !,*,  •     a;  or 

x      jua  jua      '     /  i     ux        xx 


=  1   * 


V» 


m 


(2ß) 


W        =^TC(iW,X)«f7,  («  =  1,2,..- wj 

/*a         ^^J      ax         xx 


Cli 


zwischen  den  Punkten  a i}  ax  vermittelnde  Uebergangssubstitution 
Differentialgleichung  (A')    bedeutet.     Dabei   möge   gleich    bemerkt 
den,  dass  die  beiden  Substitutionen 

(<£")     und     (#>)         h«-W-^ 

einander  invers  sind. 
Ferner  haben  wir 

(Q  A     =  (1  —  e     +66    )A     +  U     —e~)Z       («  =  its,..«x), 

x      xu  \  x«     '  xa/      xa     ■      \  xa  xa/      xa  x  ' 


>     x      ,ua  ftu  \  « =  1, 2,  •      au  /  > 

"und  für  die  m  Lösungen  u       von  (E)  ergiebt  sich  endlich 


0   t*        =  ff      M 

X      XU  XU       XU 


(u  =  l,2,   •   aj, 


(0) 


Qu      =  «      -  «(1  -  «    )  V^'k  2       (•>'+»«'-'+i.-— •.)  . 

x     va  tu  \  vus    /  ,     ak      xx  \  a  =  l,  2,  •••«„  / 


Es    erübrigt   nun   noch,    die   Aenderungen    der   Schleifenintegrale 

ai*zugeben,   die   einem   Umlaufe   von  z  um  den  Punkt  £  entsprechen, 

h-   einem  Umlaufe  (dem  punktirten  in  der  Fig.  14,  S.  430),  der  den 

7Ue**schnitt  /  einmal  in  positiver  Richtung  durchkreuzt.    In  der  Fig.  14 

j,llci    die  Endlagen  der  Schleifen  sh,  sx  und  s0  nach  einem  solchen  Um- 

11  f<ö  verzeichnet;  man  erkennt,  dass  sk  übergeht  in 


sk  =  so   Vo       e*=i,«.-->, 


dagegen  sQ  in  seine  Ausgangslage  zurückkehrt.    Ueberdies  ist  aber 
^^Vi  zu  beachten,  dass  der  Integrand  der  Schleifenintegrale  den  Factor 
■^«Jcommt,    weil  der  Ausgangspunkt   £   der   Schleifen    innerhalb    des 

28* 
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von  z  beschriebenen  Umlaufes  liegt.  Bezeichnen  wir  also  durch  ein 
vorgesetztes  0  die  Aenderung,  die  unsere  Schleifenintegrale  erfahren 
haben,  so  ist 


"ha 


^'{faait-^dx  +  ^jw^-xi-'dX  +  B-^^wJz-xf-'äx}, 


V1' 


<V 


<V 


Fig.  14. 

oder  nach  einfacher  Reduction 
und  ferner 

(28)  eZha  =  £Zha  (A  =  l,2,-    <i;  a=  1,  2,  •  •  •  aA). 

Die  Integrale  uhu  von  (E)  bleiben  bei  diesem  Umlaufe  natürlich  un- 
geändert,  wie  man  auch  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (20);  (27),  (28) 
direct  verificiren  kann. 


238.  Lineare  Combinationen  der  Schleifenintegrale,  die  Lösungen  der 
Differentialgleichung  liefern.    Herstellung  eines  Fundamentalsystems. 

Wir  haben  in  den  m  Ausdrücken  (20)  (S.  434)  Integrale  unserer 
Differentialgleichung  (E)  kennen  gelernt,  die  als  homogene  lineare  Ver- 
bindungen der  Schleifenintegrale 

A.a}       Zß  (»  =  1,2,    -a;  «  =  1,2,-.    er,-;  ,4  =  1,2,    •  •  m) 
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dargestellt  sind.     Wir  wollen  nun   allgemein   die  Aufgabe  behandeln, 
Systeme   von  2m  Constanten   yia7  yH  zu  bestimmen,   für   welche   die 
Summe 

eine     Losung  der  Differentialgleichung  (E)  darstellt. 

Zu   dem   Ende   beachten   wir,    dass   zufolge    der   Gleichung   (23) 
(N"x--      234,  S.  421) ,  wenn  w  eine  Lösung  der  zu  (A)  adjungirten  Diffe- 
-fcialgleichung  (A')  bedeutet, 


(30)  Et (Cw(z  —  xf-ldx\  =  CdDx({z  —  x)*~\  w) 

ist.  Der  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  auftretende  bilineare 

Di  fite  xentialausdruck 

Dx((*  -  x)      ,  w)  =2  2 ("  1}   -&-  —&=:=*— 


hat      die  Gestalt 

in  v 

wo      «lie  PvX(x)  ganze   rationale  Functionen  von  x  bedeuten,   die  sich 
ttUs    «ien  Coefficienten  Px(x)  der  Differentialgleichung  (A)  und  aus  deren 

*°itungen  zusammensetzen,  und  tvil)(x)  den  Werth  der  Xteu  Ableitung 
3     Integrals  w  im  Punkte  x  darstellt.     Es  ist  folglich  nach  (30) 

III —  1  V 

r  =  ü  2=0 


9S 


(*o> 

Wl  —  1  V 


una 


daher 


IH—l 


v  =  Ü  1  =  0 


/=!   a=l  (i 
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Soll  dieser  Ausdruck  identisch,  d.  h.  für  jeden  Werth  von  z  ver- 
schwinden, so  muss 

a        "i  m 

(3i)      22>rim(:m  -i)«£(0  +  (•  - i)2>,«?(0  -  o 

(2 »0,1,1,    .m-1) 

sein.     Dieses  System  von  m  linearen  homogenen  Gleichungen  für  die 
2m  Unbekannten  yia9  y.  ist  vom  Range  m}  weil  die  Determinante 


(« -  l)^'(S) 


(^=1,2,  ••■«!;  2  =  0,1,-      w— 1) 


als  Determinante  eines  Fundamentalsystems  in   dem  regulären  Punkte 

x  =  £  einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat,  sofern  6  keine  ganze 

Zahl,   also    s  =f=  1    ist.     Das  System  (31)   besitzt  also    (vergl.  Nr.  34, 

Bd.  I,  S.  113)  genau  tn  linear  unabhängige  Lösungssysteme;  die  mittelst 

derselben   gebildeten  Ausdrücke  u  stellen    folglich    ein  System   linear 

unabhängiger  Lösungen   der  Differentialgleichung  (E)  dar   (vergl.  die 

analoge   Betrachtung   in   der  Nr.  115,  Bd.  I,  S.  416),   wenn   die   2m 

Schleifenintegrale 

A.  ,    Z. 

von  einander  linear  unabhängig  sind.    Dies  ist  im  Allgemeinen  (nämlich 
allemal,  wenn  die  Differentialgleichung  (E)  irreductibel  ist)  der  Fall, 
wie  wir  hier  nicht  näher  ausführen  wollen;    wir   haben   also    in   der— 
That  aus  den  gedachten  Schleifenintegralen  ein  Fundamentalsystem  vorr- 
(E)  zusammengesetzt. 

Denken  wir  uns  die  Integrale  w.a  durch  das  Fundamentalsyste~xr 


von  (A')  dargestellt, 


"i>    ws>  '  '  '  wm 


m 
W.a  =^Ö(*a)tV(i  (»  =  1,2,         «J  «  =  l,8,-a|) 


und  nehmen  in  den  Gleichungen  (31) 

wo  x  eine  bestimmte  der  Zahlen  1,2,  •••<*,  v  eine  bestimmte 
Zahlen  1,  2,  •  •  •  «x,  y  eine  Constante  bedeutet,  dann  erhält  das  Sy* 
(31)  die  Form 

i=l    a=»l 

und  diese  Gleichungen  werden  offenbar  durch  die  Werthe 
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Via  —  °    m*    *  +  *».«  +  v> 

y„  =  1  — «;  y (*  —  O 

erfüllt,  denen  das  Integral 

«     =  (1  —  e)Ä     —(1—s    )Z 

XV  \  /        XV  \  XV '        XV 

der       Differentialgleichung  (E)   entspricht.     Es   kommen   also   auf  diese 
Weise  für 

x  =  1,  2,  •  •  •  <f;     v  =  1,  2,  •  •  •  a 

die      €lber  die  6  Doppelschleifen 

(a*>*)=wrV 

erstx-^ckten  Integrale  zum  Vorschein. 

Wenn  e=%=l9  d.  h.  |  keine  ganze  Zahl  ist,  so  sind  diese 
m  I  ütegrale  uxv  auch  linear  unabhängig.  Es  bilden  nämlich  die 
wi     Ooefficientensysteme   y    9  yi9  die  zu   denselben  führen,  ein   System 

vo*x     in  *2m  Grössen,  in  welchem  die  aus  den  m   Grössen  y.    gebildete 
Det^xminante  den  Werth 

(« - 1)"' 

^t*     diese  m  Systeme  yia9  y^  sind  also  (vergl.  Nr.  34,  Bd.  I,  S.  113) 
r    e  4=  1  linear  unabhängig. 

Ist  b  =  1  und  £  eine  negative  ganze  Zahl  oder  Null,  so  sind  in 
*    "O    die  ylf  y2,  •  •  •  y    willkürlich,  d.  h.  wir  haben  in 

Zl>     Z27    '   '   '    Zm 

1,1  Pundamentalsystem  von  (E).  Für  |  =  0  ist  (E)  nichts  anderes 
r^  ^  die  mit  der  unabhängigen  Variabein  z  geschriebene  adjungirte 
^ÖVsrentialgleichung  von  (A)  (Nr.  234,  S.  422).  In  diesem  Falle  sind 
T  ,e     <Z.  einfach   die  Darstellungen   der  wXz)  durch  das  Cauchy'sche 


"/ 


«  -^k*>-  ^i  f'W  -  *r'dx 


\V 

eHn  £  gleich  der  negativen  ganzen  Zahl  —  v  ist,  so  haben  wir 

dzr  2nV^l    J      C'  JK  '  ' 

(*o) 

J!5^  (E)  ist  demnach  die  mit  der  unabhängigen  Variabein  s  geschriebene 
1Ö!erentialgleichung,  der  die  i/ten  Ableitungen  der  Integrale  der  zu  (A) 
Hl^ngirten  Differentialgleichung  genügen. 

Die  letztere  Bemerkung  ist  noch  einer  wesentlichen  Verallgemeine- 
rung fähig,  die  uns  zu  wichtigen  Folgerungen  Veranlassung  geben  wird. 


i 


*-*,*  SO  «"*  "  "         4->» 


.    /t  _  V)(J         '  „  *  *otv  ^     die 


^T6tl    «tUtetv,  so 
vdiffcTeT1 

**      »  «   ^\e^tttV?  Wi«*»*«  **„«  %  **i%**l    den 


^  '    -„->  ist,  »*  u  „N  .    0  (2,  Wl  d*r 


itiVre»  Tt.    ö\eVc^»  ^ 


«ttt*^1     w         .^jrf 


239.    Differentialgleichungen,  die  zu  derselben  Classe  gehören. 

Betrachtet  man  allgemein  die  Differentialgleichung 
(E^+f)  f?,(U,g  +  v)  =  0, 

v  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  so  sind  ihre  Losungen  in  der 

U=  fw(e  —  xf+*-läx 

^^•^rastellbar,   und   die   i/*611  Ableitungen    dieser   Lösungen    genügen   der 
rerentialgleichung  (E^),  d.  h.  es  ist 


u  = 


dz' 


xaus  folgt,  dass  alle  Differentialgleichungen  (E*),  (E  ),  in 
en  sich  {;  und  rj   nur  durch  ganze  Zahlen  unterscheiden, 
^thwendig  zur  selben  Classe  gehören. 

Von  der  Thatsache  ausgehend,  dass  die  m  Integrale  uia  ein  Funda- 
^^■^Xitalsystem  von  (E..)  darstellen,  kann  man  dies  auch  aus  den  For- 
***ö1ji  («)  und  (ß)  der'  Nr.  237  (S.  434,  435)  erschliessen.  In  der  That 
*Ä^,t  die  Differentialgleichung  (Es)  für  jedes  £  die  singulären  Stellen 
c*x  >  «,,  •  •  •  aa9  oo.  Die  Formeln  (a),  (ß)7  welche  die  Substitutionen 
^^^-stellen,  die  ein  Fundamentalsystem  von  (E.)  erfahrt,  wenn  z  Um- 
Ä"**fe  um  diese  singulären  Stellen  beschreibt,  bleiben  ungeändert,  wenn 
jj  um  ganze  Zahlen  vermehrt  oder  vermindert,  da  sie  das  g  nur 
<*er  Form 

*^*halten.     j)a  ^jjw)  überdies  zur  Fuchs'schen  Classe  gehört,  so  folgt 
*****~lus  gemäss  den  Sätzen  der  Nr.  222  (S.  366)  die  Richtigkeit  unserer 


auptung. 
Die  Beziehung  zwischen  den  abhängigen  Variabein  der  Differential- 
e*chungen  (E*)  und  (E^  ,  t)  kann  man  auch  leicht  in  der  Form  dar- 
ellen,  dass  U  durch  u  und  seine  Ableitungen  ausgedrückt  erscheint. 
***   ist  nämlich  nach  (32) 

d,n^u  _  dTU 
dz™-'1        dz"17 

^°  mit  Benutzung  der  Differentialgleichung  (E^  ,  t) 
**^1  l  Öm(M+i)    ~dz^  +  '"  +  QmM+i)u  +  ~QmlM,t+i)  U 
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und  hieraus  folgt,  wenn  wir  den  constanten  Factor  Q0(z9  £  +  1) 
unterdrücken, 

(33)  -U=Qn(z>l  +  l)^+Qm_1(*,J-+l)^  +  ... 

+  ^(#,6  +  1)«. 

Gehen  wir  statt  von  der  Differentialgleichung  (A)  von  einer  mit 
(A)  zur  selben  Art  gehörigen  Differentialgleichung  (B)  aus,  so  ge- 
hören (Nr.  174,  S.  154)  auch  die  adjungirten  Differentialgleichungen  (A') 
und  (B')  zu  einer  und  derselben  Art.  Die  abhängige  Variable  XO  der 
Differentialgleichung  (B')  wird  also  durch  w  und  dessen  Ableitungen 
in  der  Form 

(34)  n  =  ffow  +  9l  dx  +  •  •  •  +  gm_l  jj^ 

dargestellt,  wo  die  gQ,  yl}  •  •  -  gm_x  (von  z  unabhängige)  rationale  Func- 
tionen von  x  bedeuten.  Wir  fragen  nun:  wie  müssen  diese  rationalen 
Functionen  beschaffen  sein,  damit  auch  die  Differentialgleichung  (E), 
deren  Euler'sche  Transformirte  (Af)  ist,  mit  der  Differentialgleichung 

(F)  F  <u)  -  0, 

deren  Euler'sche  Transformirte  durch  (B')  dargestellt  wird,  zur  selben 
Art  gehöre?    Es -handelt  sich  dann  um  die  Untersuchung  der  Ausdrücke 

x)n~ldx9 

(*) 

wo  XO  durch  die  Gleichung  (34)  gegeben  und  die  Differenz  t]  —  £  eine  *e 
positive  ganze  Zahl  ist. 

Bezeichnen  wir  die  den  w.a9  wi  entsprechenden  Integrale  von  (B')^ 
durch  Xo.  ,  Xo*  und  setzen 

tOt'  (3 

u.a=j'w.a(z-x)"-1dx) 

<vo*rV> 

so  befriedigen  diese  Ausdrücke  bei  geeigneter  Wahl  von  rj  die  Diffe^ 
rentialgleichung  (F),  und  es  werden  die  Substitutionen,  welche  die  Uf.^  - 
bei  Umläufen  von  z  um  die  Punkte  alf  a2,  •••  aa  erleiden,  mit  de^r-s 
entsprechenden  Substitutionen  der  u.a  übereinstimmen,  wenn 

1)  die  Differentialgleichungen  (A')  und  (B')  nicht  nur  zur  selber  -^ 
Art,  sondern  zur  selben  Classe  gehören, 

2)  die  den  Integralen 

von  (A')  entsprechenden  Integrale  Xoia  von  (B')  in  der  Umgebung  v< 
x  =  ai  auch  regulär  sind. 
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9    ' 


In  diesem  Falle  lässt  sich  nämlich  zunächst  jedes  über  einen  be- 
liebigen geschlossenen  Weg  A  erstreckte  Integral 

x)n~ldz 

(-0 
aus    Integralen  von  der  Form 

4  &  v -!.•.••-/ 

zusammensetzen.  Wir  bemerken  gleich,  dass  dies  im  Allgemeinen  nicht 
Beglich  wäre,  wenn  die  Differentialgleichung (B')  ausser  den  al9  a2,  •  •  •  ao 
nocli  singulare  Stellen  enthielte,  in  deren  Umgebung  die  Integrale  Xo 
w»r  eindeutig  wären,  aber  wie  rationale  Functionen  unendlich  würden, 
denn  dann  wäre  das  über  einen  geschlossenen  Weg,  der  einen  solchen 
Unendlichkeitspunkt  umschliesst,  erstreckte  Integral 


Cxo(z  —  xf-1  dx 

9,J 


ltt*  Allgemeinen  von  Null  verschieden.    Es  würde  nur  dann  verschwin- 
den^   ^wenn  das  Cauchy'sche  Residu  von 

xo(z  —  xy1 

•       _ 

m   Bezug  auf  jene  Unendlichkeitsstelle  gleich  Null  wäre.    Dann  könnte 

a*>£r    jm  Allgemeinen  u)  nicht  mehr  von  z  unabhängig  sein;  wir  be- 

^^u^nken   uns   deshalb  auf   den   Fall,   wo   (B')   und  (A')  zur   selben 

Claase  gehören. 

Ferner  sind,  wenn  die  Bedingungen  1),  2)  erfüllt  sind,  die  Ueber- 

®atlgssubstitutionen,  welche  die  Integralsysteme 

r**lt    einander    verbinden,    dieselben,   wie    die    für   die    entsprechenden 

°8Ungen  von  (A')  bestehenden,  so  dass  also  in  der  That  die  Formeln 

(*\  (fi)  der  Nr.  237  (S.  434,  435)  die  Aenderungen  der  uia  bei  Um- 

Htlfen  von  z  wiedergeben.    Da  endlich  die  wesentlich  singulären  Stellen 

°n  (Y)  keine  anderen  sein  können  wie  eben  die  al7  a„,  •  •  •  a  ,  oo,  so 

*?ehoren,  wenn  die  Bedingungen   1),  2)  erfüllt  sind,    (E)  und 

)  zur  selben  Classe. 

Dazu  ist  jedoch  noch  Folgendes  zu  bemerken. 
Im   Allgemeinen    wird   die  Differentialgleichung  (B')   ausser   den 
^^entlich  singulären  Stellen   alf  a27  •  •  •  an,  <x>   noch   gewisse   ausser- 
ordentlich singulare  Punkte  hv  b2,  •  •    b()  enthalten.    Für  (A)  und  ( A') 
,^*ten  wir  durch  die  den  singulären  Punkten  al9  aiy  •  •  •  aa  auferlegten 
^<Kngungen  das  Auftreten   von  ausserwesentlichen  singulären  Stellen 
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ausgeschlossen.  Der  Coefficient  der  m***  Ableitung  in  (B')  wird  also 
im  Allgemeinen  von  höherem  als  dem  mten  Grade,  etwa  vom  Grade 

sein;  entsprechend  wird  also  die  Differentialgleichung  (F),  deren 
Euler'sche  Transformirte  (B')  ist,  nicht  von  der  mten,  sondern  von  der 
inten  Ordnung  und  in  den  u/rt  für  17  der  Werth  £  +  m  —  m  zu  nehmen  sein. 
Aber  die  m  Integrale  uia  von  (F)  sind  so  beschaffen,  dass  sie  sich 
bei  allen  Umläufen  von  z  in  lineare  homogene  Functionen  ihrer  selbst 
verwandeln;  sie  genügen  folglich  nach  einem  wiederholt  angewandten 
Principe  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  m*6*  Ordnung 
der  Fuch suchen  Glasse 

(F)  ^»  =  0, 

die  ihre  sämmtlichen  Integrale  mit  (F)  gemein  hat.  Die  linke  Seite 
von  (F)  ist  demnach  in  der  Form 

F(u)  =  GF» 

darstellbar,  wo  G  einen  homogenen  linearen  Differentialausdruck  von 
der  Ordnung  m  —  m  mit  rationalen  Coefficienten  bedeutet;  in  diesem 
Falle  ist  also  (F)  reductibel. 

Aehnliches  gilt  offenbar,  wenn  die  Differentialgleichung  (A), 
von  der  wir  ausgingen,  so  beschaffen  ist,  dass  ihre  adjungirte  (A') 
ausserwesentliche  singulare  Stellen  besitzt.  In  diesen  Fallen  werden 
wir  dann  nicht  (F)  selbst,  sondern  die  Differentialgleichung  mXeT  Ord- 
nung (F)  als  diejenige  ansehen,  deren  Euler'sche  Transformirte  durch 
(B')  gegeben  wird.  Man  erkennt  auch  leicht,  dass  die  Art  und  Weise, 
wie  wir  in  dem  Falle,  wo  der  unendlich  ferne  Punkt  keine  Unbestimmt- 
heitsstelle  der  Differentialgleichung  (A)  war,  die  Differentialgleichung 
(St)  der  Nr.  233  (S.  415)  durch  (E)  ersetzten,  sich  in  den  hier  dar- 
gelegten Gedankengang  einfügt.  Unter  Festhaltung  der  bisherigen 
Annahmen  über  die  Beschaffenheit  von  (A)  wird  stets,  wenn  die  Be- 
dingungen 1),  2)  erfüllt  sind,  (F)  mit  (E)  zur  selben  Classe  gehören. 


240.    Besondere  Fälle  von  Differentialgleichungen  derselben  Classe. 

Die  Bedingungen  1),  2)  sind  offenbar  erfüllt,  wenn  in  der  Be- 
ziehung (34)  die  </0,  glf  •  •  •  gn_1  ganze  rationale  Functionen  bedeuten; 
wir  wollen  uns  die  Aufgabe  stellen,  in  diesem  besonderen  Falle  aus 
der  als  gegeben  zu  betrachtenden  Beziehung  (34)  die  Beziehung  zwischen 
den  abhängigen  Variabein  u  und  u  von  (E)  und  (F)  herzuleiten. 
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Sei  v    der  Grad  der  ganzen  Function  gx7  dann  ist,  wenn  wir  nach 
mzen  von  x  —  z  entwickeln, 

gx{x)=^-^-{x  —  Z)  (x  =  0,l,..m-l), 

ergiebt  sich,  indem  wir  beide  Seiten  der  Gleichung  (34)  mit 

0  —  xf~xdx 

tipliciren  und  auf  einem  Wege  A,  für  den  die  Gleichung  (27)  der 
234  (S.  421)  erfüllt  ist,  integriren, 

/W - *)'-v* -||^ (-  iy  f£  (*-*)'+'-«&. 

4)  *  =  <>   .=0  fj) 

Nun    folgt    aber   aus    der    partiellen   Integrationsformel   (Nr.  20, 
I,  S.  54)  für  ein  beliebiges  £ 


U)  Co    *=«> 


10 


—  A  — 1 


+  (_l)-y«,£r[(Jr-Äyfc-1]il*; 

nn  also,   wie  wir  voraussetzen  können,    der  Integrationsweg  A  so 
rählt  ist,  dass  längs  desselben  fortgesetzt  sowohl  w  als  auch 

{z-xf-1 

ihren  Ausgangswerthen  zurückkehren  (dies  ist  z.  6.  für  die  Doppel- 
Jeifen 


w/V       ('=1.s.  •«) 


ts  der  Fall),  so  fällt  das  erste  Integral  auf  der  rechten  Seite  weg, 
*  wir  erhalten 


}  (z  -  xf-\U  =  (t  -  1)  $  -  2)  •  •  •  (5  -  *)  f»(*  ~  xf-"-1 


Es  ist  folglich 
)        fto(z  —  xy~ltlx 

riehnen  wir  also  den  grössten  Werth,  den  die  ganze  Zahl 

7}  —  %  -f-  i  —  x  (« =o,  i,  •  •  •  vx\  x  =  0, 1,   •  •  m  —  1) 
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anzunehmen  vermag,  durch  v  und  setzen  wie  oben  (S.  441) 

d 

so  erhalten  wir  aus  (35),  wenn  wir  rechter  Hand  zusammenziehen  und 
mit  Hülfe  der  Differentialgleichung  (E^  ,  J,  der  U  genügt,  die  Ab- 
leitungen höherer  als  (ni  —  l)*61"  Ordnung  wegschaffen, 

(36)        Ad(,  -  xy-*ax  =  B0U  +  B,  g  + . . .  +  Mm_t  £^f 

wo  RQ7  B17  •  •  •  Bm_1  rationale  Functionen  von  z  bedeuten,  dere^ 
Nenner  nur  für  a. ,  a„,  •  •  •  a    verschwinden  können,  und  die  sich  av 

den  //^  (#),  aus  den  Coefficienten 

Q.{z,  £  +  v)         (i=o,i,..»i) 

der  Differentialgleichung  (Ec ,  J  und  deren  Ableitungen  in  einfaches 
Weise  zusammensetzen;  besonders  zu  bemerken  ist,  dass  diese 
BQ7  Bl7  •  •  •  Bm_1  von  der  speciellen  Wahl  des  Integrationsweges  JT 
unabhängig  sind. 

Nun  können  wir  durch  wiederholte  Anwendung  der  Formel  (33) 
U  und  seine  Ableitungen  durch  das  entsprechende  Integral 


u  =  I  w(js  —  x'y 


dx 

(*> 

von  (E)  darstellen;  dies  in  (36)  eingesetzt  giebt  dann  die  explicite 
Darstellung  von 

U=   lxo(0  —  xy^dx 

d) 

durch  u  und  dessen  m  —  1  erste  Ableitungen,  und  damit  zugleich  die 
gesuchte  Beziehung,   die  den  Uebergang  von  (E)  zu  (F)  vermittelt. 

Die  eben  angedeutete  Rechnung  kann  in  genau  derselben  Weise 
durchgeführt  werden,  wenn  r\  gleich  einer  von  j;  um  eine  beliebige 
ganze  Zahl  verschiedenen  Grösse  genommen  wird.  Die  Ausdrücke  l 
befriedigen  dann  eine  mit  (F)  zu  derselben  Classe  gehörige  DifferentiaL 
gleichung  m^T  Ordnung. 

Mit  Rücksicht  auf  eine  spätere  Anwendung  betrachten  wir  nocl 
den  besonderen  Fall 

(37)  to  =g0(x)w, 

wo  g0(x)  eine  ganze  rationale  Function  von  höchstens  (tf — l)te,n  Gra<5 
ist.     Setzen  wir 


r 


(38) 
so    ist 


240.    Besondere  Fälle. 


CW(Z-xf+a-\lx  =  VL{a-1\ 
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(-0 


JW(Z xY  +  a     %     2(1X  =  Tz-j ^r Tr-X : 


1)   "      <**' 


also      laben  wir,  wenn  wir  in  u  einfach  |  an  die  Stelle  von  ?;  setzen, 
(39)  u  =  fg0(x)w(*  -  xf'Ux  =  (- 1)-1  9^~^  VL<-1) 

dU(°-l) 

,     /        1  \a— 2  #0  W  <*£  .  i  /    \ 

+  (-  !)        7i— 2)T  f+ff— 2  +  "  '  ■  +  9»K*)»\ 

hierirx  sind  dann  noch  für  \\}a~l)  und  seine  Ableitungen  die  Ausdrücke 
ders^Hen  durch  u  und  dessen  Ableitungen  zu  setzen. 


i . 


Drittes  Kapitel. 

241.   Behandlung  einer  beliebigen  Differentialgleichung  der  Fuc 
sehen  Classe.     Die  Coefflcienten  der  Uebergangssubstitutioner 

Beihenentwiokelungen  der  Integrale. 

Wir  wollen  jetzt  von  einer  Differentialgleichung  »ter  Ordnung 
ganzen  rationalen  Coefficienten 

(i)  ^=i>>)0=<> 

ausgehen,  in  welcher  der  Coefficient  der  wten  Ableitung  pn{x)  < 
ganze  rationale  Function  vom  Grade  m  >  n  sein  möge.  Wir  ge 
von  derselben  zu  einer  Differentialgleichung  mter  Ordnung  über,  im 
wir  z.  B.  setzen 

(2)  *-£==*'    DM  =  *M, 

dann  sei 

(A)  J>.w -;§*.(*)  iJ-o 

x=0 

eine  Differentialgleichung  von  der  in  den  vorhergehenden  Numm 
vorausgesetzten  Beschaffenheit.     Wir  haben  jetzt 

Die  Differentialgleichungen  (1)  und  (A)  gehören  offenbar  gleichze 
zur  Fuchs 'sehen  Classe;  wir  nehmen  an,  dass  dies  der  Fall  sei. 

Zufolge  des  Reciprocitätssatzes  (Nr.  21,  Bd.  I,  S.  59)  hat  ii 
dann  zwischen  den  adjungirten  Differentialausdrücken  von  c  (\))  i 
Dx(y)  die  Beziehung 

(3)  D;(M))  =  (_ir-£;7l.a;(tt;), 

und  die  Beziehung  von  Lagrange  nimmt  die  Gestalt  an 

^(£S)  -  (-  *r-g  {—:  K(f)  -  t  D.fo  f). 


} 
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Da   nun  direct,  wenn  der  zu  dx(tij)  gehörige  begleitende  bilineare  Diffe- 
2-en.tialausdruck  durch  dx(ff,  f)  bezeichnet  wird, 

is-t^       so  haben  wir,  wenn  wir  /'  durch  eine  willkürliche  Lösung  w  der 
«erentialgleichung 

I)'(w)  =  Q 
tzen, 

jjn — »    v  0     '       1         ■  »       m — * — 1  /' 

€o>  ci>  " '  '  cm— n— i  Integrationsconstanten  bedeuten,  die  sammtlich 
S-^^ich  Null  zu  nehmen  sind,  wenn  die  Function  tv  auch  der  Differen- 
^öi^^leichung 

(&">  ?  ;m  =  o 

Ö^xxflge  leistet. 

Sei  wie  in  den  vorhergehenden  Nummern 


a 


pn{x)  =  Pm(x)  =]l[(x  -  «.)<",       2a<  =  m> 
mögen 


und 


r.. ,  r.,,  •  •  •  r.    ,  0,  1,  •  •  •  n  —  a.  —  1 

<Ue     ^Wurzeln  der  zu   a;  =  a.  gehörigen  determinirenden  Fundamental- 
gleichung von  (1)  bedeuten;  dann  sind  die  nicht  noth wendig  ganzzahligen 
^  vix-zeln  der  entsprechenden  determinirenden  Fundamentalgleichung  für 
le     «djungirten  Differentialgleichungen  von  (1)  und  (A) 

6.    =  —  r.    +n  —  a. —  1         (u  =  i,  s,  •  •  •<*,), 

**      denen    für    die    Differentialgleichung    (5)    noch    die    ganzzahligen 
^^J-zeln 

0,  1,  •  .  •  n  — «,—  1, 

r    die  Differentialgleichung  (A')  ausser  diesen  noch 

n  —  a.    •  •  •  m  —  a.  —  1 

h* 
^^vitreten.     Diejenigen  Elemente 

^a  —  (*  -  aifiU  ^/a  (*  '  <0  (—«.«.-  «.■) 

e^   zum  Punkte  x  =  a.  gehörigen  canonischen  Fundamental- 
J&tems,  die  zu  den  Wurzeln 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    II.  29 
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1 1 '      1 2  /  *  at- 

der  determinirenden  Fundamentalgleichung  als  Exponenten 
gehören,  sind  für  die  Differentialgleichungen  (A')  und  (5) 
dieselben. 

Diese  Bemerkungen  in  Verbindung  mit  der  aus  der  Gleichung  (2) 
und  aus  dem  Satze  von  der  Vertauschung  von  Parameter  und  Argu- 
ment folgenden  Gleichung 

D.(<*  -  x?-1)  =  (g  - 1)  •  •  •  (S  +  n  -  m)  (-  l)B-raa>  -  zf*™-1) 

=  Et((g  -  x?-1) 

genügen,  um  zu  zeigen,  dass  die  Differentialgleichungen  (1)  und  (A) 
im  Wesentlichen  auf  dieselbe  Differentialgleichung  (E)  führen,  d.  h. 
also,  dass  (5)  und  (A')  beide  die  Integration  von  (E)  nach  der  Methode 
von  Euler  bewirken. 

Die  Uebergangssubstitution,  die  zu  einem  die  Punkte  a  f  a  ver- 
bindenden  ganz  in  der  zerschnittenen  x-  Ebene  verlaufenden  Wege  in 
Bezug  auf  die  Differentialgleichung  (A')  gehört,  sei  (vergl.  Nr.  237, 
Gleichung  (25),  S.  435) 

m 

(6)  wm«=2  &" ' W**  (—«.*••  •-» . 

dann  müssen  die  den  Werthen  a  =  1,  2,  •  •  •  n  entsprechenden  Glei- 
chungen des  Systems  (6)  die  zu  demselben  Wege  gehörige  Uebergangs- 
substitution von  (5)  darstellen.     Es  sind  folglich  für  a<^n  die 

a}  n-\-l>       a,n-f-2'  or,  m 

gleich  Null.  In  den  Formeln  (a),  (ß)  der  Nr.  237  (S.  434,  435),  die  uns  - 
die  Fundamentalsubstitutionen  des  Fundamentalsystems  u{a  von  (E)^ 
liefern,  kommen  nur  diejenigen  Coefficienten  der  Uebergangssubstitu — 
tionen  vor,  für  welche  a  <  a  ,  X  <  a    ist,  d.  h.  nur  die 

fl  —        X 

C^°  (a=.l,V  V  ^==1,  2,..«x), 

diese  sind  also  als  bekannt  anzusehen,  wenn  man  die  Ueber  — 
gangssubstitutionen  der  Differentialgleichung  (5)  kennt. 
Da  zufolge  der  Formeln  (a),  (ß) 

ist,  so  sind  die 


x'xa  xa'xa  * 


Uxl>     UxV    '  *  *    Uxa. 


Elemente   des   zum   singulären  Punkte  z  =  ax  gehörigen   canonische  ^ 
Fundamentalsystems  der  Differentialgleichung  (E).     Nehmen  wir  f&r 
die  in   der  Umgebung   von   ay  gelegene  Stelle  bx  und   beschranken 
ebenfalls  auf  die  Umgebung  des  Punktes  a  ,  bezeichnen  wir  ferner  durc  ^ 
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die    von  b    aus  um  die  Punkte  a    und  z  herum  gelegte  Doppelschleife, 
so     tonnen  wir  in 

u     =  jw    (z —  xf~~ldx 

xa  I       xa N  / 

(axi  •> 

ffrx-        w      seine   in    der  Umgebung   von   x  —  ax   gültige   Entwicklung 
einsetzen  und  gliedweise  integriren.     Wenn 


00 


(7>  ».a=2^X-a*r+'"a>         'o  +  0 

lS^      so  finden  wir  demgemäss 


(8) 


Machen  wir  in  dem  unter  dem  Summenzeichen  auftretenden  Inte- 

die  Substitution 

x  —  a=(z-r-a)t9 

X  \  X'      > 

80    exgiebt  sich;  da  für  x  '=  ax,  t  =  0  und  für  x  =  z,  t  =  1  wird, 
(9)  fix  —  a$+°**(B  -  ä)*"1^ 

—  (i  —  ax)*+a*"+*  ff+°**(l  -  o*"1*«, 

(Ki) 

v°    (0, 1)  eine  um  die  Punkte  0, 1  der  t~  Ebene  herum  gelegte  Doppel- 
**leife  bedeutet. 

^*^-     Enler'sehe   Integrale    erster   Gattung.     Die   determinirenden 
^^^damentalgleichungen  der  Differentialgleichung  (E).    Beziehungen 
zwischen  den  Coefncienten  der  Uebergangssubstitutionen. 

Als  wir  in  der  Nr.  116  (Bd.  I,  S.  420  ff.)  die  analoge  Betrachtung 
^*    die  Laplace'sche  Transformirte  einer  linearen  Differentialgleichung 
Ur<*lifÜhrten,  ergab  sich  an  Stelle  des  hier  auftretenden  Integrales 

^10)  /V+"*«(i-o'~V* 

fäl) 
****  Integral  (a.  a.  0.  Gleichung  (53)) 

29* 
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erstreckt  über  eine  von  t  =  oo  ausgehende,  längs  der  realen  f-Axe 
verlaufende,  um  t  =  0  herum  gelegte  Schleife,  und  wir  sahen,  dass 
sich  dieses  Integral  durch  das  sogenannte  Euler'sche  Integral  zweiter 
Gattung,  welches  ftir  Werthe  von  q,  deren  realer  Theil  positiv  ist, 
durch  die  Formel 


CO 


re-'^~1dt  =  r(Q) 


definirt  wird,  darstellen  lässt  in  der  Form 

't'*+re-'dt  =  («'*'««  -  1) r(Qx  +  v  +  1),     (*  —  V=^l). 


/' 


1 


/ 


Aehnlich    können    wir   hier    das   Integral   (10)    darstellen    durch    das 
Euler'sche  Integral  erster  Gattung 

i 

,e-i(i-ty-1dt  =  B(p,.q). 

o 
In  dieser  Formel  muss,  damit  das  Integral  einen  Sinn  habe,  sowohl 
als  auch  q  einen  positiven   realen  Theil  besitzen.     Unter  dieser  Vor 
aussetzung  lässt  sich  nämlich  das  Integral  über  die  Doppelschleife  (0, 1 

'  f\\  —  ff-1  dt 

(0,  i) 

als  ein  Aggregat  von  geradlinigen,  zwischen  den  Punkten  0  und  1  e 
streckten  Integralen  darstellen,  wenn  wir  uns  den  Punkt  r,  von  welche 
aus   die  um   die  Punkte  0,  1   herum  zu  legenden  Schleifen  ausgehe 
auf  der  realen  Axe  der  t-  Ebene  zwischen  0  und  1   angenommen  un 
die    Schleifenwege    selbst    längs    der    realen   Axe    verlaufend    denkei 
Es  ist  dann  offenbar 

o  1 

/V-'Cl— 0*~lrf'—  ftp-\l-tf~1dt+e**ip  ftp-\l-tf-1 

(0,  1)  1  o 

o  1 

+  ;*<(,+*  />-»(i_ ty-Ut+e**'9  Ctp-\\  -  ty~l 

1  0 

d.  h.  also,  wenn  wir  zusammenziehen  und  voraussetzen,  dass  in  d 
ersten  Integrale  auf  der  rechten  Seite  der  Integrand  real  positiv 
genommen  werde, 

(11)  ftp-\l  -  tf'1  dt  =  -  (1  —  e**ip)  (1  -  e**iq)  B(ft  q) . 

(0,1) 

Diese  Gleichung   kann    dann   als  Definition  der  Function   B(jp,  q) 
willkürliche  Werthenpaare  p,  q  angesehen  werden. 
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Das  Integral  (10)  erhält  also  den  Werth 

(i-0(«-i)B(«..  +  »'  +  i,6), 

und  wir  finden  demnach  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (8)  und  (9) 
fELxr    uKa  die  Entwickelung 

Taus   folgt,   dass  uxa  zum    Exponenten   6xa  +  |   gehört;   die   zum 
Lkte    z  ==  ax    gehörige    determinirende    Fundamentalgleichung    der 
DiifiPerentialgleichung  (E)  besitzt  demnach  die  Wurzeln 

F*^^~Mer  muss  diese  Gleichung  durch  die  ganzen  Zahlen 

0,  1,  •  •  •  m  —  a  —  1 

'  '  X 

^^Pfc-iedigt  werden,  da  der  Coefficient  der  mten  Ableitung  in  (E)  den 
^^««rcn  Factor  z  —  a    nur  zur  a  ten  Potenz  enthält;  es  sind  also  auf 

il  •  XX  ' 

lle8e  Weise    die   sämmtlichen   Lösungen   der   determinirenden   Funda- 
mentalgleichungen von  (E),  soweit  dieselben  sich  auf  die  im  Endlichen 
Belegenen  singulären  Punkte  beziehen,  bekannt. 
Wir  bezeichnen  mit 


u       .  «,  •  •  •  u 


c*le    zu  den  Exponenten  0,  1,  •  •  •  m  —  ax  —  1   gehörigen  Elemente  des 
den^.    Punkte  z  =  a    entsprechenden  canonischen  Fundamentalsystems, 


Ul*d    es  möge 


m 


<7e     Uebergangssubstitution    darstellen,    welche    einem    zwischen    den 
8lI1g\ilären  Punkten  ax,  ah  ganz  innerhalb  der  durch  die  Querschnitte 
i>    ^a,  •  •     la    zerschnittenen    z-  Ebene    verlaufenden   Wege    entspricht. 
Da^  ist 

QHUka  =  £huUka  («-».*.-«*). 


wir 

<*h 


al*o    haben 

'  x«  h     xa  X  t  'ai*  hl'     hX 

e*gleichen  wir  diese  Gleichungen  für  a  =  1,  2,  •  •  •  «x  mit  den  aus 
^**  TJmlaufesubstitutionen  (a),  (ß)  der  Nr.  237  (S.  434,  435)  sich  er- 
S5^>enden  Formeln. 


454 
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Um  die  Vorstellung  zu  fixiren,  wollen  wir  annehmen,  der  Punkt 
z  befinde  sich  bei  der  durch  die  Fig.  11  (S.  429)  dargestellten  Lage 
ausserhalb  des  durch  lv  s17  sa,  la  begrenzten  Ebenentheiles,  so  dass 
also  i  =  6  zu  nehmen  ist.     Dann  ist  zufolge  der  Formeln  (a) 

QHUka  =  B£kaUHa  («  =  1,  V  •   «Ä), 

ah 

Q.U       =  tt        —      (1  —  S     )  ^  C(X,A)M.,    (x=A  +  l,--a;  a=l,8t-cx)f 
h     xa  xa  v  xa/    X »     aX      hX  * 


(16) 


e*ttx«  —  "xa  —  £(1  —  O  y,  ^l\t    (»=!.»,•  •*-!;  a=l,«,-<.x), 


und  folglich 


(17) 


'«x.  -  ö*«x.  =  (i  -  *jy;  c«« 

*=i 

u     —eku     =£(l-£    )ylc{M?uk2 

xa  k     xa  V  xo/  /,      a/      hX 

i=l 


(*>A), 


(*<A). 


Wir  finden  also  durch  Vergleichung  mit  (15),  wenn  wir  beachten,  dass  di< 


u 


linear  unabhängig  sind, 


hX 


,(**) 


(*  =  1,2,    .aÄ) 


,(**) 


a-o<7-a-"jjC    <«>*>• 


(18) 


,(**) 


.(x*) 


(0  =  1,2,-  ..«x;  i=l,  2,-aA). 


Aus  diesen  Formeln  lassen  sich  diejenigen  Coefficienten  d< 
Uebergang88ubstitution  (14)  berechnen,  für  welche 

a  =  1,  2, ax;     A  =  1,  2,  •  •  •  ak 

ist;  die  Anzahl  derselben  ist  also  a.a  . 

"  h      X 

Betrachtet  man  die  zur  Substitution  (14)  inverse 


m 


a=l 


(1  =  1,1,  •      m), 


so  ergiebt  sich  genau  ebenso 


(19) 


Ihx) 


(hx) 


i  (i-OC-(i-OC      <*>«>• 


(2  =  1,2,- .aA;  a  =  l,  2,    •<*„); 

beachtet  man  dann,  dass  ebenso  wie  die  Systeme 
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auch  die  Systeme 


(#■),  (O 


(«,*  =  !,  2,    .m) 


zu  einander  inverse  Substitutionen  darstellen,  so  erkennt  man,  dass  die 

Gfleichungssysteme  (18),  (19)  eigentümliche  Relationen  zwischen  den 

Ooefficienten   der  Uebergangssubstitutionen   liefern.     Wir   werden   auf 

diese  Relationen  in  einem  sogleich  näher  zu  bezeichnenden  speciellen 

Fa.Ue  zurückzukommen  haben. 


243.   Die  Tissot-Poohhammer'sohe  Differentialgleichung, 
stitutionen,  die  Umläufen  um  die  singulären  Punkte  entsprechen, 
'erentialgleiohungen,  die  zur  selben  Classe  gehören.     Die  Funda- 
talsubstitutionen  sind  von  den  singulären  Punkten  unabhängig. 


Der  besondere  Fall,  auf  dessen  genauere  Discussion  wir  jetzt  ein- 
«n  wollen,  steht  zu  den  hier  durchgeführten  allgemeinen  Betrach- 
^tt^jen  i*1  einer  ähnlichen  Beziehung,  wie  die  in  der  Nr.  114  (Bd.  I, 
**-  -4rC9ff.)  behandelte  Laplace'sche  Differentialgleichung  zu  der  all- 
8?^*x* einen  Theorie  der  Laplace 'sehen  Transformirten. 

Wir  nehmen  nämlich  die  Ordnung  n  der  Differentialgleichung  (1) 
v^ar.  241,  S.  448)  gleich  Eins,  dann  muss,  damit  diese  Gleichung 

(I>  l»i(*)£+P.(*)9-0 

<*ex-      Fuchs 'sehen    Classe    angehört,    die   ganze   Function   px(x)   lauter 
ex*x  fache  lineare  Factoren  enthalten.     Wir  haben  also 

6  =  m,     ax  =  cc2  =  •  •  •  =  am  =  1 
***«*    folglich 

(1)  ^W-M*)  =  {x-  aj(x  -  a2)  •  •  •  (x  -  aj. 

le     ganze  Function 

*«_,(*)  =2>o(*) 

ls*    "Vom  (m  —  l)*6"  Grade;  sei  in  Partialbrüche  zerlegt 

ai*x*  lautet  die  allgemeine  Lösung  der  zu  (I)  adjungirten  Differential 
Ziehung 
fl'>  —  ±(Pw)  +  P     ,w  =  0, 

dx  ^     w      /      '  in— 1  / 

ex*xi  wir  von  einer  multiplicativen  willkürlichen  Constanten  abgehen, 

{$)     i€il  =  (x  —  a1fl~\x  —  ai)lii"1  •  •  •  (x  —  amfm~1=w1  (.=1,2,  •••»»), 


******* 


ie96    ^^"f '  ******  l  ^UCVX   ^  ^^  St 


B 


^^r--^     _.. 


a99etv  **         „>  ?^e 


243.   Ti88ot-Pochhammer'sche  Differentialgleichung.  457 

Demnach  lautet  zufolge  der  Gleichungen  (16)  der  Nr.  242  (S.  454)  die 
dem  Umlaufe  um  ak  entsprechende  Substitution 

(6)  QhUx  =  Ux  —  (1  —  Sx)uh  (x  =  A  +  l,-    -m), 

QhUM  =  UM  £(l  —  6x)Uh         (x  =  l,2,...A-l). 

Bezeichnet  wie  im  allgemeinen  Falle 

(»ff) 

die  zwischen  den  singulären  Punkten  ax  und  aA  vermittelnde  Ueber- 
gstEi^ssubstitution  von  (E),  so  ist  zufolge  der  Gleichungen  (18),  (19) 
Nr.  242  (S.  454) 


{  *  y  Vit     Ki     —  m \7i 7  <*  +  *>; 

'n    'n  (1  —  tex){l — eeh) 

dies  sind  in  unserem  besonderen  Falle  die  a.  a.  0.  erwähnten  Relationen. 
Aus  den  allgemeinen  Erörterungen  der  Nr.  239  (S.  442  ff.)  folgt 
e*>^üso  wie  aus  dem  blossen  Anblicke  der  Umlaufssubstitutionen  (6), 
^ass  wir  Differentialgleichungen  (E)  erhalten,  die  zu  einer  und  der- 
8eH>«n  Classe  gehören,  wenn  wir  die 

ßi>   ß*>  *  '  '  ßm>  & 

Urc*     ganze  Zahlen  vermehren  oder  vermindern.    Multipliciren  wir  ferner 
«c? 


x       mit   einer  willkürlichen    (von  z   unabhängigen)   ganzen   rationalen 


ction  g0(x),  so  genügen  die 

f g0(x)Wx(Z X)         dx  (x  =  l,2,    -m) 

\x  0  x       0    ) 

^**falls  einer  Differentialgleichung  mter  Ordnung,  die  mit  der  zu  wx 


x5rigen  Differentialgleichung  (E)  zur  selben  Classe  gehört. 

^  Mit   anderen  Worten:    Bedeutet   r(x)   irgend    eine   rationale 

^  **ction,  die,  abgesehen  von  einer  ganzzahligen  Potenz  von 

■ — -  x  als  Factor,  von  z  unabhängig  ist  und  nur  für  Punkte 

r^^     der    Reihe    alf   a2,  •  •  •  am,  z,  oo    unendlich    wird,    so    be- 

*^digen  die  Ausdrücke 


"*=ß 


r(x)wx(z  —  X)*      ldX  (x  =  l,  2,    -m) 

V  x   0  x       0    ) 

v**e  Differentialgleichung  wter  Ordnung,   die  mit   der  Diffe- 
rentialgleichung (E),  deren  Lösungen  die   ul9  w2,  •  •  •  um  sind, 
^*  selben  Classe  gehört. 
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Bedeutet  r(x)  eine  beliebige  rationale  Function,  die,  ab 
von  einer  ganzzahligen  Potenz  von  (js  —  x)  als  Factor  von  e  una 
ist  und  noch  in  den  von  öl,  a9J  •  •  a  ,  z.  oo  verschiedenen  ] 
bx  (x=i,  s,  *>  unendlich  wird,  so  ist  die  entsprechende  Tissot 
ha  mm  er 'sehe  Differentialgleichung  von  höherer  als  der  m*"*  ( 
aber  reductibel,  denn  sie  besitzt  neben  den  u, ,  •  •  u  noch  die  I 
zu  Lösungen,  welche  über  einfache  die  b  umschliessende  Schi* 
streckt,  also  in  der  Form 

(*  —  l>J-Y*ffx(2)  (*  =  l,2,...r), 

wo  die  yx  ganze  positive  Zahlen,  die  gx(z)  ganze  rationale  Fui 
bedeuten,  darstellbar  sind. 

Die  Gleichungen  (6)  lehren  ferner,  dass  das  Fundament! 
ui>  u2>  ' '  '  um  ^er  Differentialgleichung  (E)  so  beschaffen  ist,  Ab 
Fundamentalsubstitutionen  von  den  in  den  Coefficienten  von  ( 
tretenden  Parametern  alf  a2,  •  •  •  am  unabhängig  sind.  Nach  den 
sehen  Sätzen  der  Nr.  228  (S.  397)  müssen  sich  folglich  die  Abl< 
der  ul9  u2,  •  •  •  um  nach  irgend  einem  der  ax  in  der  Form 

du.        («)  (*)  du,  <*>        On~lut 

*  =  Ru  +  R        '  J LR         J  (,  =  1,8, ... 

darstellen  lassen,  wo  die  Rn,  R, ,  •  •    R      ,  rationale  Functione 

/  i)/       i  /  tn —  l 

bedeuten.     Dies    lässt    sich   nach   den   oben   gemachten   Beme 
sofort  bestätigen,  wenn  man  bedenkt,  dass 


(8) 


d     f 


JT^-a/-1^-*/-'^ 

1  =  1 

ist,  wo  (>i)  irgend  eine  der  Doppelschleifen 

wrl5o~1  =  (a/>*) 

bedeutet  und 

ßi-ßi  «*  *+*>  /J.-^-i 

gesetzt  wurde.     Aus  (8)  folgt  nämlich,  dass  die 

du. 

eine  Differentialgleichung  miQr  Ordnung  befriedigen,   die  mit 
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selben  Classe  gehört.  Wir  werden  aus  dieser  Eigenschaft  von  (E)  in 
einem  wichtigen  Specialfalle,  der  uns  sehr  bald  beschäftigen  wird, 
weitere  Folgerungen  zu  ziehen  haben. 

244.  Besondere  Fälle  der  Tissot-Poohhammer'sohen  Differential- 
gleichung.    G aussteche  Differentialgleichung.     Darstellung  ihrer 
Lösungen  durch  bestimmte  Integrale.    Beziehungen  zu  der 
Darstellung  durch  Gauss 'sehe  Reihen. 

Wenn  die  Grössen 

ßi>   ß*>  '  '  '  ßm>  % 

positive  reale  Theile  haben,  so  ist 


/  wx  (z  —  x)     l  dx 


in  den  Punkten  a, ,  öl,  •  •  •  a  ,  z  endlich.  Wir  können  dann  die  über 
die  Doppelschleifen  erstreckten  Integrale  durch  andere  Integrale  dar- 
stellen, die  zwischen  den  Punkten  ax  und  z  auf  directem  Wege  er- 
streckt sind;  wir  verstehen  dabei  unter  einem  „directen  Wege"  einen 
eK>    der  in  der  durch  die  Querschnitte 

&A,      1+  %    '    *    *    v 
0*1'  m 

•^rBchnittenen  x-  Ebene  verläuft.     Es  ist  nämlich 

ai  z 

J  t4?t(z  —  xf~~ldx  =   ( ivx(z  —  xY~ldx  +  b.  I  wx{z  —  x) 


t-'dx 


x  at 


+  ee.  i  wv{z  —  x)     ldx  +  s  I  wx{z  —  xy    x dx, 
°    liaben  wir 


Cwx(e  —  xf~ldx  =  (1  —  «)(1  —  £.)  i\{z  —  xf~xdx. 


(9) 

lese  Umformung  ist  derjenigen  ganz  analog,   die  wir  in  der  Nr.  242 
>ö-  4:52)  für  das  Euler'sche  Integral  erster  Gattung  ausgeführt  haben; 
11    der   That   geht  ja   auch   das   Euler'sche  Integral   erster  Gattung 
au*  unserem  allgemeinen  Integrale 

[z-xf-Ux 


f»A 


^tvor,  wenn  wir  m  =  1,  al  =  0  und  z  =  1  wählen. 
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Wir  können   also,    wenn  die   realen  Theile  der  ßlf  ß%9  •  •  •  ß{ 
positiv  sind,  die  m  directen  Integrale 


ax 


wt(js  —  x)*     dx  =  [z,  aj         (x  =  i,a, •••»> 


als  ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  (E)  ansehen.    I 
diesem  Fundamentalsysteme  entsprechenden  Fundamentalsubstitutio: 
lauten  dann 

(11)  64|>,  ax]  =  [*,  aj  —  (1  —  ek) \z,  aj         («>*>. 

■Q*l>>  <I  =  fo  axl  —  «C1  —  O  [*>  *J       (X<A)- 

Es  mögen  nun  einige  besonders  wichtige  Specialfälle  der  Tisso~~ 
Pochhamm  ersehen  Differentialgleichung  genauer  betrachtet  werde: 

Der  Fall  m  =  1  bietet  kein  weiteres  Interesse  dar;  dagegen  füh 
der  Fall  m  =  2  auf  eine  uns  wohlbekannte  Gleichung,  nämlich  a 
die  Differentialgleichung  der  G aussuchen  Reihe. 

Setzen  wir  nämlich  für  m  =  2 

(12)  «,  =  0,  a2  =  l,  «=l-g,  ß  =  2-i-ßl-ßi,  y  =  2-|- 

so  liefern  die  Formeln  (5)  (S.  456)  nach  Unterdrückung  des  constant 
Factors  (g  —  l)-1, 

(13)  Q,-*(l-M),     Q1^y-(a  +  ß+l)$,     Q0  =  -aß, 

so  dass  sich  also  in  der  That  die  Differentialgleichung  (G)  der  Nr. 
(Bd.  I,  S.  252)  ergiebt;  nur  haben  wir  hier  z  als  unabhängige  und 
als  abhängige  Variable. 

Wir  gewinnen  hierdurch  sofort  ein  für  die  Theorie  der  Differenti 


(5,*) 

u2  =  Cxa~\x  —  ly-t-1^  —  xyadx 

(1,*) 

ein  Fundamentalsystem  von 

(G)  *(l_*)^  +  b_(a  +  0+i)*]!*!f_a/itt  =  o 

dar. 

Wenn  die  realen  Theile  von  a  —  y  -f-  1   und  1  —  a  positiv  sin 
so  ist 


gleichung  (G)  bedeutsames  Resultat.    Es  stellen  nämlich  die  haid* -in 

bestimmten  Integrale 
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z 

und  wenn  die  realen  Theile  von  y  —  ß  und   1  —  a  positiv  sind,   so 

haben  wir 

i 

(i&)   «,  —  (i  — «) (i  - «,)  fx'~r(x  -  iy-fi-\g  -  x)—dx, 

z 

dabei   ist  jetzt 

Machen  wir  in  diesen  directen  Integralen  noch  die  Substitution 

(16)  *-■ f, 

80   ertialten  wir  dieselben  in  der  gewöhnlichen  Form 

i 


»  T 


f^~\x  —  iy-f-\g  -  x)~°dx  =  ff^ix  —  t?-'-1^— i)—<«, 


00 

1 


yV-'C*  —  iy-'-l(0  —  x)-°dx  =  /V_1(i  -  (f-p-\gt— i)-~dt, 

l 

le    sie  im  Wesentlichen  schon  von  Euler  aufgestellt  worden  sind. 
Da  das  Integral  ux  in  der  Umgebung  von  z  =  0  zum  Exponenten 

ß,  +  £  -  1  =  1  -  y 

ncl   das  Integral  u2  in  der  Umgebung  von  z  =  1  zum  Exponenten 

*^**«5rt,  so  schliessen  wir,  dass  u,  mit  dem  zum  Exponenten   1  —  y 
*®***Srigeii  Elemente  (Nr.  71,  Bd.  I,  S.  255,  Gleich.  (19)) 

«og  -  f~*F(«  +l-y,ß+l-y,2-y,e), 

^  ^     canonischen  Fundamentalsystems  für  z  =  0  und  u2  mit  dem   zum 
^^onenten  y  —  a  —  ß  gehörigen  Elemente  (Nr.  72,  Bd.  I,  S.  259) 

^_(l_jr/— ^JF(y-Ay-«,  y-a-ß+1,  1  -  z) 

^  canonischen  Fundamentalsystems  für  0  =  1,  abgesehen  von  je  einem 
v**^tanten  Factor,  übereinstimmen  muss,  vorausgesetzt  natürlich,  dass 
.   ^    Reihen,  welche  die  Integrale  u02,  uu  in  der  Umgebung  von  z  =  0 

^iehungsweise  0=1  darstellen,  einen  Sinn  haben.  Um  diese  con- 
^^**ten    Factoren   zu   bestimmen,   bilden   wir   nach   Nr.  242  (S.  453) 


?->  **  V  (ya\  deT  *'  ^ 


CP  ■  4\7        ' 


«)« 


d>-  ^C^1)  ft  1^-«),*i*- 

(V^  Act  G»U     Lue»  **  ^L, 


v***0*    d* 

die  öftU"  a  Urfett  , 

*  v  die  #*  10 

e  ^etde  ***  * 
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die  Fundamentalsubstitutionen,  welche  das  Integralsystem  ult  ua  erfährt, 
wenn  e  die  Querschnitte  lv  lf  je  einmal  in  positivem  Sinne  überschreitet, 


(20) 


(21} 


©,«!=«!—  «(1— *x)«„ 


SgMj^CCjttj. 


Es      tändelt  sich  um  die  Auf- 
s*eXXuag  eines  Integrals 

welches,  wie  für 


f&i- 


*!/•'. 

£ 


■''•-•' 


Fig.  15. 


di 


woi  =  F(«>  ß>  V>  *)  f 


0iü  =  u 


c 


U 


Gleichung 

^«s-t^nt.    Es  muss  also  nach  (20) 

«i"iMi  +  C2M«  —  ci0-  —  Bt)ui  ~  ciMi  +  C»M* 
,  und  hieraus  folgt,  da  »  ,  u2  ein  Fundamentalsystem  constituiren, 

Cm   •  Cq  ~^s  Ca  ~^~  X  •  X   ~" —  C  c^  , 

•    li..  wenn  wir  durch  c  eine  willkürliche  Gonstante  bezeichnen, 

**)  ü  =  c((et  —  l)ut  +  (1  —  sejuj . 

diese  Lösung  in  der  Form  eines  bestimmten  Integrals  zu  erhalten, 
rix^Äsen  wir  ausser  den  von  einem  Punkte  £  um  av  at  herum  gelegten 
^chieifen  sv  $2  noch  die  von  £  aus  um  a3  =  oo  herum  gelegte  Schleife 
sa    betrachten  (in  der  Figur  punktirt).     Es  ist  dann 

(22)  CWl  {z  —  xf~ l  dx  =  fwdx 

(*3>  <*S> 

Ja""1  Cwdx  +  e-'s-1  Cwdx  +  e-'e-'e-1  C 

^e*Hi  wir  setzen 

(23)  w—wx(m  —  xf-1  =  xa~r(x  -  ly-f-^s  -  xy\ 
e*l*er  ist  das  über  die  Doppelschleife 

*%  in  unserem  Falle,  wo  die  Fundamentalsubstitutionen  von  wx  mit 
ll*Hnder  vertauschbar  sind  (vergl.  Nr.  233,  S.  418),  einen  brauchbaren 
^t^grationsweg  darstellt,  erstreckte  Integral 


Wdx 
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(24)  fwdx  —  (1  —  tt)  fwdx  —  (1  —  «r1«;-1*"1)  fwdx, 

denn  wir  haben  offenbar  für  einen  Umlauf  um  a3  =  oo 

Setzt  man  in  (24)  für  das  über  s3  erstreckte  Integral  seinen  Werth 
aus  (22)  ein,  so  folgt  nach  einfacher  Reduction  mit  Rücksicht  auf  die 
Definition  von  ul9  w2 

fWdx  -  ri--*§)  -  ((1  -  ««,)«,  -  (1  -  £,)«,), 

(W.-V) 

wir  können  folglich  nach  (21a) 

(25)  fwdx  =  ü 

V  3  2  3       2    ) 

setzen.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  realen  Theile  der  Grossen 
ß  und  y  —  ß  positiv  sind,  besitzt  das  Integral 

fWdx 

in  den  Punkten  x  =  oo  und  x  =  1   endliche  Werthe;   es  ist  also  is 

diesem  Falle 

i 

ü  =  (1  -  e-'e-'s-1)^  —  1)  fWdx, 


oo 


. — Of 


und  wenn  wir  wieder  durch  die  Gleichung  (16)  eine  neue  Integratioi 

variable  einführen, 

i 

(26)  *  —  (i  —  r1«71«7 ')(«,,  —  i)  /V_1a  —  t?-'-\Mt  —  i) 

o 

Dieses  Integral  kann  sich  von  u  t  nur  durch  einen   constanten  Fac" 
unterscheiden;  um  diesen  zu  bestimmen,  bilden  wir  den  Werth  voi 

für  b  =  0.     Es  ist 

(«Uo  =  ( 1  -  *~  WM**  -  1)(-  l)'B(ft  y  -  ft, 

und  da  u01   für  *  =  0  den  Werth  1   annimmt,  haben  wir  folglich, 
der  Umgebung  von  z  =  0 

i 

(27 )      ff1-1  ( 1  -  t?-*-l(\  —  ttV'dt  —  B(ft  y  —  /J)F(>,  ft  y,  *) . 

Ü 
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Diese  Gleichung  ist  bereits  von  Euler  (in  den  Institutionen  calculi 
in tegralis)  gegeben  worden  (vergl.  Nr.  233,  S.  415),  und  gewöhnlich 
wird  auch  das  auf  der  linken  Seite  stehende  bestimmte  Integral  zum 
Ausgangspunkte  für  die  Integration  der  Differentialgleichung  (6)  durch 
Quadraturen  gewählt.  Auf  die  Darstellung  der  übrigen  Lösungen  von 
(Gr)  durch  bestimmte  Integrale  gehen  wir  nicht  näher  ein,  sie  kann 
auf  ähnlichem  Wege  erhalten  werden,  wie  die  von  w01,  uoi)  m12,  die  wir 
men  gelernt  haben. 
Die  Integrale  ulf  m2  und  die  durch  die  Formeln  (20),  (21)  ge- 
enen  Fundamen  talsubstitutionen  derselben  haben  unbeschränkte 
.tigkeit  auch  in  allen  denjenigen  Fällen,  wo  einzelne  der  Reihen- 
^ii  "fc  Wickelungen  der  Nr.  74  versagen.  Mit  Hülfe  derselben  lassen  sich 
c*1^  Uebergangssubstitutionen,  die  in  der  Nr.  129  (Bd.  I)  nur  unter 
c*e:*~    Annahme,  dass  keine  der  Grössen 

1  —  ?y    V  —  «  —  ß,    «  —  ß 
£  ganze  Zahl  sei,  aufgestellt  worden  sind,  auch  in  diesen  Ausnahme- 
cn  bestimmen.     Um  die  Formeln  der  Nr.  129  zu  verificiren,   hat 
n   die   Darstellung    der   Function    B(p,  q)    durch    das    Euler'sche 
^"fc^gral  zweiter  Gattung 

r(p)  -  n(j>  - 1) 

berücksichtigen;  es  ist  nämlich 

B(P  q)-?®™. 

^^ii"  begnügen  uns  damit,  auf  die  Bedeutung  der  Relation  (7) 
^^**--  243,  S.  457)  dadurch  hinzuweisen,  dass  wir  dieselbe  mit  Hülfe 
r  Formeln  in  dem  Falle  der  Differentialgleichung  (G)  in  expliciter 

aufschreiben. 

Es  kommen  dabei  die  zwischen  den  Punkten  z  =  0  und  z  =  1 
°  ^drittelnden  Uebergangssubstitutionen  in  Betracht,  die  in  der  Nr.  129 
y-0«!-  I,  S.  481,  Gleich.  (6),  (7)  und  S.  483)  aufgestellt  worden  sind.    Es 
s*"      zufolge  derselben 

Un-f(\-*,l-ß,y-tt-ß+  l)„rf  +  $,(,  _  1), 

«M  -  f(l  -  a,  1  -  ß,  2  -  y)uu  +  $(*), 

^(z  —  1),  ty(z)   in  der  Umgebung  von   z  =  1    beziehungsweise 
:Ba!a:S!a*  0  reguläre  Functionen  bedeuten.    Also  ist  in  der  Bezeichnung  der 
^Vergehenden  Nummern 

■S*-.cf(l-a,l-ß,2-y), 


&&j 


.(«) 


/u  =  tA1  -*,i-ß,r-«-ß  +  i), 

**  chl« •  i n  ge  r ,  Differeati»lgl«iobungen.    IL  30 
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wo  gemäss  den  Gleichungen  (18),  (19) 

°  —  V        L)  (i_fl)B(a_y  +  l,  1-«) 

zu  nehmen  ist.     Zufolge  der  Relation  (7)  (S.  457)  muss  sein 

(12)     (21)  «(*  — «iX*— «i) 

^11    ^11  (l_£fi)(l_tC2)? 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen 
ausgerechnet, 

/qa\  AH)    (21) sin tt(y  —  g)-singr(y  —  (3) 

^      '  yn   7"  sinw~(l  —  y)sin*r(y  —  a  —  (3)' 

Zufolge  der  Definitionsgleichung  (Nr.  129,  Bd.  I,  S.  479) 
ist  aber  nach  (29) 

(12)    (21)         r(2-y)r(y~l)r(y-a-p+l)r(a  +  p-y) 
7ll    ^11  r(a-y  +  l)r(y-a)r(P-y+l)Ay-ft     > 

und  dies  mit  (30)  verglichen  führt  auf  die  bekannte  Relation 

(3i)  ra-joro)--^ 


sin  np 

Die  Beziehungen  (7)  (S.  457)  und  allgemein  die  sich  aus  d 
Gleichungen  (18),  (19)  der  Nr.  242  (S.  454)  ergebenden  Rel 
tionen  können  also  gleichsam  als  eine  Verallgemeinerung  d 
Relation  (31)  angesehen  werden. 


Viertes  Kapitel. 

246.   Fälle,  wo  die  Euler'sehe  Transformirte  der  Tissot- 
Po  obhammer^ohen  Differentialgleichung  ein  algebraisches  Integral 
b&si-fcat.     Differentialgleichung  für  die  Periodicitätsmoduln  gewisser 
speeieller  und  der  allgemeinen  Ab  ersehen  Integrale. 

Schon  Euler  selbst,  nach  ihm  besonders  Pf  äff  und  ebenso  fast 
ää^   Analysten,  die  sich  mit  dem  Studium  der  Differentialgleichung  (G) 
uricl    ihrer  Lösungen  beschäftigt  haben,  wandten  der  Frage  ein  beson- 
dres Interesse  zu,  in  welchen  Fällen  sich  die  Integrale  von  (G)  auf 
»bekannte   Functionen"   reduciren   lassen.     Seit   der  Zeit   Euler's 
und  Pfaffs  hat  sich  der  Kreis  der  als  bekannt  anzusehenden  Func- 
tlo*ien  wesentlich  erweitert,  insbesondere  sind  wir,  Dank  der  Arbeiten 
^  l>  el's  und  seiner  Nachfolger,  in  der  Lage,  die  Integrale  algebraischer 
*  ****ctionen   in   gewissem   Sinne   als   bekannte  Functionen   ansehen   zu 
^^^•fen.    Nun  soll  es  sich  nicht  etwa  darum  handeln,  zu  untersuchen, 
****t;cr  welchen  Bedingungen  sich  die  Lösungen  der  Differentialgleichung 
v")    durch   Abel'sche   Integrale    darstellen    lassen,    sondern   vielmehr 
^^rrmij    einen    anderen   Zusammenhang    zwischen   der   Theorie    dieser 
iri^^grale  und  der  Differentialgleichung  (G),  beziehungsweise  der  allge- 
^■^inen  Tissot-Pochhammer'schen  Differentialgleichung  zu  erörtern. 
Die  Form  des  Integrals  wl  der  Eule  rächen  Transformirten   der 
^  issot-Pochhammer'schen  Differentialgleichung   legt   es   nahe,   die- 
3enigen  Fmie  genauer  zu  betrachten,  in  welchen  der  Ausdruck 

(1)  fw^  —  xf-Ux^  jiz  —  x^YJix  —  a/'-'dx 

***   Abel'sches  Integral  wird.     Dies  ist  offenbar  stets  der  Fall,  wenn 
CUe  Grössen 

ßl>     ß*>    *   '  *   ßm>    § 

ea*e  rationale  Zahlen  sind,  denn  dann  genügt 
<£)  W=  (z  —  xf~\x  —  a/1""1  •  •  •  (x  —  amY"~l 

^^t  algebraischen  Gleichung  von  der  Form 

80* 
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(3)  W*  =  R(x), 

wo  n  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  der  Nenner  d 
ß%f  ß%)  * '  '  ßmt  2  un<i  H(x)  eine  rationale  Function  von  % 
Der  Punkt  z  spielt  die  Rolle  eines  Verzweigungspunkt 
durch  die  Gleichung  (3)  definirte  algebraische  Function 
wenn  wir  wie  immer  voraussetzen,  dass  %  keine  ganze  Zahl 
Wir  können  uns   W  in  die  Form  gesetzt  denken 

Ü?  H  I* 

W  =  *(«)(*  —  s)  *  (x  —  at)  *  (x  —  a2) "  •  •  •  (x  —  an 

wo  4>(x)  eine  rationale  Function  von  x  und  die 

t*         Y         Y        •    •    •    Y 

70>     7\)     7t>  7m 

positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  die  kleiner  sind  als  n.     Sei 

t  r 

~  =  —  (»  =  0,l,J,...m), 

n         nv 

wo  die  ganzen  Zahlen  rv  und  ny  keinen  gemeinsamen  Theilc 
dann  ist  der  Punkt  z  ein  Verzweigungspunkt  von  der  Ordn 

der  Punkt  ax  ein  solcher  von  der  Ordnung 

n(\ —    -j         (x=»i,a,-.  m), 

und  der  Punkt  x  =  <x>  ein  Verzweigungspunkt  von  der  C 

wenn  nm+l  den  Nenner  des  auf  seine  reducirte  Form  geb 
Bruches 


2'i- 


*=0 


m 

r. 


m 

2^ 


Lv=0        J 


bedeutet,  wo  durch  die  eckige  Klammer  die  grösste  \ 
deutet   wird,    die   in  der   eingeklammerten   Grösse   er 
Gesammtzahl  v  der  einfachen  Verzweigungspunkte  uns 
Function  ist  demnach 

die  bekannte  Riemann'sche  Beziehung 

v  —  2n  =  2p  —  2 
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giebt  also  für  den  Bang  p  (das  Geschlecht  nach  Glebsch)  der  alge- 
braischen Gleichung  (3)  den  schon  von  Abel  aufgestellten  Ausdruck 

m-f  1 

Denken  wir  uns  nun  die  n- blättrige  Riemann'sche  Flache  F 
construirt,  in  welcher  W  eine  eindeutige  Function  des  Ortes  ist,  so 
ist  dieselbe  (2  p  -f-  l)-fach  zusammenhängend  und  kann  durch  ein 
Sj^s-tem  von  2p  Querschnitten  (vergl.  z.  B.  Nr.  187,  S.  213)  in  eine 
einfach  zusammenhängende  zerlegt  werden.  Die  2p  über  diese  Quer- 
sci*~nitte  hin  erstreckten  Integrale 


fWdx 

m  dann  die  Periodicitätsmoduln  des  Ab  ersehen  Integrals  (1),  und 
es  ist  leicht  einzusehen,  dass  diese  2p  bestimmten  Integrale  sich  als 
*lll^öre  homogene  Functionen  der  m  über  die  Doppelschleifen 

er^"tx-eckten  Integrale 

ux=   Cwdx 

\  x  0  x       0    ) 

^^^tellen  lassen  mit  Coefficienten,  die  rational  mit  ganzzahligen  Coeffi- 
Cl^**ten  aus  den  Grössen 


"1*2"  m 


.  **^**mmengesetzt   sind.     Die   Doppelschleifen   sind   geschlossene  Wege 
*ier  Riemann'schen  Fläche  F.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Wenn   das  Integral  der  Euler'schen  Transformirten   der 

x*     Einern  rationalen  Werthe  von  2;  gehörigen  Tissot-Poch- 

^  *Ximer'schen   Differentialgleichung  (E)    eine    algebraische 

^^lction  von  x  ist,   so  befriedigen  die  Periodicitätsmoduln 

^^     Abel'schen   Integrals  (1),   als   Functionen    des  Verzwei- 

****  **  gspunktes  z  aufgefasst,  die  Differentialgleichung  (E). 

Aus  dem  Satze  der  Nr.  243  (S.  457)  folgt  ferner: 

Bedeutet  r(x)  irgend  eine  rationale  Function  von  x,  die, 
¥5  «sehen  von  einer  Potenz  von  z —  x  als  Factor,  von  z  un- 
**Sngig  ist  und  nur  für  Punkte  aus  der  Reihe 

^^tidlich  wird,   so  befriedigen   die  Periodicitätsmoduln  des 
**  ersehen  Integrals 
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fr(x)  Wdx 

als  Functionen  von  z  eine  Differentialgleichung,  die  mit  (E) 
zur  selben  Classe  gehört. 

Wenn  die  rationalen  Zahlen  ßlf  ßi}  •  •  •  ßm,  £  wesentlich  positive 
Werthe  haben,  so  können  wir  nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  244 
(S.  459  ff.)  an  Stelle  der  über  die  Doppelschleifen  erstreckten  Integrale 
u    die  auf  directem  Wege  genommenen  Integrale 


X 

a 


x 


Cwdx  =  [>,  aj 


einführen.  Aus  diesen  setzen  sich  dann  die  auf  directem  Wege  zwischen 
irgend  zweien  der  Verzweigungspunkte  al9  a2,  •  •  •  am,  z  erstreckten 
Integrale  zusammen;  z.  B.  hat  man 

rtx+ 1 
[**>  ax+J  =    /  WdX  =  l*J  ax\  —  l*f  «x+ J  • 

9.' 


ax 


Die  Fundamentalsubstitutionen,  welche  die  Integrale  \zy  aj  erfahren, 
wenn  z  die  Querschnitte  llf  l2J  •  •  •  lm  überschreitet,  werden  durch  die 
Formeln  (11)  der  Nr.  244  (S.  460)  gegeben.  Dieselben  sind  zuerst 
von  Herrn  Broecker  aufgestellt  worden. 

Die  an  der  binomischen  Gleichung  (3)  beobachtete  Erscheinung, 
dass   die  Periodicitätsmoduln   gewisser   zu  derselben   gehöriger  Abel— 
scher  Integrale  als  Functionen  eines  Verzweigungspunktes  eine  lineare 
Differentialgleichung  befriedigen,  ist  ein  besonderer  Fall   eines   allge- 
meinen von  Herrn  Fuchs  aufgestellten  Satzes  über  die  Periodicitats — 
moduln  der  zu  einem  beliebigen  algebraischen  Gebilde 

(I)  F(s,  x)  =  0 

gehörigen  Integrale. 
Bedeute  nämlich 


cF 


etwa  ein  zu  dem  algebraischen  Gebilde  (I)  gehöriges  Integral  ei 
Gattung,    so    kann    man   dasselbe    als   Function    eines  Verzweigung^^ 
punktes  z  der   durch    (I)   definirten   algebraischen   Function  s   von 
studiren.     Bei   geeigneter  Wahl   der   rationalen   Function   <p(s,  x) 
Ortes  der  zu  (I)  gehörigen  Riemann'schen  Fläche  T  lässt  sich  da 
wie  Herr  Fuchs  gezeigt  hat,  jede  Ableitung  von  [/"nach  z  in  der  F<* 
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+  yai^i  +  ritu,  +  ■■■  +rXpup 

d&zrstellen,  wo  |>  den  Rang  des  algebraischen  Gebildes  (I), 

U     U    •  •  •  U 

System  linear  unabhängiger  Integrale  erster  Gattung, 

*i>   *i>  "  "  *  ^ 
"isse  Integrale  zweiter  Gattung,  %x(s9  x)  eine  rationale  Function  des 
;^s  auf  der  Fläche  T  und  die  <Jix,  yix  Constanten  bedeuten,  die  sich 
onal  zusammensetzen  lassen  aus  den  Coefficienten  von 

<p(s,x),    F(s,x) 

llri  ^i  deren  Ableitungen  nach  z,  ferner  aus  z  und  dem  zu  x  =  z  ge- 
igen Werthe  s9  von  s,  sowie  endlich  aus  den  Coefficienten  der 
'granden    der    Ulf  U^,  •  •  •  U    und    den    Unendlichkeitsstellen    der 

Denken  wir  uns  nun  die  (2  p  +  l)-fach  zusammenhängende  Fläche 
-*  durch  2j>  Querschnitte  in  eine  einfach  zusammenhängende  zerschnitten 
^xicl    mögen 

**x&    Teriodicitätsmoduln  von  U  an  jenen  2p  Querschnitten  sein.    Ebenso 
»ollen 

T       T        •  •  T 

*1>         i2>  »\2p 

le     entsprechenden  Periodicitätsmoduln  von  t.  und 

^l*     ^2>    '   *   '    Ki,2p 

e      analogen  Grössen  für  U.  bedeuten.     Dann    ist  nach  (II),   da   das 
^**~  eine  geschlossene  Curve  in  der  Fläche  T  erstreckte  Integral 

fd%z(s,  x) 
er^*2hwindet, 

.    5^^t  nuro  diese  Gleichungen  für  A  ===  0,  1,  •  •  •  2p  und  eliminirt  für 
^^  Werth  von  v  die  Grössen 


^*hält  man  eine  Gleichung  von  der  Form 


<PPK  d*p~ 1  K 

ß*P  -j?p-  +  A,-i-j-i5=r  "• *"  ßoK=  °> 


'  ™  W»»4ett,  .»  0,1.-  -.„"  jw»  «**.  0r4»»*J*i«*#  ««*; 


■*<*%^5«~  ZT**10* 


.^beso^f"    ^  ftf  L  der  l^e«^%    Uc^  »UJ%0V\ 


St.  2»  *■  ?1-  ,  •  j^n,  »•»  1  g„ 

stücke*  «  _AreU^9CUv.„  ö\ei*t0* 


455") 
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Pm(X)  =  (*  —  fll)  (*  —  «,)•••(*  —  O» 


2  //  x  —  a' 

wir-    liaben  also 

P       (Ä)_  *-P». 

m  —  1 V   /  2        m^    ' 

Die    Coefficienten  der  Differentialgleichung  (E*),  die  durch  die  Ausdrücke 


(5')  C- jp^jtf    ldx       _ 


) 


befriedigt  wird,  lauten  demnach  (Gleichung  (5),  Nr.  243,  S.  456) 

HD—  -'(t-f-j)  (,„_0 

->  <?,(*>  S)  —  (g_  i)(g_2)- .  -  (g  —  r)l.2.-.(m  —  v)      '«         W 

(v  =  0, 1,  •  •  •  ro). 

Insbesondere  ergeben  sich  für  j;  =    -  die  Coefficienten  der  Differential- 
gleiehunff 

!I*    der  Form 

( 7)         o  k  -M  -  o  (*)  -  -  -- (— ir-{-  -i?.^—  p'—Vri 

'  V»  \*>   S  /  —  V»  W  —  i  .  s  . .  -  (2r  -  1)  •  1  •  2  •  •  •  (m  -  r)  "**  W  > 

Uf*d    diese  Differentialgleichung  (E)  wird  befriedigt  durch  die  Periodi- 
citätsmoduln 

(8)  r dx 

J   }/(x  —  "ä^T".  :"(i  —  aw)7*  ~* j 

d  (?  . 

08    ^u  dem  hyperelliptischen  Gebilde 

^9)  s2  =  (*  —  <*,)(*  —  a2)  •  •  •  (s  —  aj(*  —  *■) 

^5^tiöj-jgeil  Integrales  erster  Gattung 

do)  r dx_ 

r^  J  Y(x  —  «i)  ~  •  (*  — ~a„tH*  —  *) 

**ei  ist  (wie  auch  stets  bisher)  vorausgesetzt,  dass  die  Verzweigungs- 
PUt*Vte 

*  B    hyperelliptischen  Gebildes   (9)    von  z  unabhängige  Grössen    sind; 

*"**er  wollen  wir  annehmen,  dass  der  Punkt  x  =  <x>  eine  Verzweigungs- 

,^We  der  algebraischen  Function  s  von  x}  d.  h.  dass  tn   eine  gerade 

*hl  sei.   Wäre  dies  nämlich  nicht  der  Fall,  so  könnten  wir  z.  B.  den 

^adrack 
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X  = 


x  —  ax 


als  neue  unabhängige  Variable  einführen  und  erhielten  dann  für  die 
Periodicitätsmoduln  (8)  eine  lineare  Differentialgleichung  von  der 
(m  —  l)teM  Ordnung. 

Als   Fundamentalsystem    von   (E)   können   wir   die   auf    directem 
Wege  erstreckten  Integrale 


ax 


/dx 
y{x-ai)...{x-am)(z-x) 

•9 

nehmen.    Die  Fundamentalsubstitutionen  derselben  lauten  dann  zufolge 
der  Gleichungen  (11)  der  Nr.  244  (S.  460) 


(12) 

Wir  sehen,    dass   die  Substitutionen,   die   das   Fundamental— 
System 

V         V        •    •   •    V 

bei   Umläufen    der  Variabein   z   erfährt,   ganzzahlige  Coeffi  — 
cienten  und  die  Determinante  Eins  besitzen. 

Betrachten  wir  neben  dem  Integrale  (10)  irgend  ein  zu  dem  hyp 
elliptischen  Gebilde  (8)  gehöriges  Integral 

:)dx 


(13)  f%& 


wo  R(x)  eine  rationale  Function  von  x  bedeutet,  welches  keine  loj 
rithmische  Unendlichkeitsstelle  hat,  und  folglich  in  der  durch  die 

2  p  =  m 

canonischen    Querschnitte    zerschnittenen   Riemann'schen   Fläche    (L« 
Gebildes  (9)  eindeutig  ist,  so  sind  die  Besidus  von 

R(x) 

8 

für  diejenigen  Unendlichkeitsstellen  von  R(x),  die  nicht  zu   den  V 
zweigungspunkten  von  s  gehören,   gleich  Null,  und  die   Coefficien 
von    R(x)   hängen   folglich   im   Allgemeinen   noch   von  z  ab.     We* 
insbesondere  R(x),  abgesehen  von  einer  ganzzahligen  Potenz  von  z 
als  Factor,  von  z  unabhängig  ist  und  für  keinen  von  den  Verzwei 
stellen  von  s  verschiedenen  Punkt  unendlich  wird,  so  genügen 
dem  Satze  der  Nr.  246  (S.  469)  die  Periodicitätsmoduln  des  In 
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(13)  einer  Differentialgleichung  mteT  Ordnung,  die  mit  der  Differential- 
gleichung (E)  zur  selben  Classe  gehört.     Es  ist  dann 

•wo     jte)   eine  von   z   unabhängige   ganze    Function,   ßlf  ß2,  •  •  •  ßm7  £ 

Zahlen  bedeuten,  die  sich  von  -■■-  nur  durch  ganze  Zahlen  unterscheiden. 

"Wir  können  in  diesem  Falle  nach  der  in  der  Nr.  240  (S.  446)  dar- 
gelegten Methode  die  Differentialgleichung,  der  die  Periodicitätsmoduln 
des  Integrals  (13)  genügen,  ohne  Schwierigkeit  herstellen,  und  den 
Ausdruck  der  abhängigen  Variabein  dieser  Differentialgleichung  durch 
die   abhängige  Variable  von  (E)  und  deren  Ableitungen  angeben. 

Wir  können  also  sagen:   Die  Periodicitätsmoduln  eines  Inte- 
grals erster  Gattung 


Cg(x)dx 


r°  &(%)  ©ine  ganze  rationale  Function  vom  Grade  p —  1  mit 
w illlürlichen  (aber  von  z  unabhängigen)  Coefficienten  be- 
dexitet,  genügen  einer  Differentialgleichung,  die  mit  (E)  zur 
seH>en  Classe  gehört.  Die  Differentialgleichung,  der  die 
£*  ^  iriodicitätsmoduln  eines  Integrals  zweiter  Gattung  ge- 
aügen,  gehört  mit  (E)  zur  selben  Classe,  wenn  der  Integrand, 
al>  gesehen  von  einer  Potenz  von  z  —  x  als  Factor,  von  z  un- 
**^>tiängig  ist  und  die  Unendlichkeitsstellen  des  Integrals  mit 
^unkten  aus  der  Reihe 


av   av  '  '  '  a,n>  z>  °° 


**  l>  ereinstimmen. 

Wenn  wir  in  dem  hyperelliptischen  Integrale 

dx 


Y(x  -  ax)  •  •  •  (x  -  aj(x  —  am+l) 


— ,     m  =  2  p 


_s  - 
^e   Verzweigungspunkte  a19  a2,  •  •  •  am,  <*mtx   als  von  einander   unab- 

ari8ige  Variable  auffassen,  so  befriedigen  die  Periodicitätsmoduln  des- 

*ben,  oder  wie  wir  lieber  sagen  wollen,  m  linear  unabhängige  der 

e^  die  Doppelschleifen 

(a    a  )  =  s.s  s71s~~1        (/,x=itv-m+i;  »tx) 

V    i "      x/  t   x   i        x 

^^X-eckten  Integrale 

ti      u      •  •  •  u 

^    Functionen  irgend  eines  av  aufgefasst,  eine  lineare  homogene  Diffe- 
rentialgleichung (EJ  von  der  Form  (E).     Die  Coefficienten  von  (Ey) 
Ä^gen  von  den  singulären  Punkten 
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als  Parameter  ab,  dagegen  sind  die  Fundamentalsubstitutionen,  die  das 
Fundamentalsystem 

erleidet,  wenn  av  Umläufe  um  diese  singulären  Punkte  vollzieht,  von 
diesen  Parametern  unabhängig,  sie  haben  nämlich  ganzzahlige  Coeffi- 
cienten. 

Auf  Grund  der  Fuchs'schen  Sätze  der  Nr.  228  (S.  397)  folgt 
hieraus,  wie  wir  bereits  in  der  Nr.  243  (S.  458)  für  die  allgemeine 
Tissot-Pochhaminer'sche  Differentialgleichung  hervorgehoben  haben, 
dass  die  u    ein  System  von  Gleichungen 

befriedigen,  wo  die  Rxo,  llxv  •  •  -  Rx       x  rationale  Functionen  von  a 
bedeuten.     Da  aber  die  Substitutionen,  welche  die   ulf  ui9  •  •  •  u      er- 
fahren, wenn  irgend  ein  ax  einen  geschlossenen  Umlauf  vollzieht,  vor 
allen  übrigen  a19  «2,  •  •  •  am  .  t  unabhängig  sind,  so  folgt,  wenn  wir  aus 
den  Gleichungen  (14)  für  x  =  1,  2,  •  •  •  m  die 

(15)  *,.,   Ä,„  •  •  •  *j,.-, 

ausrechnen,  mit  Rücksicht  auf  den  Umstand,   dass  die  «■  ,  u2,  •  •  •  tc- 
und   ihre   sämmtlichen  Ableitungen   nach    den   av  ag,  •  •  •  am  ,  t    kein 
Stellen  der  Unbestimmtheit  besitzen  können,  dass  die  Coefficienten  (15 
rationale  Functionen  aller 

ai>   an  '  '  '  a»+i 
sein  müssen  (vergl.  Nr.  230,  S.  403  ff.). 

Die  Gleichungen  (14)  stellen  folglich  ein  System  linearer  honx« 
gener  partieller  Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coefficienten  d» 
denen  die  w  ,  w2,  •  •  •  u  Genüge  leisten.  Mit  speciellen  Fällen  solch»* 
partieller  Differentialgleichungen  haben  sich  die  Herren  Appell,  Pica  ~x 
und  Hörn  beschäftigt,  auf  die  allgemeine  Theorie  derselben  bezie*- 
sich  eine  Abhandlung  von  Herrn  Fuchs  in  den  Sitzungsberichten 
Berliner  Akademie  vom  Jahre  1891. 


248.  Legendre'sohe  Differentialgleichung  für  die  Periodioitätemodc*- 
des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung.     Darstellung  der 

Periodicität8moduln. 

Ehe  wir  auf  eine  weitere  Untersuchung  der  Periodicitätsmod 
des  allgemeinen  hyperelliptischen  Integrals  eingehen,  beschäftigen 
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uns  mit  dem  einfachsten  und  auch  vom  historischen  Standpunkte  aus 
besonders  interessanten  Falle  m  =  2,  d.  h.  mit  dem  Falle  des  ellipti- 
schen Integrals. 

Wir  werden  alsdann  av  =  0,  a*  =  1  setzen,  so  dass  also  zunächst 
die  Periodicitätsmoduln  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung 


J  yX(x-i) 


(z  —  x) 

zu  behandeln  sind.  Da  m  =  2  ist,  haben  wir  es  mit  einem  besonderen 
Falle  der  Differentialgleichung  (G)  der  Gauss'schen  Reihe  zu  thun, 
und   zwar  ist  (vergl.  Nr.  244,  S.  460) 

"  — l-S-T'   ß  =  2-t-ßl-ßi  =  ±,   r-2-6-A-i, 

also    lauten  die  Coefficienten 

Qt-*(1-M),     Q1  =  l-2z,    Q0 1, 

d.  fa.  wir  haben  die  zuerst  von  Legendre  aufgestellte  Differential- 
gleiolung 

die    durch  die  bestimmten  Integrale 

/dx       _    r  dx 

yx(x  —  l)(z  —  x)'     U*~JyxJx  —  l)(z  —  x) 

(ö,  0  (1,  z) 

*e**~iedigt  wird.  Die  Fundamentalsubstitutionen,  welche  u  ,  us,  be- 
**le***ingsweise  die  auf  directem  Wege  erstreckten  Integrale  (vergl. 
**r«    244,  S.  461) 


<1) 


o 


0,  0]  =  -■-  u  =  j  7_-.^— _«  —  , 

4   l    J  yx(x-D(z—x)' 

42       J  Vx{x-l)(z-x) 

I  ^*en,    wenn   z   einfache   Umläufe   um    die   Punkte    0,  1    vollzieht, 

^uteti  (Nr.  245,  S.  463) 


0lw1  =  w1,  0^  =  ^  —  2n 


[02u1  =  w1  +  2w2,     02h2  = 


u 


2* 


Es  möge  zunächst  der  Zusammenhang  der  ul9  u2  mit  den  Periodi- 
^^^-tsmoduln  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  genau  festgestellt 
^*den. 
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Sei  ein  elliptisches  Integral  erster  Gattung  mit  dem  Modul 

(3)  g  =  x* 

in  der  Legendre-Jacobi'schen  Normalform 

(4) 


r <*y 

J  V(i-y*)(i-«y*) 


vorgelegt;  setzt  man  mit  Jacobi  die  beiden  „completten  Integral 


(5) 


Jl/(l-y8)(l-V) 


1 


f--.Jl =  K'i 

J  V(l  —  v2)  (l  —  zu*) 


(*-f=i). 


so  sind  4JT  und  2  K'i  die  Periodicitätsmoduln  des  Integrals  (4). 
Substitution 

V  —  * 
verwandelt  das  Integral  (4)  in 

J_  C        dt 

2  J  y^_,)(1_ 


und  die  Integrale  (5)  in 


zt) 


(6) 


o 


dt 


0(1  —  zt)7 


* 


2  J  1/^(1  — Q(l  — ^0 


Setzt  man  hierin  ferner 


x 


so  kommt 


oo 


QO 


jp=A  /*_ d_x_ 

*  J  l/*(«— 1)(*  — *)' 
l 

«./.      i    c        dx 

2    J  YX{X-1){X-M) 


Bei  der  durch  die  Fig.  15  (Nr.  245,  S.  463)   angedeuteten 
besteht  zwischen  dem  in  der  Nr.  245  (S.  464)  definirten  Integral« 

_  =  _4    r dx 

J  Yxjx~=\)(z-x) 


OD 


_«^.    üiiiiptische  Periodicitätemoduln.  479 

und  ux  die  Beziehung 

ü  =  —  ul7 

so  dass  also  mit  Rücksicht  auf  (1) 

1  i 

A    (*  dx  A    r  dx 

w.  =4 


'l       J  y^z-i)(e-xy   w*       JVxjx 


l)(z-x) 

a 

gefunden  wird.     Wir  haben  demnach 

(&)  u1  =  ±%iK7    u2  =  ±82T, 

jetzt  noch  die  Vorzeichen  +  iß  geeigneter  Weise  zu  fixiren  sind. 

In  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  werden  die  Functionen 

»d  K'i  so  definirt,  dass  für  Werthe  des  Moduls  z}  die  zwischen  0 

1  liegen,  K  sowohl  wie  K'  real  positiv  sind;  dann  ist  nämlich 

Tein  imaginäre  Quotient 

K'i 

X  =  ~K 

80  beschaffen,  dass  sein  Coefficient  von  i  einen  positiven  Werth  hat. 
Es  igt  für  unsere  Zwecke  am  nützlichsten,  wenn  wir  die  Definition  der 
*£  **nd  K'i  dadurch  geben,  dass  wir  diese  Functionen  durch  die  zu 
den.  gingulären  Punkten  0,  1,  oo  gehörigen  canonischen  Fundamen tal- 
8ystome  darstellen. 

Da  für  die  Differentialgleichung  (L)  die  Grössen 

i  —  Vj   y  —  «  —  ßy  «  —  ß 

gAeioi  Null  sind,  treten  in  den  Entwicklungen  der  Integrale  in  der 
Uxia8^bung  der  Stellen  0,  1,  oo  nothwendig  Logarithmen  auf.  Nach 
de*  Bormein  der  Nummern  71,  72  (Bd.  I,  S.  253  ff,  259  ff.)  haben  wir 
**    js  mm  0  die  Integrale 

uoi  =  -FVY'  Y'  1>*)> 

%*  =  ^i(y>  Y>  ^'J  +  ^Y' Y'  1^)1°8ir» 

^,|.M)-i+)||ir,::.\'r1)V 


^sollst 


^   (TergL  Nr.  71,  Bd.  I,  S.  257) 

fAt>  y  l>  g)mm^2i  I    a.4...2i    1  2j  — v 


Ä  Nehmen  ist. 


480  XII.   Theorie  der  Euler 'sehen  Transformirten.   Kapitel  4. 

Analog  ist  für  e  =  1 

«»  =  F. (y>  t»  l> l  - 2)  +  f(t>  t»  l> * - ')  l0«V  - 

und  für  jet  =  oo 

»,■-»    ,f(t'T'1'7)' 

Zufolge  der  Formeln  (2)  und  (8)  kann  sich  K  von  u01  u 
von  m11  nur  durch  einen  constanten  Factor  unterscheiden.     Um 
Factoren  zu  bestimmen,  setzen  wir  zuvörderst  in  K  für  z  den 
Null  ein;  dann  reducirt  sich  K  auf 


1 

"      dt 


u 


Wir  wählen  das  positive  Vorzeichen,  so  dass  also 

lim  K(m)  =  JT(0)  -  * 
wird.     Dann  ist 

(»)  *(*)  =  £«„  =  fF(|,i.,i,Ä), 

und  wir  sehen,  dass  die  so  definirte  Function  wirklich  für  reale  ^ 
von  z,  die  zwischen  0  und  1  liegen,  real  positiv  ist. 

Da  sich  die  Differentialgleichung  (L)  nicht  verändert,  wei 
an  Stelle  von  z  setzen  1  —  z,  oder  in  der  Sprache  der  Theoi 
elliptischen  Functionen,  wenn  wir  an  Stelle  des  Moduls  x  dei 
plementären  Modul 

x     =1  —  x 

nehmen,  so  schliessen  wir,  dass  K'  sich  von  dem  Integrale 

r  dt        

J  y«(i  ~*)  (i  —  ii  —  « *) 

0 

nur  durch  einen  constanten  Factor  unterscheiden  kann.     In  de 
ergiebt  sich  aus  der  zweiten  der  Gleichungen  (0)  durch  die  Subst 

1  —  T=7' 


j. 
2  IT'»—  f      _.-      -*' -• 

«/   V«'l<'—  l)(l—  .1—  l)t') 


u 
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Wir  wählen  die  Vorzeichen  so,  dass 

1 


CIO)  2K'(z)  =  f-== dt =  2  K(l  —  z) 


0 

i&ti3  dann  haben  wir  also 

lim  *»- *(<>)-■£, 
mca.«!  folglich 
<A  3)       *»  =  JT(1  -  ,)  =  j.  un  =  *-  f(±,  1,  1,  1  -  ,), 

e»        ist  demnach,  wie  wir  verlangten ;  für  ein  reales  zwischen  0  und  1 
«genes  *  auch  K'  real  positiv. 

S.   Fnndamentalsnbstitutionen   der  Legendre'sohen  Differential- 
gSloiohung.     Darstellung  von  K  und  K'i  durch  die  oanonisehen 

Fundamentalsysteme. 

Wenn  wir  uns  K'(z)  durch  das  Fundamentalsystem  w0l,  u02  dar- 
8>^s*tellt  denken 

(1S)  2K'(0)  =  Cluol  +  cauoi, 

gelangen  wir  zu  einer  interessanten,  zuerst  von  Legendre  gegebenen 
rickelung  dieses  Integrals  in  der  Umgebung  von  jer  =  0.    Es  ist 


<* »)        2K\z)  =  -  f  -^  J^  .,,  =  -   f ' 


dx 


^^^^en  wir  also 


ist 
^^^ch  elementare  Rechnung  ergiebt  sich 

^ = iog  (i  -  yr=~d  -  iog(i  +  yr=i) , 

wenn  wir  in  der  Umgebung  von  z  =  0  entwickeln, 

£=-2  log  2 +  $(*)  + log*, 

ty(z)  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  z  fortschreitende 
öile  bedeutet,  die  für  z  =  0  verschwindet.  Das  Integral  A  reducirt 
^l*  für  z  —  0  auf 

o 

d*  2  log  2, 


fl 


(i+yi—x)yi  —  x 
i 

^ebletinger,  Differentialgleichungen.  II.  Sl 


482  Xu.   Theorie  der  Eule  rächen  Transformirten.   Kapitel  4. 

so  dass  sich  also 

lim  (A  +  B  —  log  z)  =  —  4  log  2 

und  demnach  mit  Rücksicht  auf  (14) 

(14a)  Um  (2K\z)  +  log  z)  =  4  log  2 

ergiebt.  Addiren  wir  nun  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (12)  log  z 
hinzu  und  setzen  dann  xr  =  0,  so  erhalten  wir  zufolge  der  Darstellung 
von  u0l,  w02 

(15)  4  log  2  =  cx  +  (c  +  1)  lim  log  g, 

2  =  0 

wenn  wir  in  dem  Ausdrucke  Ton  w02  den  Werth  von  log*  so  wählen, 
dass  derselbe  für  positives  z  zwischen  0  und  1  real  ist.    Aus  (15)  folgt 

<i  =  41og27    *,  — —  1, 
wir  haben  also  die  Darstellung 

(16)  2iT(*)  =  41og2.«01-Wo2, 

worin  jetzt  auch  uQ2  eine  eindeutig  festgelegte  Bedeutung  besitzt. 
Zufolge  der  Gleichung  (10)  ist 

tf(*)  =  2T(l-*), 

wir  können  also   der  Gleichung  (16)  die  daraus   durch  Vertauschun 
von  z  mit  1  —  z  hervorgehende  Gleichung 

(16a)  2 K{z)  =  4  log  2  •  un  —  ul2 

an  die  Seite  stellen. 

Nun  ist  für  einen  Umlauf  von  z}  der  den  Querschnitt  lx  einm; 
in  positivem  Sinne  überschreitet, 

folglich  haben  wir  nach  (9)  und  (16) 

Q1(K'i)  =  K'i  +  2K, 

und  daraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (2),  dass  wir  in  (• 


ut  =  8iK 


zu  setzen  haben,  da  nach  (13) 


«a  =  8JT' 


zu   nehmen   ist.     Die    Gleichungen   (2)   liefern   dann   sofort    die   d( 
Umlaufe  um  z  =  l  entsprechende  Fundamentalsubstitution  von  K 
K'i;  wir  stellen  beide  Substitutionen  zusammen: 
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C1T} 


q1k=k, 

e^K'i)  -  K'i  +  2K,  J 
Q%K=K  —  2Ki,    \ 
\Q,(K'i)  =  K'i, 

Wir  geben  nun  noch  die  Darstellung  von  K  und  K'  durch  die 
Integrale  «8„  «*„,. 


G  ?)• 
Co-0- 


Sei 


d 
u 


wissen  wir  zunächst,  dass  bei  einem  einfachen  positiven  Umlaufe 
«  =  oo  die  Integrale  K,  K'i  die  Substitution 


ß?)",C«-!)",-(-i-5 


e1"-*  «klaren   müssen.     Andererseits   verwandeln   sieh   uaaV  ugoi   bei    einem 
solotfcen  Umlaufe  in 

—  "•!>   —  (w.i  +  2**u.i)5 

erhalten  demgemäss  die  Gleichungen 

/*  +  *      =0. 
Führen  wir  in  den  Integralen 

2  J  V*(*  —  l)(x  —  *)'  W         V]/*(a!- 


(18) 


dx 


di 


1)  (f  -  X) 

Crosse  —  als  neue  Integrationsvariable  ein,  so  ergiebt  sich 


i>)  —  t' 


dx 


:■?  + 


dx 


(*-»>(*-!)   ,/  Y*?-i){x-±)\ 


i 

w==_i.r^  f     dx    — 


* 


^ 


^ 

* 


^^  ist  aber  (vergl.  die  Gleichungen  (1);  (8)  und  (9))  offenbar 

31* 
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1 


-1      /• 
12/  dx  «  ,    - 


-f) 

0 

und  ebenso  folgt,  wenn  wir  in  (13)  und  (16)  an  Stelle  von  z  setzen 


T«    *    / — T—  -— /T-  -  =v  ""  2  log  2  '  M«  i  ~  T  "«»' 

./  y«<-  - 


da; 


also 


X 

ir*    *    / — 7^-— — -^—      —  =  ggi(21og2  m  t  —  -z-u^j,    b9  = 


Wir  finden  folglich 

*(')-  («if  +  ^2tlog2)Mj:1  -  T'«x8) 

2T (*)*=- 2i  log  2- «b1+4wb2, 

d.  h.  es  ist 

y  =  -2ilog2,     *  =  i, 

und  da  die  Gleichungen  (18)  hiernach 

ß  =  -\,    a  =  -Y  +  2tlog2, 

also  für  die  zu  bestimmenden  Vorzeichen 

e±  =  —  1,     *2  =  1 
ergeben,  so  haben  wir  die  gesuchte  Darstellung 

ijr«f--2Uog2.«.1+4«.ei- 

250.  Differentialgleichung  für  die  Periodicitätsmoduln  des  elliptisc 
Integrals  zweiter  Gattung.  Darstellung  der  Classenbeziehung  zu 
Differentialgleichung  für  die  Periodicitätsmoduln  des  Integrals  ei 

Gattung.     Die  Legendre'sohe  Relation. 

Indem  wir  nun  dazu  übergehen,  die  Differentialgleichung  für 
Periodicitätsmoduln  des  elliptischen  Integrals  zweiter  Gattung  als  F 
tionen   des  Moduls   x  =  ß   aufzustellen,    bemerken   wir,   dass   in 
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Xiftteratur    verschiedene    Normalintegrale    zweiter    Gattung   betrachtet 
orden  sind. 

Legendre  hat  das  Normalintegral 


{l-zy*)dy        =     r  dy  g     f ^4$= 

V(l-y2)(l-^j       J  y(l-y2)(l-V)  J  VcT- y2) (1  - 

und  dem  entsprechend  als  Periodicitätsmoduln  die  Integrale 

i 

1/(1  -  y2)  (1  -  zy*j '     J  ]/(l-y2)(l~^2) ' 


*A 


o 
<ü«        sich  durch  die  Substitution 


in 


y*  =  i 

integrale  von  der  Form 


2dx 


^*~^^andeln.     Für  dieselben  ist  also 

ri  ==s        y>     ra  =  !T>      *  =  "T7 

die  entsprechende  Differentialgleichung,   wie   sie  von  Legendre 
v*:M3restellt  worden  ist,  lautet  demnach 

**   hat  Legendre  hier  ebenso  wie  für  (L)  die  unabhängige  Variable 

x  =  l/a, 
«iass  bei  ihm  die  Gleichungen  die  Form  haben 

Xi  *\d2u     .    1  —  3x2  du  ~ 

(1  X  )  x  -\ -. u  =  0, 

dx2    '         *       d%  } 

/i  2n  d*v    .     1  — x2    dt?     .  A 

Spätere  Autoren  pflegten 


so 


A 


}^   ^ormalintegral  zweiter  Gattung  zu  nehmen;  die  Periodicitätsmoduln 
^^elben  sind  in  der  Form 


486  XII.   Theorie  der  Euler'schen  Traneform  irten.    Kapitel  4. 


2  /  .  i\      Y/„  v       2" 


v=    I  x    *(x  —  l)    *(x  —  *)    zdx 

enthalten.     Man  hat  also 

Pi  =       2 1  ;    P*  =  2 " '     *  =  T 
und  somit  die  Differentialgleichung 

*(l-«)g+(2-3*)g-±»  =  0. 

Wir  wollen  entsprechend  der  Normalform  (I)  (Nr.  248,  S.  477) 
des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  die  von  Herrn  Fuchs  benutzte 
Normalform 

(II)  f-=  xdx 

des  Integrals  zweiter  Gattung  zu  Grunde  legen,  die  sich  auch  den  Fest- 
setzungen, wie  sie  Herr  Weierstrass  und  Biemann  für  die  hyper- 
elliptischen beziehungsweise  Abel'schen  Integrale  getroffen  haben,  am 
besten  anpasst. 

Die  Integrale  der  Form 

genügen,  da 

/3i=2^     &  =  T>     5  — -J  '     a=2~>     /*  =  —  T>     y  =  ° 
ist,  der  Differentialgleichung 

(L)  ,(!_,)„„_, _  +  _„_(>, 

von  der  wir  ebenso,  wie  von  den  beiden  vorhin  aufgestellten  Differenti^ 
gleichungen  für  v  und   v  wissen,  dass  sie  mit  (L)  zur  selben 
gehören  muss.    Wir  stellen  zunächst  die  Beziehung  her,  die  u  mit 
abhängigen  Variabein  u  von  (L)  verknüpft. 

Nach  der  in  der  Nr.  240  (S.  445  ff.)  dargelegten  Methode  hat* 
wir  zu  diesem  Ende  die  Differentialgleichung  für 


aufzustellen.     Dieselbe  lautet,  da 


U(1)  =   /  (z  —  x)*dx 

J  yx(x— i) 


Pl  2  >      Pi  2  9      •  2 


250.   Das  Integral  zweiter  Gattung. 


487 


ist,  wie  folgt: 


,(i_,)^_i-uw-o. 


dz2  * 

Da  in  unserem  Falle  die  ganze  Function  g0(x)  einfach  gleich  x  ist,  so 
Laben  wir,  nach  Gleichung  (39)  der  Nr.  240  (S.  447), 

ü  =  zu  —  U(1). 
Ferner  ist 


also    folgt 

w~ir   finden  also 
(20) 


/•  dx  0 

J  yx(x-i)(z-x) 

M) 


du 
dz 


rf3U(1> 


—  1 


'•^ o  ^__^ _  —  *       ii  U) 

"""  d*2     —  2"(i  —  l)i  U     ' 


u  =  SU  +  2^(-2T 1) 


Setzen  wir  nunmehr 


du 
dz 


dK 


|/-*JT+2i(*-l)^-, 


rfiT 


j'=*2T+2*(*-i)^, 

so   sind  die  so  definirten  Lösungen  von  (L')  (vergl.  die  Gleichungen 

(<>,  (13)) 

00  3 

j 1      f*  xdx j, 1      /*  xdx 

~    2   J  y'x(X—l)(x  —  M)'  ~    2    J  Yx(X—  1)(*  —  X) 

1  1 

die  den  üf,  ÜT'  entsprechenden  aliquoten  Theile  von  Periodicitätsmoduln 
des  Integrales  (II).     Zwischen  den  vier  Grössen 

besteht  nun  eine  höchst  wichtige  Beziehung,   die  wir  jetzt  herleiten 
tollen. 

Buden  wir  die  Determinante  des  Fundamentalsystems  K,  K'  der 
Jfrerentialgleichung  (L),  so  ist 


K 

dK  | 
"dz 

K' 

dK' 
dz 

=  c-  c 


-Fr-,*' 


Z{1  —  Z)  > 


wo 


c    eine  Constante  bedeutet.    Um  diese  zu  bestimmen,  ersetzen  wir 
*   -ÄC'  z.  B.  durch  ihre  Ausdrücke  in  den  w0  ,  uQi,  dann  kommt 


TT 


IT  ~dz~ 


u, 


du. 


1    dw 


log  4  •  %  -  f    log4^-2     „ 


03 


*(!— *v 
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oder  nach  einfacher  Reduction 


(21) 


Nun  ist  aber 


T 


du01 
~dT 


zu„a    z 


du0% 


02       "     dz 


duM         i 
lirn^-l,    lim-jfS-i-, 

wir  finden  also,  indem  wir  in  (21)  z  gleich  Null  nehmen, 

n 

C=-T> 
d.  h.  wir  haben  die  Gleichung 

W  K~dz~~K  ~dz~  =  T  i&=T)' 

Führen  wir  hierin  an  Stelle  von  z 

x  =  ]/z 

als  unabhängige  Variable  ein,  so  ergiebt  sich  die  von  Legendre 
fundene  Beziehung 

(22a)  B(i  _  ^)[Z  «1  _  Z- *?]  —  f 

Aus  den  Gleichungen  (20  a)  folgt 

dK        _  1 T  _     _z_ K 

dz  ~2z(z  —  l)J         i'z{z  —  l)> 

dK' 1  jf z         j^f 

dz   ~2z(z  —  l)  2z(z—l)> 

dies  in  (22)  eingesetzt,  liefert  die  gesuchte  Beziehung 

(23)  J&T—  JJT—  y, 

die  wir  als  die  Legendre'sche  Relation  bezeichnen  wollen,  ob1 
sie  der  Form  nach  nicht  ganz  mit  der  von  Legendre  aufgeste 
Gleichung  übereinstimmt,  in  welcher  nämlich  an  Stelle  von  J}  J* 
Periodicität8moduln  des  Legen dre 'sehen  Normalintegrals  zweiter 
tung  (S.  485)  auftreten. 


Fünftes  Kapitel. 

251.    Belatdonen  zwischen  den  Periodicitätsmoduln  der  hyper- 
»Xaiptiflohen  Integrale.     Die  Haedenkamp-Fuchs'sche  Relation. 

In  einer  Abhandlung  „Note  von  der  geodätischen  Linie  auf  einem 

ipsoid"  (Crelle's  Journal,  Bd.  19,  S.  309  ff.)  bemerkt  Jacobi,  dass 

mit  Hülfe  einer  daselbst  auseinandergesetzten  „merkwürdigen  analy- 

hen    Substitution"  u.  a.   „die   berühmte   von   Legendre   entdeckte 

tion  •  •  •  •  auf  alle  Ab  eigenen  (will  sagen  hyperelliptisehen)  Inte- 

e  ausgedehnt  habe".    Im  22.  Bande  desselben  Journals  hat  Haeden- 

xnp  eine  Relation  zwischen  den  Periodicitätsmoduln  der  hyperellipti- 

en  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  entwickelt,  die  wahrschein- 

~*«^fct  mit  der,  die  Jacob i  im  Sinne  hatte,  übereinstimmt.    Herr  Fuchs 

dann  im  71.  Bande  der  erwähnten  Zeitschrift  die  Hae denk amp 'sehe 

tion  von  einem  Fehler  gereinigt  und  in  neue,  elegante  Form  ge- 

,  indem  er  sich  einer  Methode   bediente,   von  der  diejenige,  die 

zur  Ableitung  der  Legendre'schen  Relation  benützt  haben,  eine 

^F^^^cielle  Anwendung  darstellt. 

Betrachten  wir  nämlich  wie  in  der  Nr.  247  die  Differentialgleichung 

V^2)^  der  die  Periodicitätsmoduln  des  hyperelliptischen  Integrales  erster 

taug 

C  dx 

I  —p=====-r==7r=-=-^  (m  —  0  mod  2) 

J  V(X  —  al)  •  •  '  (*  —  O  ('  ~  *) 

üge  leisten,  so  stellen  z.  B.  die  Integrale 

ax-fl 


/; dx 


)  •  •  •  t*  -  «m) 


(x  =  0, 1,    •    m— 1), 


der  Oleichmässigkeit  wegen  £  =  #0  gesetzt  wurde,  ein  Fundamental- 
von  (E)  dar,  und  es  ist  folglich  die  Determinante  dieses  Funda- 
^^xtalsystems 


JuQx 


dt 

I 

(X»1,S,  •••!»  \ 

i=a0,l,.*..m  — 1/ 


wo  nach  Gleichung  (7)  der  Nr.  247  (S.  4io, 

«5-iW       ,  1,dlogPCTW 

-«ÜW (m_t)        äs 

ist,  so  dass  also 

(24)  -D(w«« ♦  wno,  •  •  •  un  )  = : — r 

gefunden  wird. 

Nun    gehören    die   Differentialgleichungen   (E(  *),    die    durch 
Periodicitätsmoduln  der  Integrale 

—  —  (*  =  l,2,-m-l) 

y  (x  —  ax)  {x  —  a2)  •  •  •  (x  —  am)  (*  —  x) 

m 

befriedigt  werden,  nach  dem  Theoreme  der  Nr.  247  (S.  475)  mit  < 
zur  selben  C lasse;  es  ist  also: 


(25) 


/' x*dx ,  *uo    , 

y(i-al)...(x-aJ(z-M)-r"U»  +  r"    <**   + 

1     ri,m  — 1 


wenn  wir  setzen 

/; dx 
y(x-ai)...(x-am)(x-z)' 

und  durch  rxo,  rxv  •  •  •  rx  m_ x  gewisse  wohlbestimmte  rationale  Fr 
tionen  von  z  bezeichnen.    Setzen  wir  in  (25)  der  Reihe  nach  für  u0 
Integrale 

U0V    M02>    *   *   *    U0m 

und  bezeichnen  die    entsprechenden    auf   den  linken   Seiten  stehe 
Integrale  von  (E(  *)  durch 


ax 


/xxdx 
Y(x  —  aQ)  {x  —  at)  ■  •  •  (*  —  a 


m 
ax  —  1 


(x  =  l,2,-m), 

— O 


so  können  wir,  da,  wie  leicht  zu  beweisen  ist,  die  Determinanf 

\rXx\  a,x  =  l,2,---m-  1) 

nicht  identisch  verschwindet,  die 


duo*  **    *uox 


dz   >  dz171"1 

als  lineare  homogene  Functionen  der 


0x"        lx"  m  —  1,  x 
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mit  in  z  rationalen  Coefficienten  ausrechnen.    Tragen  wir  diese  Werthe 
in  die  Determinante  auf  der  linken  Seite  von  (24)  ein,  so  ergiebt  sich 

t,/  \  i  const. 


m—l> 


/*=(>, 1,  •••  ro  — 1\ 
\x  »  1,  8,  •    •  m       / 

R(z)   eine   rationale  Function   bedeutet.     Herr  Fuchs   zeigt   nun 
zunächst,  dass  B(z)  sich  von 

const. 


[*.«] 


ro  — 1 


nuax-  durch  einen  numerischen,  d.  h.  von  den   at,  a„,  •  •  •  a  ,  z   unab- 
liä.x^gigen  Factor  unterscheidet  und  findet  dann  durch  Specialisirung 


ro 


(-  l)4  (2*) 


Vi 

2 


UXx\  1.8.-.(m  — 8)(m  — 1) 


/*  =  <>,  1,  •      ro-l\ 
\x  =  l,2f-ro       / 

*-*i^s  ist  die  gesuchte  Relation;   für  m  =  2   reducirt  sie   sich  auf  die 
^  gendre'sche 


r dx /• dx __ 

, /  yx(x—i)(x  —  z)  J  yx(x  —  1) (X  ~~Z) 

0  1 

1  - 

/*  xdx  /'  xdx 

yx(x  —  i)(x  —  z)  J  yx(x— iT(x  —  z) 


=  2jrt, 


ö     mit  unserer  Gleichung  (23)  übereinstimmt,  wenn  man  die  hier  be- 
^tzten  Integrale  durch  die  K,  K\  J,  J'  ausdrückt. 


Differentialgleichung  für  die   Periodicitätsmoduln   der   hyper- 

j)tiflchen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  vom  Range  Zwei. 

^^^idamentalsubstitutionen.     Reductibilität  der  zweiten  Asspciirten. 

Für  die  Theorie  der  hyperelliptischen  Functionen  ist  die  Relation 

^"  **  2)  von  geringerer  Wichtigkeit  als  gewisse  andere  Beziehungen  zwischen 

^"^    Periodicitätsmoduln,  die  Herr  Weierstrass  entdeckt  hat  und  von 

«n  wir  schon  wiederholt  andeutungsweise  gesprochen  haben.     Wir 

*^      llen  in  dem  (nächst  dem  Falle  des  elliptischen  Integrals)  einfachsten 

•    ^*ie  tn  =  4  diese  Relationen  herleiten,  indem  wir  uns  einer  Methode 

^ dienen,  die  Herr  Fuchs  angegeben  hat,   und  bei  welcher  sich  die 

^s^^i^chten  Relationen   als   Consequenzen   aus    dem   Fuchs'schen  Satze 


cl 


Nr.  230  (S.  403)  ergeben. 
Die  Differentialgleichung,  der   die  Periodicitätsmoduln  des  hyper- 
***ptischen  Integrals  erster  Gattung 


u 
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(1)  (-  —  -  -dx  —  , 

J  yix  —  ajix  —  ajlx  —  a^ix  —  ajiz  —  x)' 

d.  h.  die  Integrale  von  der  Form 

=    /•_ dx 

J  V(x^al)  (x ^äj)  (* ^äiKi^äJC*  -  *) 

(-/)   f 

Genüge  leisten,  lautet  zufolge  der  Gleichung  (7)  der  Nr.  247  (S.  473), 
wenn  wir 

(2)  P4  (x)  =  (*  -  «,)  (*  -  <g  (*  -  a3)  (*  -  a4)  =  V  (*) 
setzen,  wie  folgt: 

(e)        ♦  W  % + 8,' W  g  +  » ♦-«  f;  +  ±  *»  g 

Die  Integrale 


/*       xdx 

J  y^c)jz^-~x) 


yy>{X)(z  —  x)' 

unter  denen  die  Periodicitätsmoduln  des  zweiten  von  (1)  unabhängigen 
Integrals  erster  Gattung 


/ 


xdx 


Y^[x)  (Z  -  X) 

enthalten  sind,  befriedigen,  wie  wir  wissen,  eine  Differentialgleichung, 
die  mit  (E)  zur  selben  Classe  gehört-,  wir  wollen  den  Ausdruck  von  u 
durch  u  und  seine  Ableitungen  herstellen. 
Es  ist  zunächst  (vergl.  Nr.  240,  S.  447) 

(3)  u  =  zu  -  U(1), 

wenn  wir  setzen 

(z  —  x)  dx 


u(1)  =  C 


«y     V«  (*)(«  —  X) 


Da  für  dieses  letztere  Integral  |  den  Werth  -  -  hat,  so  genügt  dasselbe 
der  Differentialgleichung  (E,-),  deren  Coefficienten  nach  der  Formel  (6) 

der  Nr.  247  (S.  473)  wie  folgt  lauten: 

««('»!) — I*«»  «.('»4-)— t*'w»  «.('»J) — 3*»' 

also  haben  wir,  da 

l   r/U;1) 
11  =  T  ~dz~ 
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für  U(1)  den  Ausdruck 

folglich  nach  (3) 

r  1    ,(3)/  \1  o  *  "/  \  rfu        16   ,  //  \  <**u         8    j  /  \  d3u 

u  =  [z  -  T  *l  '(*)>  -  3*  (*)  gj  -  y  *  (*)  ^2  -  y  *(jr)  -^  • 

Zufolge  des  Fuchs'schen  Satzes  der  Nr.  230  (S.  403)  ist  die 
ite  associirte  Differentialgleichung  von  (E)  reductibel.    Wir  können 

mit  Hülfe  der  Fundamentalsubstitutionen  von  (E)  in  folgender 
:se  verificiren. 

Betrachten  wir  das  Fundamentalsystem 


ax 


/dx 
, ■-==:  (« -1,8,  8,4) 


(E),  so  lauten  nach  den  Formeln  (12)  der  Nr.  247  (S.  474)  die 
idamentalsubstitutionen  für  dasselbe: 

7i  =  vi>  Qiv*  =  vi  —  2vv    Qivz  =  v*  —  2vv    9iv4  =  t?4  —  2vi> 

>l=Vl+2l>V     e2V*  =  V2>  e2V3  =  V3  —  2V2>      92V4  =  V4  ~  2v%> 

V1  =  V1  +  2VV     03^=y2+2^     e3l?3  =  t?3>  eil,4"-f,4  — 2VI> 

Vl  =  *i  +  2v*>     QAV2  =  Vt  +  2vV    Q4V*  =  V3  +  2V4>     94V4  =  t;4> 

h.  wir  haben 

10     0     0 

A-\   -2     !     °     °   .       A  _ 
^        1   _2     0     1     0   I'        * 

—  200: 

10         2 
A  _,  °     1  2 

8  —  i  o  o      i  o  r     4  — 

0    0     —2 

raus  finden  wir  sofort  die  entsprechenden  Fundamentalsubstitutionen, 
zu  dem  Fundamentalsysteme 

Vl  V2   —  VZVl    =<°1>       Vl  VZ    —  Vi'  =G>2>       Vl  Vi  —  Vi'  =  °3  9 
V«'  —  V*'  =  W4>       V4'  —  V*'  =  ö5  >       V4'  —  Va'  =  °6 

Zweiten  Associirten  von  (E)  gehören,  indem  wir  gemäss  dem 
*fc  der  Nr.  168  (S.  130)  die  zweiten  Associirten  der  Substitutionen 

-42?  A^y  A4  bilden.  Bezeichnen  wir  dieselben  durch  B19  B2,Bif  BA, 
^t  also 


1 

2     0    0 

0 

10    0 

0 

—  2     10 

0 

—  2    0     1 

1 

0    0    2\ 

0 

10    2] 

0 

0     1     2  1 

,0 

0    0     1/ 
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1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

*,= 

0 
2 

0 
-2 

1 

0 

0 
1 

0 
0 

0 
0 

2 

0 

2 

0 

1 

0 

0 

V 

2 

■2 

0 

0 

1 

f 

1 

2 

0 

-2 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

tfs= 

0 
0 

—  2 
0 

1 
0 

0 
1 

0 
0 

2 

0 

0 

0 

0 

-2 

1 

2 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

B*  = 


B. 


1 

0 

0 

0 

o 

—  2 

1 

0 

2 

o 

—  2 

0 

1 

0 

& 

0 

0 

0 

1 

o 

0 

0 

0 

0 

X 

0 

0 

0 

2 

2 

1     0 

2 

0 

-2 

0    1 

2 

0 

0 

0    0 

1 

0 

0 

0    0 

0 

1 

2 

0    0 

0 

0 

1 

l 

0    0 

0 

0 

0 

Der  blosse  Anblick  dieser  Substitutionen  lehrt,  dass  das  lnt&J 
(5)  ä  =  cd,  —  oa  +  o8  +  ö4  —  €o5  +  cd6 

der  zweiten  Associirten  von  (E)  bei  den  Umläufen  von  e  um  die  sii^ 
lären  Punkte  alf  ai7  a3,  a4  ungeändert  bleibt;  a  ist  also  eine  eincT^ 
tige  Function,  und  da  die  Differentialgleichung  (E)  zur  Fuchs'sck^ 
Classe  gehört,  cö  also  keine  Stelle  der  Unbestimmtheit  besitzen  kar2 
so  ist  es  eine  rationale  Function  von  z.  Damit  ist  die  Reductibilif 
der  zweiten  Associirten  von  (E)  direct  in  Evidenz  gesetzt. 

Zwischen  den  g>17  co2,  •  •  •  ©6  besteht  überdies  die  in  der  Nr.  1' 
(S.  139)  allgemein  abgeleitete  identische  Beziehung  (y) 

(G)  o,  o6  —  fi}2ö6  +  o8o4  =  0 . 

Bezeichnen   wir   die    den  Integralen    vl7  v„,  i\,,  vA   entsprecher 
Lösungen  der  Differentialgleichung  für  u  durch 


••  -J'y 


xdx 


y*ix)<ß  —  x) 


(x=l,3,M) 


und  untersuchen  die  Differentialgleichung   sechster  Ordnung,    d< 
Ausdrücke 

(7)  tf.t»     V   t).  (*,x=l,2,3,i;  t  <  x) 

\    /  ix  x    » 

Genüge   leisten,    so    wissen    wir   nach    den   Ergebnissen   der   "! 
(S.  154),  dass  diese  Differentialgleichung 


(8) 


(Pro   ,       ,  x  d5» 


*«57  +  *«SE  +  ---  +  *W»-o 


mit  der  zweiten  Associirten  von  (E)  zur  selben  Art  gehören  j 
gehört  aber  offenbar  mit  dieser  zweiten  Associirten  sogar  : 
Classe;  denn  da  die  Differentialgleichung,  der  u  genügt,  n? 
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f  selben  Classe  gehört,  stimmen  die  singulären  Stellen  der  t)v  t)2,  t)3,  t)4 

'  mit  denen  der  vlf  v2,  v$J  vA  überein;  die  Differentialgleichung  (8)  kann 

demnach  keine  anderen  wesentlichen   singulären  Stellen  haben  wie  die 
zweite  Associirte  von  (E),  d.  h.  keine  anderen  als  die  Stellen 

aif   a2>   as>   a4>    °°- 

Da  die  zweite  associirte  Differentialgleichung  von  (E)  reductibel 
^  so  ist  auch  die  ganze  zweite  associirte  Art  der  durch  (E)  bestimmten 

reductibel;  die  Differentialgleichung  (8)  ist  also  jedenfalls  reductibel. 
<s  folgt  auch  schon  daraus,  dass,  wenn  wir  setzen 

Vi  — Vi  — toi>    V.— Vi  — *»    v*  — Vi  — »»> 
V«  — Vi  — *°4>    V4  — Vi  — w6>    Vi  — Vi  — *«> 

dem  Integrale  55  der  zweiten  Associirten  von  (E)   entsprechende 


Xo  =  »  —  tt>2  +  w,  +  w4  —  to6  +  to 


6 


(8)  offenbar  auch  eine  rationale  Function  von  z  sein  muss. 

Wir  werden  beweisen,  dass  dieses  Integral  tu  von  (8) 
^ntisch  verschwindet,  so  dass  also  (8)  in  Wirklichkeit  nicht 
xi  der  sechsten,  sondern   nur  von  der  fünften  Ordnung  ist. 

Zu  dem  Ende  stellen  wir  uns  zuvörderst  die  Entwickelungen  der 
e  von  (E)  in  der  Umgebung  der  singulären  Stellen  her. 


Bntwiokelungen    für   die   Lösungen   der  Differentialgleichung, 
die  Periodioitätsmoduln  des  Integrals  erster  Gattung  genügen, 
in  der  Umgebung  der  singulären  Punkte. 

Nach  den  allgemein  für  die  Tissot-Pochhanimer'sche  Differen- 

Ijleichung  gefundenen  Resultaten  (Nr.  243,  S.  456)  sind  die  Wurzeln 

zu  z  =  a   gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung  von  (E) 

0,    1,    2,    0  (x  =  l,2,3,4), 

(S.  453)    das   Integral   vx   gehört   zum   Exponenten  0.     Aus   der 

der   Fundamentalsubstitutionen   Ax   folgt   demgemäss,    dass    die 

*  *    vv  vz9  va   ^  Jec*en   der   singulären   Punkte   alf  a2,  a3,  aA    als   ein 

^^•^^onisches  Fundamentalsystem  aufgefasst  werden  können,  und  dass  in 

^**  Umgebung  von  z  =  ax 


B* 


t> 


*  -=  $„(,  |  at)  -  £  log  (*  -  at) ,      vt  =  %u(ß  |  ttl)  -  %  log  (,  -  a,), 


496  Xu.   Theorie  der  Eu ler1  sehen  Transformirten.   Kapitel  6. 

in  der  Umgebung  von  z  =  a2 

vi  =  $21  (i  I  a2>  +  ^  lo8  (*  —  ai)y       vt  =  *«(*  I  a*)> 

V8  —  ^iS  0  I  «»)  —  £i  l°g  (*  —  "*)>         V*  —  $«(*  i  «»)  -  S  l0g  (*  ~~  a»)' 

in  der  Umgebung  von  e  =  a, 

*i  =  $3i(*K)  +  älog (* - %)>    **  =  *..(*l«0  +  älos(*-fl3)> 

in  der  Umgebung  von  *  =  aA 

V3  =  ^«('i0*)  +  ^l0g  (ß  —  <*J>         *>4  =  $u(*\*J 

sein  muss,  wo  die  Sßix  gewöhnliche  Potenzreihen  ihrer  Argumente  be- 
deuten, und 

$u(ailfli)>     ?ii(«il«i),     ^s»(asl«s)^     ?i4KiaJ 

jedenfalls  von  Null  verschieden  sind. 

Um  die  Darstellung  in  der  Umgebung  von  z  =  cx>  zu  finden,  be- 
merken wir,  dass  die  vt,  v%9  v3,  v4  bei  einem  Umlaufe  um  e  =  cx>  die 
Substitution 

1  _2    2    —2 

(9)  a= w^^r=i  l  z\\zl  i-w 

2  —2    2    —3 

erfahren.     Die  zugehörige  Fundamentalgleichung 


(i,  x  —  1,  2,  3,  4) 


a.x  —  d.x  03  |  =  0  («,  *=  1,  2,  3,  4) 

hat,  wie  man  sofort  übersieht,  die  Wurzel 

od  =  —  1, 
und  das  System 

(ö.x  —  *.x (—  1))  («,  x  =  1,  2,  3,  4) 

ist  vom  Range  1.     Das  System 

/0    0    0    0\ 
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ist  Tom  Range  Null  und  das  Gleiche  gilt  von  allen  folgenden  Potenzen. 
In  der  Bezeichnung  der  Nr.  37  (Bd.  I,  S.  124  ff.)  ist  also 

»«  — —  1,     *«i  =  ?«i  =  3>     *a*  =  4>     *«3  =  4;-'. 
Ea  muss  folglich  cd  =  —  1    eine  vierfache  Wurzel  der  Fundamental- 
gleichung sein  (A  =  4);  und  da  ferner 

?«2  =  T«2  —  T«l  =  X>       ^«3  =  XaZ  ~  T«2  =  0 

ifirl^  so  besteht  das  canonische  Fundamentalsystem  für  2  =  00  nach  der 
der  erwähnten  Nummer  aufgestellten  Regel  aus  einer  Gruppe  von 
ei  Elementen  und  zwei  Gruppen  von  je  einem  Elemente. 
Das  Integral 

sich  bei  einem  Umlaufe  um  z  =  00  mit  —  1  multipliciren,  wenn 

OO)  Ci  +  Ci  +  Cs  +  c4  =  0 

i«"fc ,  und  es  giebt  drei  linear  unabhängige  Integrale  von  dieser  Be- 
^^ÄÄaffenheit,  die  also  in  der  Umgebung  von  z  =  cx>  in  Reihenform 
di&s-stellbar  sind.     Ein  viertes  Integral  enthält  in  der  Umgebung  von 

oo  einen  Logarithmus.  Diese  Resultate  gelten  nicht  nur  für  die 
fierentialgleichung  (E),  sondern   auch  für  jede  mit  (E)  zur  selben 

gehörige  Differentialgleichung. 

Bestimmen  wir  nach  der  Regel  der  Nr.  59  (Bd.  I,  S.  211)  die  zu 

00  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung  von  (E),  so 
l^-catet  dieselbe 

^Cc»+l)(<»+2)(?+3)-12(>(?+l)(p+2)+^(>((>+l)-30p+g=0; 

Wurzeln  sind 

JL       3       iL       5 

Y>       2>      ~2>      ~2> 

gehören  zu  den  Exponenten  y,  — ,  y  in  Reihenform  darstellbare 
-Integrale  und  zum  Exponenten  —  noch  ein  mit  Logarithmen  behaftetes. 

as    zum    Exponenten  gehörige    und    in    Reihenform    darstellbare 

I1*egral  können  wir  durch  ein  ähnliches  Verfahren  erhalten,  wie  in  der 

r-  245  (S.  463)  das  daselbst  betrachtete  Integral  w. 

Bei  der  durch  die  Fig.  IG  (S.  498)  angedeuteten  Lage  stellt  sich 

Integral 

^  /*         dx 

0       J  Vl>(x)(z-x) 

^t^eckt  über  eine  um  die  Punkte  z  und  a5  =  00  herumgelegte  Doppel- 
^^Üeife 

Vo^V1  — (°°^)» 

*«Mtiinger,  Differentialgleichungen    II.  32 
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wie  folgt  dar: 
oder,  da  ja 


M5  =  Ul  —  W2  +  U3  —  M4> 


uf  =  4 


/*  d* 


)  (s  —  *) 


ist,  das  Integral  erstreckt  auf  directem  Wege,   d.  h.  in  der  durcl 
Schnitte 

h>  h>  h>  h>  h 

zerschnittenen  Fläche,  so  haben  wir 

CO  9 

(11)  V.   =   —     /      •;  ~ — *r_._   l  =      /  ---* =  t'     —  V.  +  t'o  ~ 


Ott 


Hieraus  erkennen  wir,  dass  das  Integral  v5  als  Element  des  zu  je?  = 
gehörigen    canonischen   Fundamentalsystems   angesehen    werden    k 
denn  die  Bedingung  (10)  ist  für  dasselbe   erfüllt.     Nach  der  Met] 
der  Nr.  242  (S.  453)   können  wir  auch  leicht  die  Entwicklung 
vb  in  der  Umgebung  von  z  =  <x>  angeben. 

Denken  wir  uns  nämlich  £  und  z  in  der  Umgebung  von  x  = 
gelegen,  so  können  wir  in  uh  den  Integranden  nach  fallenden  Potei 
von  x  entwickeln.     Sei 


dann  haben  wir 


«-M<+7+?+-).  '.-'- 
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v=0  f/ 


und  wenn  wir  die  Substitution 

x         z 


machen,  wodurch  sich  das  über  die  Doppelschleife  (<x>,  z)  erstreckte 
Integral  in  ein  über  die  Doppelschleife  (0,  1)  der  t-  Ebene  erstrecktes 
yerwandelt,  welches  sich  in  der  Form 


s^.:  *_.-:«  b(.+ M) 


r> 


darstellen  lasst,  so  ergiebt  sich 

-t^t*"'B('+J-t) 

und  folglich 


*=o 


zv 


**=*  z — ? — 

r=0 


^Qn  ist  aber  (vergl.  Nr.  244,  S.  462)  für  positiv  ganzzahliges  v 

B(P  +  *  *)  =  (f+{ iö^+y+ij: .T^r+, +t^T)  b(ä  ff), 

also  ha.t  man 

D/  3      1\        13-    -2V+1  R/i       i\ 

B V*  +    2  '  T/  =  2  •  4~  •  2~v  +2  b  V 2" '  Y/  ' 

und  d^ 

Bf*      ')-^'-. 

B\Y'T/ f(iT  — * 

m>  ^o   finden  wir  endlich 


3 


5  ^^  2  ■  4  •  •  •  2v  +  2  £* 

Xes  ist  also  das  zum  Exponenten  --  gehörige,  in  Reihenform  darstell- 
te . 
a*^  Integral;  wir  wollen  die  Bedeutung  desselben  für  die  Theorie  des 

^t^grals  erster  Gattung  (1)  (S.  492)  hervorheben,  um  dadurch  gleich- 
artig auch  die  übrigen  Elemente  des  zu  z  =  <x>  gehörigen  canonischen 

32* 
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Fundamentalsystems  in  der  für  unseren  Zweck  bequemsten  Form  zu 
erhalten. 

Denken  wir  uns  in  üblicher  Weise  die  zu  dem  hyperelliptischen 
Gebilde 
(13)  s*  —  0  —  x)  (x  —  at)  (x  —  «s)  (x  —  at)  (x  —  oj 

gehörige  zweiblättrige  Riemann'sche  Fläche  constmirt,  indem  wir  e 
mit  air  Oj  mit  at  und  ax  mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  durch  Ver- 
zweigungsschnitte verbinden,  längs  deren  dann  die  beiden  Blätter  sich 
in  einander  fortsetzen.  Diese  fünffach  zusammenhängende  Flache  (p  =  :?) 
werde  nach  dem  Vorgänge  von  Riemann  durch  das  in  der  Figur  17 
gezeichnete  System  der  vier  Querschnitte  alt  os,  blt  it  in  eine  einfach 
zusammenhängende  zerschnitten.    In  dieser  letzteren  sind  dann  die  zu 


hyperelliptischen  Gebilde  gehörigen  Integrale  ersteEj» 
und  zweiter  Gattung  eindeutige  Functionen  des  Ortes.  Bezeichnen  wi  - 
mit  St,,  <R1,  S8(,  S8Y  die  Periodicitätsmoduln,  die  das  Integral  (1)  b^  * 
ziehungsweise  an  den  Querschnitten  al,  atr  \,  \  besitzt,  d.h.  du:  i 
(constanten)  Differenzen  zwischen  den  Werthen  des  Integrals  am  pos:  *?s 
tiven  und  am  negativen  Ufer  des  betreffenden  Querschnittes,  so  stelle^^* 
sich  dieselben  durch  die  in  -der  zerschnittenen  Flache  zwischen  den  ein* 
zelnen  Verzweigungspunkten  hin  erstreckten  Integrale  in  folgendes»  - 
Weise  dar  (vergl.  z.  B.  Prym  „Zur  Theorie  der  Functionen  in  eine^- 
zweiblättrigen  Fläche",  Zürich  1866,  S.  7  ff): 
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95,  -  2  f-~J^=r ,         SB,  =  2  i'-=_dJL^ , 


* 


2  *  ./V*(*)(*-*)  2  ,7  1 

Wir  haben  also 


«8 


(14) 


«,-2(^,-1»,), 
Zufolge  der  Gleichung  (9)  erleidet  das  Fundamentalsystem 

<:15)  «„  »„  *.,  ®, 

von  (E)  bei  einem  Umlaufe  von  z  um  den  unendlich  fernen  Punkt  die 
Substitution 

(—1         0         0         0 
-2-1         0         0 
0         0-10 
,0         0         0—1 

es  ist  also  (15)  ein  zu  z  =  <x>  gehöriges  canonisches  Fundamental- 
system, und  zwar  bilden  3^,  93j  die  eine  zweielementige  Gruppe,  2l2,  932 
die  beiden  einelementigen  Gruppen.  Wir  haben  demnach  die  Ent- 
wickelangen 

*i—"!*.(t)» 

»i-'~"**,(y)-S^**T> 

W°  ^Pi>  ^>  ^3?  S^4  gewöhnliche  Potenzreihen  von  z~x  bedeuten,  von 
eil©n  jedenfalls  S^1  f ür  z  =  oo    nicht  verschwindet.     Es  ist  nämlich 
***  Gleichung  (12) 


(l~)  lim  n* «,  —  lim  $, ( *-)  =  2  lim  g'vt  =  2»». 

Werken  wir  noch,  dass  zufolge  der  Entwickelung  (12)  der  Nr.  242 
^-  453)  in  der  Umgebung  von  a 
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1    3    •  -2t>  —  1 


(18)  ..-^■S-C-O' 

gefunden  wird,  wo  die  dv  durch  die  Gleichung 


2 


=  =  (x  —  ax)       (d0  +  8t(A'  —  aj  +  djx  -  aY  +  -  •  ■) 


definirt  werden,  so  dass  also 


0  ^    v  x 

und  denigemäss 


i 


(19)  lim  vM  =  —  nf'(ax)     "  («  =  1,2,3,4) 

ist. 


*=«x 


254.    Entwickelungen   für   die  Lösungen   der   Differentialgleichung, 

der  die  Feriodicitätsmoduln   des   anderen  Integrals  erster  Gattung 

genügen,  in  der  Umgebung  der  singulären  Punkte. 

Da  die  Differentialgleichung  für  u  mit  (E)  zur  selben  Classe  ge- 
hört, gelten  für  die  t>l9  t)2,  t)3,  t)4  im  Wesentlichen  die  analogen  Ent- 
wickelungen wie  die,  welche  für  vl9  v%}  t*3,  vA  gefunden  wurden.  Die 
Gleichung  (4)  der  Nr.  252  (S.  493)  gestattet  uns  die  betreffenden  Ent- 
wickelungen unmittelbar  anzugeben. 

Für  die  im  Endlichen  gelegenen  singulären  Stellen  können  sich 
die  Exponenten,  zu  denen  die  \)l9  t)2,  t)3,  t)4  gehören,  von  den  ent- 
sprechenden Exponenten  der  vl9  v2,  vs,  vA  nur  um  positive  ganze 
Zahlen  unterscheiden,  da  die  Coefficienten  der  rechten  Seite  von  Glei- 
chung (4)  ganze  rationale  Functionen  sind.  Wir  haben  also  in  der 
Umgebung  von  ax 

üx  =  Gxx(s|ax), 

wo  die  Dxl,  Dx2,  Qxg,  Dx4  gewöhnliche  Potenzreihen  von  *  —  a  be- 
deuten, und  €xX  gleich  -f-  1  oder  —  1  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  % 
kleiner  oder  grösser  wie  k  ist.  Die  Entwickelung  von  t>x  ergiebt  sich 
aus  der  Gleichung  (12)  der  Nr.  242  (S.  453)  ähnlich  wie  oben  die 
Entwickelung  von  vx  in  der  Form 

«o 

(20)  », * ^  «„  lJ.;^±*rJ  (g  -  aJ        (,=.,^3, 4,, 

*=0 
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wo  jetzt  die  e    durcb  die  Gleichung 


i 


(22) 


yjfä  =  (*  —  <**)     "  (fü  +  f i  '*  -  <V  +  V:*  -  «/  +  '  '  0 

definirt  sind;  es  ist  also 

_  i 

(21^  lim  üx  =  —  *aK1>'(aK)    *. 

Bedeuten   8  ',  SB/,  9l8',  99/   die  Periodicitatsmoduln    des  Integrals 

erster  Gattung 

/•       xdx 

an    den  Querschnitten  alf  h19  at,  ba,  so  ist  gemäss  den  Gleichungen  (4) 
und  (14) 

um   dje  Entwickelungen  dieser  Integrale  in  der  Umgebung  von  z  =  oo 
anzustellen,  greifen  wir  wieder  auf  die  Gleichung  (4)  zurück. 
Sei  in  der  Umgebung  von  z  =  oo  entwickelt 

*,'-r-'*o4(i), 

dar**»  ist,  da  die 

9f  '     stt'     «'     sg' 

e*Hi  Umlaufe  von  z  um  den  unendlich  fernen  Punkt  auch  die  Sub- 
st»tx,tJon  (16)  erfahren, 

W°    r  die  kleinste  der  Zahlen  rlf  r3,  rl7  die  £1,,  Qs,  Q8,  04   gewöhn- 
l^l*e  Potenzreihen  von  z~l  bedeuten.    Setzen  wir  für  einen  Augenblick 

IL  —  i_  *  — 

^fl  sei  ferner 

^    haben  wir  nach  (4)  die  Gleichungen 
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+«,M+m)(ir+'(-M..+[i]) 

(x  =  l,8f4), 

wo  I— I   Glieder  andeutet,    die  jedenfalls  mit  z"1  verschwinden.     Die 
Entwickelung  auf  der  rechten  Seite  hat  also  die  Form 

(23)  (T^l (--'+MQ-  a  *.(•.+»+  i -».(P.+l)(».+«))«-+[i-]}- 

Für  x=  1  ist  also  rx  jedenfalls  positiv,  es  ist  aber  auch  für  x  =  3,  4 

positiv,  da  für  p  =  - -  der  Factor  von  d  n  verschwindet.     Wir 
können  demnach 


j_ 

r  ri  r8  Tl  "§" 


nehmen,  so  dass  wir  die  Entwickelungen 

s;=r^2(A)-i.«;iog(l), 
«V— ""*b«(t) 

erhalten,  wo  C2  (— )  für  #  =  <x>  jedenfalls  von  Null  verschieden  ist. 


Sechstes  Kapitel. 

2ö&_    Die  Weierstrass'schen  Relationen  zwischen  den  Periodicitäts- 
mocluln  der  hyperelliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung 

vom  Bange  Zwei. 

Wir  kehren  nunmehr  zur  Untersuchung  des  am  Schlüsse  der 
Nr.  252  (S.  495)  aufgestellten  Integrals  XO  der  Differentialgleichung  (8) 
ziMr&ck,  von  welchem  vorläufig  nur  feststeht,  dass  es  eine  rationale 
*  ^xxction  von  e  ist. 

Denken  wir  uns  in  den  Ausdruck  von  Xö  für  die  v17  t?2,  v8,  vA  und 
&i  y    to2,  &8,  t)4  ihre  Ent Wickelungen  in  der  Umgebung  der  Stellen 

an   a2>   as>   av   °° 
eixijaj«etet,  so  müssen  sich  (wie  man  auch  direct  verificiren  kann)  die 
mit;   einem  Logarithmus  behafteten  Glieder  wegheben,  weil  tu  allenthalben 
eiI1«i«utig  ist.     Wir  erhalten  also  in  der  Umgebung  von  z  =  ax 

X 

XÖ  =  $(*|ax)  («=1,8,3,4), 

x 

v°     ^J  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  andeutet,  und  in  der  Umgebung 
es     unendlich  fernen  Punktes 

^°      mch  Sß  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  vorstellt.     Die  Function  xö 
**    offenbar  in  der  Umgebung  jeder  von  den  Stellen 

ai>   a*>   %>   av   °° 


e*^<rfiiedenen    Stelle    regulär,    sie   ist    also    allenthalben   regulär   und 
^HJlich,  nach  einem  bekannten  Satze  der  Functionentheorie,  constant. 
,  a    ^ie  überdies  für  z  =  oo  verschwindet,  so  ist  also,  wie  wir  behauptet 
**^n,  xo  identisch  gleich  Null. 
Wir  haben  also  die  Gleichung 

^>  «>!  —  w2  +  w,  +  w4  -  w5  +  n>6  =  0, 

?^   die  Differentialgleichung  (8),  der  die  Ausdrücke  (7)  (S.  494)  Genüge 
*^ten,  ist  von  der  fünften  Ordnung. 


(25) 
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Ehe  wir  weiter  auf  allgemeine  Ueberlegungen  eingehen,  wollen 
wir  in  die  Ausdrücke  der  tu  an  Stelle  der  v.  und  u.  die  Periodicitats- 
moduln  8,  95,  2T,  95'  einführen.  Es  ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen 
(\4t)  beziehungsweise  (22) 

(2t,,  -  SB,  +  SB,  -  Sl„  2t>,  -  »,'  +  SB,'-  «,', 

2t>2  =  SB,+  SB,  +  *,-«,,     2  »,  =  »,'  +  SB,'  +  «,'-«,', 

2t>8  =  SB, +  *,-«„  2 »,-»/+«,'-«/, 

2^  =  SB,,  2»*-»i'; 

bilden  wir  hiernach  die  Ausdrücke  (7)  (Nr.  252,  S.  494)  und  setzen 
die  so  gefundenen  Werthe  der  tvx  in  (24)  ein,  so  erhalten  wir 

(26)  a,sB,'-  sb,«,'+  «,»;-  sbs«;=  o, 

und  dies  ist  nichts  Anderes  als  die  von  Herrn  Weierstrass  entdeckte 
Relation  zwischen  den  Periodicitätsmoduln  der  zu  einem  hyperellipti- 
schen Gebilde  gehörigen  Integrale  erster  Gattung  in  dem  Falle  p  =  2. 
Setzen  wir  noch 

so  verwandelt  sich  die  Relation  (26)  in 

(26a)  e  +  b  =  0- 

überdies  besteht  noch  zwischen  den  Integralen  ay  b?  c7  d,  c,  f  der  Diffe- 
rentialgleichung  (8)    (S.  494)    die    der    Beziehung   (6)    entsprechende 

identische  Gleichung 

af —  be  +  cd  =  0. 
Die  Quotienten 

a  ^12        c  &22        d  &n        e  \\ 

b  ni7      a         ni7      a  ni7      a  ni 

liefern  dann  unmittelbar  die  Coefficienten 

der  quadratischen  Form 

(27)  ^m^^mn  +  ^X, 

die  in  den  Exponenten  der  Weierstrass'schen  Thetafunction  (vergL  -I 
Nr.  206,  S.  295)  auftritt. 

Herr  Weierstrass   hat   ausser  der   Relation  (26)  noch   ähnliche^ 
Relationen  zwischen  den  Periodicitätsmoduln  der  canonischen  Integral 
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erster  und  zweiter  Gattung  aufgestellt;  wir  wollen  zeigen,  wie  auch 
diese  aus  demselben  Principe  hergeleitet  werden  können,  welches  uns 
die  Relation  (26)  geliefert  hat. 

Nach  dem  Theoreme  der  Nr.  247  (S.  475)  befriedigen  die  Periodi- 
citatsmoduln  irgend  eines  canonischen  Integrals  erster  oder  zweiter 
Gattung,  welches  dem  hyperelliptischen  Gebilde  (13)  entstammt,  eine 
I>ifferentialgleichung,  die  mit  (E)  zur  selben  Classe  gehört.  Sei  allgemein 

(E)         ?o(*)  -^  +  VtW  ^  +  9>2 (*)  |J  +  %(*)  £  +  <PM]W  =  ° 

irgend  eine  Differentialgleichung,  die  mit  (E)  zu  derselben  Art  gehört, 
und  bedeute 

.         du    ,         d*u    .         cFu 
0       '      1  dz     l      *  dz*  3  dzz 

iie  Relation,  welche  die  abhängigen  Variabein  von  (E)  und  (E)  mit  ein- 
ander verknüpft.  Möge  ferner  w19  w2,  wZJ  wA  das  dem  Fundamental- 
systeme vv  v%J  t?8,  vA  von  (E)  entsprechende  Fundamentalsystem  von  (E) 
Erstellen,  dann  wissen  wir,  dass  die  sechs  Determinanten 

V. Wx  VxW.  (f,  x  =  1,  2,  3,  4;  i  <  x) 

eine    Differentialgleichung  sechster  Ordnung 

(28)  ••«^r  +  *i<'>  tjt  +  •  ■  •  +  •.W^-  o 

befriedigen,  die  mit  der  zweiten  Associirten  von  (E)  zur  selben  Art 
gehöxt.  Sei  ö  die  abhängige  Variable  dieser  zweiten  Associirten,  dann 
ist    «fclso 


(f<ü 


dz 


5  9 


<*0  W=Moto  +  R1£  +  ...  +  Ri 

*°    *Üe  J?0,  Rl9'  --  R   rationale  Functionen  von  z  bedeuten.   Bezeichnen 
wi*    nunmehr  mit 

w   w   •  •  •  w 

e    *ien  Integralen  cöj,  gj2,  •  •  •  <a6  der  zweiten  Associirten  von  (E)  ent- 
T^^henden  Lösungen  von  (28),  so  dass  also  die  W    nichts  anderes 
**     als  die  in  bestimmter  Reihenfolge  genommenen  Determinanten 

v.w„  —  v  w., 
so    c  *    *         *    l 

lHi>  ***  Integral 

W  =  Wt  -Wt  +W3  +TT4  -W&  +W6 

..**    (28)  mit  dem  Integrale  rä  (Gleich.  (5),  S.  494)  der  zweiten  Asso- 
*****  von   (E)   durch   die   Relation  (29)   verknüpft;   es   ist   also  W 
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ebenso  wie  ©  eine  rationale  Function  f(z)  von  s.    D.  h.  wir  haben 
die  Gleichung 

(30)  Wt  -W,  +WS  +TT4  -TT5  +Wr  =  f(z). 

Nehmen  wir  für  (E)  die  Differentialgleichung,  der  die  Periodicitäts- 
moduln  irgend  eines  zum  Gebilde  (13)  gehörigen  canonischen  Integrals 
erster  oder  zweiter  Gattung  genügen,  so  liefert  uns  die  Gleichung  (30) 
eine  bilineare  Relation  zwischen  diesen  Periodicitätsmoduln  und  den 
entsprechenden  Periodicitätsmoduln  des  Integrals  erster  Gattung  (1). 
Analoge  Relationen  bestehen  offenbar  auch  zwischen  den  sechs  Deter- 
minanten zweiter  Ordnung,  die  wir  aus  den  Fundamentalsystemen 


(31) 


w17  w2,  wz,  wA, 

™i>    ~W2>    ™S>    ™4 


irgend  zweier  mit  (E)  zur  selben  Art  gehöriger  Differentialgleichungen 
bilden  können;  auf  diese  Weise  ergeben  sich  also  die  sämmtlichen 
Weierstrass'schen  Beziehungen  zwischen  den  Periodicitätsmoduln  der 
canonischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung. 

Die  Relation  (30)  wird  insbesondere  homogen,   wenn  identisch 

(32)  /•(*)  =  i?05  +  JRi;g  +  ...  +  tf5g-  =  0 

ist;  die  Differentialgleichung  (28)  ist  in  diesem  Falle  von  der  fünften  - 
Ordnung.  Da  die  zweite  Associirte  der  durch  die  Differentialgleichung  ^ 
(E)  bestimmten  Art  reductibel  ist,  so  muss  es  nothwendig  innerhalb  « 

derselben  Differentialgleichungen  von  niedrigerer  als  der  sechsten  Ord 

nung  geben.  Wir  haben  gesehen,  dass  die  Differentialgleichung  (8)^~ 
eine  solche  von  niedrigerer  Ordnung  ist,  so  dass  also  in  dem  vorliegen — -i 
den  Falle  der  algebraische  Typus,  den  die  Differentialgleichungen,  di^^. 
durch  die  Determinanten  zweiter  Ordnung  des  Systems  (31)  befriedigt"-^ 
werden,  innerhalb  der  zweiten  assoeiirten  Art  bilden  (vergl.  Nr.  174Är» 
S.  156),  auch  Differentialgleichungen  von  niedrigerer  Ordnung  enthält**  J 
Die  Coefficienten 

der  Gleichung  (32)  hängen  nur  von  den  Coefficienten 

ro>    ri>    r2>    ra 
der  zwischen  w  und  u  bestehenden  Beziehung  ab;  wenn  man  also  di: 
rationale  Function  co  als  bekannt  ansieht,  so  stellt  die  Gleichung  (3 
eine  Bedingungsgleichung  dar,  der  die  r0,  rlf  r2,  r8  genügen  müsser: 
damit  die  Relation  (30)  homogen,  d.  h.  die  Differentialgleichung  (2 
von  niedrigerer  als  der  sechsten  Ordnung  werde.     In  dieser  Form  h&   — 
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Herr  Fuchs  jene  Bedingungsgleichung  aufgestellt.    Anders  gefasst  kann 

man   sagen:    die  Gleichung  (30)   wird    dann   und   nur   dann   homogen 

werden,  wenn  die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichungen 

der   Differentialgleichung  (£)  so  beschaffen  sind,  dass  die  Exponenten, 

zu    denen  das  Integral  W  von  (28)  gehört,   für  keinen  der  singulären 

Punkte 

aX>    a»>    il3>    °\>    °° 

negativ  und  wenigstens  für  einen  derselben  wesentlich  positiv  sind. 
In  der  That  muss  dann,  wie  wir  es  für  die  Differentialgleichung,  der 
die   Periodicitätsmoduln  des  Integrals  erster  Gattung 

xdx 

Yip(x)(z  —  X) 

genügen,  auseinandergesetzt  haben,  f(s)  verschwinden.  Sind  die  Ex- 
ponenten von  W  sämmtlich  gleich  Null,  so  ist  f{z)  constant,  kann 
aber  von  Null  verschieden  sein. 


/, 


256.    Herleitung  der  Weierstrass'schen  Relationen  aus  dem  Satsse 
von  der  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument. 

Die   in   den  vorhergehenden  Nummern   für  die  Fälle  eines  hyper- 
elliptischen Gebildes  vom  Range  p  =  1  (elliptisches)  und  vom  Range 
p  =  2  nach  der  Methode  von  Herrn  Fuchs  entwickelten  Relationen 
zwischen  den  Periodicitätsmoduln  der  Integrale  erster  und  zweiter  Gat- 
tung wurden,  wie  wir  bereits  (Nr.  232,  S.  414)  bemerkt  haben,  von 
Herrn  Weierstrass  im  allgemeinen  Falle  eines  beliebigen  p  aus  dem 
Abel 'sehen  Satze  von  der  Vertauschung  des  Parameters  mit  dem  Argu- 
mente hergeleitet.     Wir   wollen    die   Weierstrass'sche   Methode   hier 
Kriegen,   um  dann  an  dieselbe  eine  Uebersicht   über   die   Ergebnisse 
anzaknüpfen,    die   Herr  Fuchs   aus   der   Verallgemeinerung   des  Ver- 
kusetungssatzes  auf  Integrale  beliebiger  linearer  Differentialgleichungen 
^r    die  Theorie  der  letzteren  gewonnen  hat. 

"Wir  halten  die  in  der  Nr.  232  (S.  412  ff.)  eingeführte  Bezeichnungs- 
Wei«a^  fest,  setzen  also 

Pi(*)  =  (*  —  ai) o  —  o  •  •  •  (*  —  aJ> 

nekxxien  aber  jetzt  m  ungerade,  so  dass  x  =  <x>   eine  Verzweigungs- 
stel\*j  des  hyperelliptischen  Gebildes 

^>  s2  =  P1{x) 

l**-       Die    Punkte    att  a0,  •  •  •  a      (die    Herr  Weierstrass   als    reale 

£*  mm  I   '  2  '  //In 

Virössen  annimmt)  denken  wir  uns,  nach  Herrn  Fuchs  unter  einander 
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und  mit  x  =  <x>  durch  eine  continuirliche  sich  selbst  nicht  durch- 
schneidende Curve  l  verbunden,  die  als  Querschnitt  gelten  soll.  Mögen 
nunmehr  a}  b  irgend  zwei  Nullstellen  der  Function  P1{x)J  a,  ß  irgend 
zwei  Punkte  der  Curve  l  bedeuten,  die  so  beschaffen  sind,  dass  die 
Strecken  von  a  bis  cc  und  von  b  bis  ß  keinen  Punkt  mit  einander 
gemein  haben. 

Integriren  wir  dann  die  den  Vertauschungssatz  darstellende  Glei- 
chung (10)  der  Nr.  232  (S.  413)  in  Bezug  auf  x  von  a  bis  a,  in 
Bezug  auf  z  von  f>  bis  ß  beide  Mal  längs  der  Curve  7,  so  erhalten  wir 

(2)  f  {■  7=2^7=  "  V*&)  f—dJT—- 

w  JJyPiwypiW       iK  Jj  (z-u)ypt{g) 

ab  b 

a 


a 


Nehmen  wir  nun 

a  =  aft,    b=at,    [i^*v9 

so  können  wir,  wenn  z.  B. 

(3)  (i  +  1<  v  <  m 

ist,  die  oberen  Grenzen  «,  ß  so  wählen,  dass 

«  — a„+1,     ß  =  *v+1 
sei.     Dann  ist  nach  Gleichung  (2) 


*/i   «• 


Wenn   dagegen   v  =  p  +  1    genommen  wird,   so   ist   der  Werth   d 
Integrals 

(ö,  r     r udxdz 

J  J  vpitäypiü 

nicht  Null;  wir  wollen   uns  die  Aufgabe  stellen,  diesen  Werth  zu 
rechnen. 

Setzen  wir 

%  =  <*,   Vh-*,    Vm-*> 

so  verwandelt  sich  das  Integral  (5)  in 

e     c 


s=  —  C  C    Udxdz 

J  tlypi(*)y*jöm 
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Seien  nun  s,  t  zwei  veränderliche  Grössen  von  der  Beschaffenheit,  dass 
die  Punkte  c  —  8  und  c  -f- 1  stets  auf  der  Curve  l  verbleiben,   und 
»"war  e  —  $  auf  dem  zwischen  a  und  c,  dagegen  c-\- 1  auf  dem  zwischen 
^?   und  b  gelegenen  Theile  dieser  Curve.     Dann  ist,  wenn  wir 

c — *     c-f-' 

~   J  J  ypfa)  yi\w 

a  b 

motzen,  offenbar 

(G)  S  =  lim  S\ 

Nehmen  wir  in  der  Gleichung  (2) 

«  =  c  —  s9    ß  =  c-}-t} 
bo    «Tgiebt  sich 

C—  9  C+t 


J  («_e-t)y^(«)        J  (*-c 


(c  —  *)  de 


**  i*-    machen  nun  in  den  beiden  Integralen  auf  der  rechten  Seite  be- 
äeUungsweise  die  Substitutionen 

x  =  e  —  x',    e  =  c  +  *' 

"Hui   achreiben  dann  wieder  x  beziehungsweise  z  an  Stelle  von  x  und  #'; 
finden  auf  diese  Weise 


«  < 

/iyp~Cc'+T)dx    _   r 
{x  +  t)yj\(e-x)        J  (j 


—  s)de 


-s)yPl(e  +  z) 

c — a  b  —  c 

^^^©H  6y  x  feste  Werthe  von  s  beziehungsweise  ty  die  so  gewählt  sind, 
c^Ss,   wenn  c  —  s  auf  l  zwischen  c  und  c  —  <r,    und  c  +  t  ebenfalls 
u*    l  zwischen  c  und  c  -f-  r  liegt,  die  Ausdrücke 

tux*h  die  in  der  Umgebung  von  s  =  0  beziehungsweise  £  =  0  gültigen 
***•  Wickelungen  darstellbar  sind,  dann  ist 


= ypTc+r-  f- — 4-—-  -  v^=^  r /' 

c— o  '  b  —  c  ' 

t  t 

C  ypjfi+t)dx    _   /*_y 

J  <fe  +  t)yp;(?=F)     J  (*  + 


(c  — s)d« 
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und  da  die  beiden  ersten  Glieder  des  Aggregates  auf  der  rechten 
dieser  Gleichung  für  t  =  0,  s  =  0  verschwinden,  so  haben  wir 


8  t 

/*  y~p~(c+7)dx         /*  yp1jfi^idt 
(x+7)ypji<r-x)  ~J  (7+«j yp&iTi 

a  x 

Nun  ist  aber  offenbar  in  der  Umgebung  von  z  =  0  beziel 
weise  x  =  0 


(7)  lim  S'— lim 

/=o  <  =  0 

*  =  0  *  =  0 


\ypfr  +  ,)  =  iV-  p;\c)Viq.  +  %,{*>), 

(8)  ' 

wo  ^ß1(^)  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  b  fortschre: 
Reihe  bedeutet,  die  für  z  =  0  verschwindet.     Wir  finden  also, 
wir,  was  zufolge  der  über  0,  r  getroffenen  Bestimmungen  zulassi 
in  die  Integrale  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (7)  die  Enti 
hingen  (8)  einsetzen, 


dx, 


9 

1 

P,(e +  «)<** 

f    yt      t  i+*i»  i 

s 

-t)VPJc— ~x)        %) 

(x  +  Mx  ll+*i(-*)J 

(x+t)yi\(c~x)     * 


also,  wenn  wir  weiter  entwickeln  und  t  gegen  Null  convergiren  1 


Um    /^J^^lim    f-^=} 


und  analog 


t 


Ihn  f.yif^L  —  iun  f. 

.=0.7    (*  +  s)]/P„(c+s)  ,=oy    0 


Ys  dz 


;«+*)Vi" 


Die  Gleichung  (7)  verwandelt  »ich  demgemäss  in 


lim  5' -t  lim  (   fyf-%    +   f-^-dz-\ 


<  =  0  t  =  0     ,<J 


Führen  wir  in  dem  ersten  Integrale  unter  dem  lim -Zeichen  durc 
Gleichung 

V*  =  I  Y*> 

in  dem  zweiten  Integrale  durch  die  Gleichung 
eine  neue  Integrationsvariable  ein,  und  setzen 
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vT-».  Vi-* 

so  verwandelt  sich  die  Summe  beider  Integrale  in 


>A 


+1" 


9 

ergiebt  sich,  da  mit  abnehmendem  s  und  t,  p  gegen  Null  und  q 
n  Unendlich  convergirt, 


o 

n 


limS'=  2i  , 

<=0  " 


finden  also  nach  Gleichung  (6) 


t 


tmd      erhalten  somit  die  der  Gleichung  (4)  an  die  Seite   zu   stellende 
Forxnel 

«Vi  +  l    <V  +  2 

(q\  r        /        Udxdz        n 

Beachtet  man,  dass  U  eine  ganze  rationale  Function  von  x  und  z 
^7  so  erkennt  man,  dass  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  (4)  und 
v*)  als  homogene  bilineare  Ausdrücke  von  Periodicitätsmoduln  der 
2,1  dem  Gebilde  (1)  gehörigen  canonischen  Integrale  erster  und  zweiter 
**atfcung  darstellbar  sind;  sie  liefern  für 

(i,  v  =  1,  2,  •  •  •  m 

c*le    Bammtlichen  Relationen  zwischen  diesen  Periodicitätsmoduln. 

°  ■  -    Untersuchungen  von  Fuchs,  die  an  den  allgemeinen  Ab  ersehen 
Vo**tauschungssatz  anknüpfen.     Die  erste  Fuchs'sche  Gleichung. 

Herr  Fuchs  hat  nun  an  den  allgemeinen  A belachen  Vertauschungs- 
f**^,    wie  er  durch   die  Gleichung  (T)  der  Nr.  232  (S.  412)   für  die 
el*el>jge  Differentialgleichung 

<*)  D(«)_p^.  +  p^Z.V  +  ...  +  p  y  =  0 

*W  °  dx"  *  dx"-1  "* 

.    *8©stellt  wird,  ähnliche  Folgerungen  geknüpft,  wie  die,  welche  wir 
^     *  orhergehenden  für  den  besonderen  Fall  n  =  1  und  (vergL  Nr.  232, 

P0(x)  -  4  P/(x) 

*cMtiinger,  Differentialgleichungen.  II.  33 


i 
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aus  der  Gleichung  (10)  der  Nr.  232  gezogen  hatten,  und  ist 
zu  ausserordentlich  tief  liegenden  Ergebnissen  gelangt,  deren 
keit  besonders  für  die  Behandlung  von  Umkehrproblemen  bei 
Differentialgleichungen  von  höherer  als  der  zweiten  Ordnung 
Hand  liegt,  und  die  darum  der  weiteren  Forschung  ein  w< 
aussichtsvolles  Gebiet  darzubieten  scheinen. 

Indem  wir  in  der  Gleichung  (F)  die  beiden  Variabein 
mit  einander  vertauschen,  nimmt  der  Vertauschungssatz  von 
folgende  Gestalt  an: 

(o    ■}.  ».(&>,  B\)  -  }..  b.  (Ä »«)  -  Jw*h<« 

wo  y(x)  ein  Integral  von  (A),  rj(x)  ein  Integral  der  zu  (A)  ad 

Differentialgleichung 

(A')  D„'(l)-0 

bedeutet,  und  wo  ferner 

den  begleitenden  bilinearen  Differentialausdruck  von  (A),  U  den 

(10)    ,=-2<-o-£[^-*]=22<..«' 

x  =  0  ix 

darstellt. 

Es   möge    die  Differentialgleichung  (A)    der    Fuchs'sch' 
angehören,  ferner  sei 

PU(*)  =  L*  (*)]", 

wo  tl>(x)  ein  Product  von  lauter  von  einander  verschiedener 

Factoren 

i>(x)  —  (x  —  at)  ■•■(*-  am)(x  —  bt)  •  ■  •  (x  —  &,) 

bedeutet;  und  zwar  mögen  die  Punkte 

1  /  i  t  m"         //« — f—  1 

diejenigen  Verzweigungspunkte  des  allgemeinen  Integrals  voi 
denen  sich  auch  die  Integralquotienten  verzweigen,  die 

bi>    \>  '  '  '  \ 
dagegen  die  scheinbar  singulären  Stellen  sein. 
Wir  bezeichnen  mit 


1  xV       x2>  xn 


die  Wurzeln   der  zu  x  =  ay  gehörigen   determinirenden   Fun 
gleichungen  von  (A),  für  /.  =  1 ,  i2}  •  •  •  m}  mit 
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die  Elemente  des  canonischen  Fundamentalsystems  von  (A),  mit 

^xl?     ^xV    '   '   '    ^xn 

die    des  entsprechenden  (adjungirten)  Fundamentalsystems  von  (A)  und 
setzen  voraus,   dass   die  Wurzeln   r  ,,  r  9,  ■  •  •  r       sich  von   einander 

•  XI'         X*'  XII 

nicht  um  ganze  Zahlen  unterscheiden ,  und  dass  die  realen  Theile  der- 
selben zwischen  Null  und  der  negativen  Einheit  gelegen  sind. 

Nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  223  (S.  372)  involvirt  die  letztere 
Ajjunahme  insofern  keine  Beschränkung  der  Allgemeinheit,  als  wir  von 
eio.^T  gegebenen  Differentialgleichung  stets  zu  einer  Differentialgleichung 
der-selben  Classe  übergehen  können,  für  welche  diese  Annahme  erfüllt 
*st>  und  als  die  Resultate,  die  wir  im  Auge  haben,  sich  auf  die  Funda- 
talsubstitutionen  der  vorgelegten  Differentialgleichung  beziehen, 
nicht  nur  für  die  specielle  Gleichung  (A),  sondern  für  jede  mit 
(-A.)      zur  selben  Art  gehörige  Gleichung  Gültigkeit  haben. 

Die  Entwickelungen  der  yxX  in  der  Umgebung  von  x  =  ax  haben 
die  Gestalt 


**«*     der  adjungirten  Integrale  lauten  (vergl.  Nr.  109,  Bd.  I,  S.  391) 

(xso        vMl = (*  -  *Mr*l~~%i(x\aS    (*-».».--). 

^°  clie  Sß  2,  98  .  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x  —  a  bedeuten,  die 
w*"  x  ==  ax  nicht  verschwinden,  und  wir  sehen,  dass  die  für  die 
r»x  y    rx2,  •  •  •  r      gemachten  Voraussetzungen  auch  für  die  Wurzeln 

—  r  ,  —  1,     —  ra  —  1,  •  •  •  —  r     —  1 

xl  '  x2  9  xn 

e:r     determinirenden  Fundamentalgleichung  der  adjungirten  Differential- 
&  e*ohung  erfüllt  sind,   d.  h.  auch  diese    unterscheiden   sich  nicht  um 
^**^«  Zahlen  und  haben  reale  Theile,  die  zwischen  Null  und  der  nega- 
Uv«s*x  Einheit  liegen. 
Endlich  seien 

b  v»  y*y  -  •  -  y» 

e^i  ^hungsweise 

Vi>   %y  •'  '  % 

e     Xu  x  =====  <x>  gehörigen  canonischen  Fundamentalsysteme  der  Diffe- 
etlfcialgleichungen  (A)  beziehungsweise  (A'),  und  die  Wurzeln  der  zu- 
S^uörigen    determinirenden    Fundamentalgleichungen    mögen    ebenfalls 
lc**t  um  ganze  Zahlen  von  einander  verschieden  sein. 

33* 
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Betrachten  wir  den  Ausdruck 

1=1   h—i) 
in  der  Umgebung  von  x  =  ax,  so  ist  zunächst 

n  n 

*(*)  ^y^y.x  — ^c*(*  —  fl«)r"1*«i(a5l°.)» 

also  nach  (i  —  A  —  l)-maliger  Differentiation 

/-*-«(,)  -2**  -  or"a-|-M+,*rr-1)(*i«j, 

wo  die  $,2  gewohnliche  Potenzreihen  von  a;  —  ox,  die  c^  Consta 

bedeuten.     Ferner  hat  man,  da  (A)  zur  Fuchs 'sehen  Classe  geh 
sollte  (vergl.  Nr.  62,  Bd.  I,  S.  220), 

wo  F  eine  ganze  Function   von  dem    durch   den  Index    angegebi 
Grade  bedeutet,  und  demgemäss 

— .     P.fa) = -.-Li  S(a'   ff  ). 

Also  ist  in  der  Umgebung  von  x  =  a 


X 

n 


wo  die  Sß^  ebenso  wie  Sß  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x  —  a 
stellen,  und  daraus  folgt,  dass  dieser  Ausdruck  für  x  =  a    versehwii 
da  ja  nach  unserer  Voraussetzung  die  realen  Theile  der  Grössen 

wesentlich  positiv  sind.     D.  h.  es  ist 

(13)  lim  Dt{y(*),  .ij  =  !>_>(*),  ib)  "  0, 


x=ax 


und  analog  ergiebt  sich 

(14)  lim  D.^-,  ,(,))  =  D,_L-l-it  n(ß))  -  0. 


«"x 


Nun  können  wir  sofort  zu  einer  Gleichung  gelangen,  aus  wel 
die  Weierstrass'sche   Gleichung  (4)  durch  Specialisirung  hervorj 
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Sei,  wie  in  der  vorigen  Nummer,  l  eine  die  singulären  Punkte 

verbindende  Curve,  so  sind  in  der  durch  l  zerschnittenen  Ebene  die 
Integrale  von  (A)  und  (A')  eindeutig  bestimmt.  Bedeuten  dann  a,  6 
irgend  zwei  der  Punkte  alf  a2,  •••  aw,  ferner  a,  ß  ein  Werthepaar 
Ton  x,  z  auf  l  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  Stücke  (a  •  •  •  a)  und 
4]>  •  •  •  ß)  keinen  Punkt  mit  einander  gemein  haben,  so  folgt,  wenn  wir 
die  Gleichung  (F)  in  Bezug  auf  x  von  a  bis  a  und  in  Bezug  auf  z 
"von  6  bis  ß  integriren  und  beachten,  dass 


C15) 


'».(>(*)>  fi?j-D  -A(**>>  "-,)*(')*», 


b  b 

a  a 


».(/"£?.  »«)  -f ».{£-..  »»)»»* 


*st,    mit  Bücksicht  auf  (13),  (14)  die  der  Gleichung  (2)  analoge  Gleichung 
/    /  Uy{x)ri{z)dxdz 


a      b 


b 

Di 


-  ».{**>  S™")  -  *,(/v*?.»<»)- 


Integrale  haben  einen  Sinn,   da  die  unbestimmten  Integrale  auch 

111     den  Punkten  a,  ft,  wo   die  Integranden  unendlich   werden  könnten, 

^^folge   der   über  die  Wurzeln    der   determinirenden  Fundamentalglei- 

e«vixigen    getroffenen   Bestimmungen    endliche    bestimmte  Werthe   an- 

a«*Hxaien. 

Für  die  Wahl 

a  =  a  ,     b  =  a 

^°*xxien  nun,  wenn  die  Ungleichung  (3)  erfüllt  ist, 

cc  =  a   ,  , ,     ß  =  a  ,  , 

^e^ommen  werden.     Beachtet  man  dann  wieder  die  Gleichungen  (15), 
**     oxgiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (13),  (14)  die  erste 
**■  «^  hs'sche  Gleichung 

ö/u  +  l    av+l 

(17 


^  /       /  uy(x)  r\  (e)  dzdz  =  0 


af*      at 


(/i)r  =  l,2,'--m;/i  +  l<v<m). 

• 

Ungleich  viel  schwieriger  ist  die  Herleitung  der  zweiten  Fuchs- 
Gleichung,    aus   welcher   die  Weierstrass'sche    Gleichung   (9) 
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durch  Specialisirung  gewonnen  werden  kann;  es  handelt  sich  dabei  u 
die  Berechnung  des  Doppelintegrales 

(18)  S»=f    jUy{x)ri{z)dxds. 


V+i 


258.    Die  zweite  Fuchs'sohe  Gleichung. 

Wir  fuhren  ähnlich  wie  in  der  Nr.  256  (S.  511)  zwei  auf  < 
Curve  l  gelegene  veränderliche  Punkte  ein,  die  zu  beiden  Seiten  v« 
a   ,  i;  aber  in  der  Umgebung  dieses  Punktes  liegen.    Setzen  wir  wied 


a   =  a, 


",,  +  l  =  C,       %  +  2  =  b> 


so  möge  der  veränderliche  Punkt 

c  —  s  =  g 
auf  l  zwischen  a  und  c,  der  Punkt 

auf  l  zwischen  c  und  b  liegen.     Die  den  festen  Werthen 

s  =  6y     t  —  x 
entsprechenden  Punkte 

c  —  6  =  a}     c  -f-  r  =  6' 

mögen  so  beschauen  sein,  dass,  we 
s  in  dem  Intervalle  von  a  bis  N^ 
'<l/t*2  und  t  in  dem  Intervalle  von  M 
bis  r  verbleibt,  die  Punkte  £,  £ 
l  und  innerhalb  der  Umgebung  vo^ 
d.  h.  innerhalb  des  Kreises  verbleib 
der  den  Convergenzbereich  der  E 
Wickelungen  der  Integrale 

nach    aufsteigenden    Potenzen    v 
x —  ax  bildet  (vergl.  Fig.  18). 
Setzen  wir  dann 


S„=f  fuy{x)rl{z)dzdx, 


a 


Fig.  l-\ 


so  ist  offenbar 


(19) 


8   =liin5'. 
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Ferner  hat  man 

t     .- 

>     > 

flfj  =  —  I   I  Uy{x)ri{s)dxdzy 

a     b 

also  folgt,   wenn  wir  beide  Integrationsintervalle   in    den  Punkten  a 
beziehungsweise  V  theilen, 


t  %m 


ab  a 


-S;=  /  juij(x)n{z)dxd:  +  f  I  Uy(x)r)(z)dxds 


•  9  ■  9  ■         • 

ab  ab' 

*•      .  >  «■      «. 


+  /    I  Uy(x)i}(s)dxdz  +   t    I  Uy(x)r,(z)dxd3. 


a'     h  a'     h 


Wir  formen  nun  jedes  dieser  vier  Doppelintegrale  mit  Hülfe  der  Glei- 
chung (r)  um,  indem  wir  allemal  auf  die  Gleichungen  (13),  (14),  (15) 
Rücksicht  nehmen;  wir  erhalten  auf  diese  Weise 


)  f  Uy{x)rt(z)dxdz  =  D,_„.(j,{x)    f?W?l 

-A-,(.few>), 


a 


/# / 'lhj(x)n(s)dxdz  =  i>_„(y(A  /%?£) 

a  a 

./  J  W n(z)dxdz  =  /)_,  (?/(*),  ^ /  *®±f) 

«6  ft 


f.' 


b'  b' 

> 


-  d.M'™%  *«) + D-M-^>  *>)• 


a 


^M.Xren    wir   diese    vier  Gleichungen    und   beachten,   dass   nach   (13), 
M>,  (16) 
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a  a 

!Lmc  A-cCA??tx.  *('))  =ß.=i-h>  n{*))y{*)dx  =  o, 


b' 


b' 


lim  D_t  (,(,),  /üj^f)  =/Dx=c  („(*),  ^)  ,  (,)  <to  =  0 


b  b 

ist,  so  erhalten  wir  nach  Gleichung  (19) 

6' 


(20)  a-».8--Vm{Dj!0>  f-^+D^f'-^M^' 

Denken  wir  uns  das  Integral  y  von  (A)  z.  B.  durch  das  Fu 
mentalsystem 

#i>  y2>  •  •  •  yn> 

das  Integral  17  von  (A')  durch  das  adjungirte  Fundamentalsystem 

Vi>  %>  -  •  -  nn 

dargestellt,  so  lässt  sich  das  Doppelintegral  S    als  ein  Aggregat 
Gliedern  der  Form 


Z 


schreiben.     Seien 


V  +  i 


(21) 


n 

y  =  ^b  .y   , ,  .         («—i,!,-- 


«>, 


»  =  1 

n 


'/f-JS^Vf-M  ^  =  1,V- 


■) 


i  =  l 


die  zwischen  den  Punkten  a  ,  f  und  cx>  vermittelnden  Uebergao 
Substitutionen  der  Differentialgleichungen  (A)  beziehungsweise  (A 
dann  ist 

also  mit  Bücksicht  auf  (20) 


(22)        S^  fi)  = 


n  n 


f— 1    ^  =  1 


fe  .c,.  lim 

J      ?=c 


6' 


»-,(»,«.(.).  r*^o 


+*.-t(/H£*,W'>)J 
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Die  Berechnung  des  Doppelintegrales  (18)  ist  somit  auf  die  Berech- 
nung des  auf  der  rechten  Seite  unter  dem  Summenzeichen  auftretenden 
Grenzwerthes  zurückgeführt.  Herr  Fuchs  findet,  dass  dieser 
Grenzwerth  verschwindet,  wenn  i  von  j  verschieden  ist,  und 
dass  er  für  i=j  den  Werth 

{  "     8in«r^  +  lf|. 

a xi  nimmt.  Wir  versagen  es  uns,  die  überaus  feine  und  eigenartige 
-Rechnung,  durch  welche  Herr  Fuchs  dieses  einfache  Resultat  erzielt, 
hi&T  wiederzugeben,  verweisen  vielmehr  auf  die  Abhandlung  von 
Fuchs  im  76.  Bande  des  Crelle'schen  Journals,  wo  diese  Rech- 
in  den  Nummern  13 — 19  auf  S.  195 — 206  durchgeführt  ist. 
Grund  dieses  Ergebnisses  findet  Herr  Fuchs  somit  die  Gleichung 

«%  p—  nru  4-  l,i  V— 1 

=  y  (— i)  *6  •«„■  --.--- — , 

^j  v         J         at  fit      8in*r    i  j  f.     7 

«lie     ^ir  ajg  zweite  Fuchs'sche   Gleichung  bezeichnen  und  der  ersten 
1T*    «ier  Form 

«fi  +  l     aV-f  1 

J     juya{x)n?{z)dxdz  =  0 


*fi  av 


K^schriebenen  Gleichung  (17)  an  die  Seite  stellen. 


Bedeutung  der  Fuohs 'sehen  Gleichungen  als  Relationen  zwischen 
«3-en  Coefficienten  der  Fundamentalsubstitutionen  und  gewissen 

bestimmten  Integralen. 

In  einer  späteren  Arbeit  hat  Herr  Fuchs  die  rechte  Seite  seiner 

^iten  Gleichung  noch  etwas  umgeformt  und  aus  beiden  Gleichungen 

°**     einige    weitere    Consequenzen   gezogen,    die    wir    hier    darlegen 

Da  nach  dem  Theoreme  der  Nr.  23  (Bd.  I,  S.  65,  66)   die  Sub- 
.   ^^tionen,  welche  zwei  adjungirte  Paare  von  Fundamentalsystemen  in 
^^^^der  überführen,  zu  einander  reeiprok  sind,  so  haben  wir  für  die 
e^Rcienten  der  Substitutionen  (21)  die  Beziehungen 


n 


2h.teiHmmiap  <«,/»- 1,1. -»>, 


1  =  1 


522  XII.    Theorie  der  Eu  ler 'sehen  Transformirten.    Kapitel  6. 

wo  dai  in  gewöhnlicher  Weise  Null  oder  Eins  bedeutet,  je  nachc 
a  von  ß  verschieden  ist  oder  nicht.     Bezeichnen  wir  also  mit  B  . 
zu  dem  Elemente  bai  gehörige  Silbdeterminante  der  Determinante 

J  =\b    .  (a,  i=l,  2,    -ii) 

i     o  i 

und  setzen 

(2°)  haiC(ii=         J=Ai> 

(26)  e2Mrft+^iV=l  —  li9 

so  nimmt  die  Gleichung  (23)  die  Form  an 

Die  Grössen  X.  sind  die  Wurzeln  der  zu  x  =  ax  gehörigen  Fun 
mentalgleichung  der  Differentialgleichung  (A),  also  lautet  (vergl.  Nr. 
Bd.  I,  S.  101)  die  Fundamentalsubstitution,  die  das  Fundamentalsysl 
[ya]  von  (A)  bei  einem  Umlaufe  um  a   ,  x  erleidet, 

wenn  wir  setzen 

kx  0   •  •  •  0 

*-(*.,),      ft-l°    1f-0 

(a,  1=1,2,      n)  t 


»  ' 


Wenn   die   Substitution  A    ,t   bekannt  ist,  so  sind  die    k. ,  k9,  •• 

^4  +  1  '  1  '  8  ' 

nach  Auflösung  einer  Gleichung  nUn  Grades  ebenfalls  bekannt,  und 
Coefficienten  der  Substitution  B  ergeben  sich  (vergl.  Nr.  33)  dv 
Auflösung  eines  Systems  linearer  Gleichungen.  Also  sind  die  reel 
Seiten  der  Gleichungen  (27)  für 

a,  ß  =  1,  2,  •  •  •  n 

wohlbestimmte  algebraische  Functionen  der  Coefficienten  der  Substitu 
A    ,  lf  d.  h.: 

Die  Gleichungen  (27)  repräsentiren  für 

a,  ß  =  1,  2,  •  •  •  n 

n    Gleichungen  für  die  Coefficienten  der  Fundamentalsub: 
tution    A  +1,    die    das    Fundamentalsystem    [yj    von    (A) 
einem  Umlaufe  um  den  singulären  Punkt  a    .  f    erleidet. 

Die   linken    Seiten   der   Gleichungen    (24)    und   (27)   lassen   s 
wenn    man   für    U  seinen   Ausdruck   (10)   einsetzt,    als  Aggregate 
den  Integralen 
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(28) 


(  X+1 

*$  -J  *v*)rf* 


li 
t> 


einzuteilen.     Denken  wir  uns   die  Corve  l   als   einen  Querschnitt   und 
b^^eeichnen   das  eine  Ufer   desselben  als  das  positive,   das  gegenüber- 
ende als  das  negative,  so  haben  wir  die  Integrale  (28)  längs  eines 
^stimmten  dieser  Ufer,  z.  B.  längs  des  positiven  zu  erstrecken.   Wir 
n  nun  den  Integralen  (28),   für   (i  =  1,  2,  •••  m  —  1,   noch  die 
Jen  Systeme  von  Integralen 

«, 

Jta  =  I  xxya(x)dx, 

9.' 


•tu 


"1 

KaX     ^j^V^dx 


•m 


au,  in  welchen   die  Integration  jetzt   längs   des   negativen  Ufers 
l  zn  vollziehen  ist.    Dann  ist  die  Gesammtheit  der  hintereinander 
^^^'chlaufenen  Integrationswege 

Trivalent  einem  geschlossenen  Umlaufe  um  den  Punkt  x  =  oo   und 
Punkte  bx ,  bt ,  •  •  •  b  ;  wir  haben  also 


3 


m 


2^-'.» 

/I=l 


m 


yz™  -  h . ,, 

7*  =  1 


die  jra2,  Aa/l  bestimmte  Constanten  bedeuten. 
Nun  ist  zufolge   der  Lagrange'schen  Beziehung   (Nr.  24,  Bd.  I, 
9,  Gleichung  (30))  für  das  Integral  ya  von  (A) 

-yaD;{xx)  =  ±Dx{ya,xx), 


,  gemäss  den  über  die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundarnental- 
^*chungen  gemachten  Voraussetzungen, 


i 
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(30)  fva(*)DJ(*l)**-09 


und  analog  folgt 


V 


>+i 


(31)  fV(i(x)Dx(xx)dx  =  0. 


Die  Ausdrücke 


"f 


sind  ganze  rationale  Functionen  von  x  vom  Grade 

n(m  +  q  —  1)  +  A; 
setzen  wir  also  in  (30)  und  (31)  successive 

1-0,1,2,..-, 
so  erkennen  wir,  dass  die  Integrale  Jjy  und  K^l  sich  durch 

7</0  T<A<)  J<M) 

°a0>     °a\y    '   '   *    Ua,n(m  +  Q— 1)  —  1 

beziehungsweise 

homogen  linear  darstellen  lassen  mit  Coefficienten,  die  von  den  in  d^^^^u 
Coefficienten  der  Differentialgleichung  (A)  auftretenden  constanvfc  ^^ 
Parametern  rational  abhängen. 

Es  sind  also  die  Coefficienten  der  Fundamentalsubstit       u~ 
tionen  A    ,  x  mit  den  Grössen 

(32)  J^l,    K%>  (a-l,!1....!2-0,V...(«+?-l)-l) 

und  den  in  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  am^*^* 
tretenden  Parametern  durch  die  Gleichungen  (27)  algebrais-  <5l 
verknüpft,  während  zwischen  den  Grössen  (32)  und  den  Pa. 
metern  der  Differentialgleichung  die  Gleichungen  (24) 
stehen.  Ueberdies  befriedigen  die  Grössen  (32)  für  ft  =  1,2,-  -  *  ** 
noch  die  Gleichungen  (29). 

Man  wird  mit  diesem  Ergebnisse  einerseits  die  Resultate  **6r 
Nummern  207  (S.  302)  und  225  (S.  381,  382),  andererseits  die  in  der 
Nr.  242  (S.  455)  erwähnten  Beziehungen  zwischen  den  CoefficieÄ^**^11 
der  Uebergangssubstitutionen  in  Verbindung  zu  setzen  haben. 


a- 
e- 


Nachträge  und  Berichtigungen 

zum  ersten  Bande. 


S.  3,  Zeile  9  v.  o.  ist  statt  „elliptischen"  besser  zu  setzen  „doppelt- 
odischen". 

S.  15,  Zeile  1  v.  o.  lies  (2)  statt  (3). 

S.  23,  Zeile  15  v.  o.  lies  (2)  statt  (6). 

S.  23,  Zeile  2  v.  u.  lies  (6)  statt  (5). 

S.  27  am  Kopfe  lies  10  statt  11. 

S.  54,  Gleich.  (1)  und  S.  55,  Gleich.  (B)  auf  der  rechten  Seite, 
9,  Gleich.  (31)  auf  der  linken  und  in  der  zweiten  Gleichung  von 

auf  der  rechten  Seite,  ist  am  Fusse  des  ersten  Summenzeichens 
setzen  x  =  1  statt  x  =  0 . 

S.  63  ist  hinter  der  ersten  Gleichung  von  (19)  zu  setzen 

x  =  0,  1,  •  •  •  (n  —  2)     statt    x  =  0,  1,  •  •  •  (w  —  1) . 

S.  95,  Zeile  14  v.  u.     Die  reciproke  Substitution  müsste  genauer 
***     der  Form 

(äA'J  (A,x=l,V  ••*) 

K^^ohrieben  werden,  wo 


a,    =  a  , 

hx  y.h 


i«t_ 


Ebenso  müsste  die  Gleichung  in  Zeile  9  v.  u.  lauten 


— i 


(O    =(0» 


Ax  xk 


TL/^^tzt  wurde.     Der  einfacheren  Schreibweise  wegen  wurde  aber  hier 
^**bo  wie  auch  oft  im  Folgenden  die  aus  einer  Substitution 

*"*sh  Transposition  hervorgehende  Substitution  schlechtweg  durch 

u  («x  J         «, «  =  i,  *,  •  •  • .) 

5as^ichnet 

S.  102,  Zeile  9  v.  u.  lies  „Nr.  30  (S.  93)"  statt  Nr.  31. 
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S.  103.    Für  den  Zeile  6  v.  o.  erwähnten  Determinantensatz  vergl 
die  Nr.  167  (S.  127  ff.  des  vorliegenden  Bandes). 

S.  113,  Zeile  20  v.  o.  ist  zwischen  „etwa"  und  „Functionen"  eil 
zuschalten  „linear  unabhängige". 

S.  127,  Zeile  8  v.  o.  ist  zwischen  „Uangzahlen"  und  „bilden"  ei: 
zuschalten  „von  n  subtrahirt";  Zeile  14  v.  o.  und  5  v.  u.  lies  „Minuendu* 
statt  „Subtrahendus". 

S.  133  ff.  Riemann  bezeichnet  eine  Stelle,  die  nach  unsei 
Terminologie  ein  p-facher  Windlingspunkt  genannt  wird,  als  ein« 
(q  —  1)- fachen  Windungspunkt. 

S.  140,  Zeile  12  v.  u.  lies  „keine  negativen"  statt  „nur  positiv  *^^  — e' 

S.  142,  Zeile  7  v.  o.  ist  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  dn    ■    ^cu 
Gliede  xr     fXl  der  Factor  log  x  hinzuzufügen. 

Zu  Nr.  53  (Bd.  I,  S.  184 ff.): 

Das  auf  S.  185  (Bd.  I)  angegebene  allgemeine  Kriterium  für  <■"  m  die 
Existenz  einer  zum  Exponenten  rx  gehörigen  Reihe  g(x,r),  wona-Äach 
der  Rang  des  Systems  (37)  mit  dem  Range  des  Systems 

übereinstimmen  muss,  führt  auch  leicht  auf  ein  von  Herrn  Hefft-=zrÄer 
aufgestelltes  Verfahren  zur  Entscheidung  der  in  Rede  stehenden  Frag,  — ge. 
Wir    bezeichnen    kurz   die   Elemente   aaa   des    Systems   (37)    als     ^*-  die 
Diagonalglieder.    Multiplicirt  man  dann  die  Elemente  der  nicht  t er- 
schwindende Diagonalglieder  enthaltenden  (Vertical-)Reihen  des  Syste       ms 
(37)  mit  geeigneten  Constanten  und  addirt  dieselben  zu  den  Elemen^Kea 
der  vorhergehenden  Reihen  hinzu,  so  kann  man  das  System  (37)         ln 

ein  anderes  umformen,  in  welchem  alle  Elemente,  die  nicht  Diagon *1- 

glieder  sind  oder  in  einer  der  Zeilen 

stehen,  verschwinden.  Multiplicirt  man  ferner  die  Elemente  der  nie- 
verschwindende  Diagonalglieder  enthaltenden  Zeilen  mit  geeigneten  Co. 
stanten  und  addirt  sie  zu  den  Elementen  der  folgenden  Zeilen  hinz" 
so  kann  man  zu  einem  Systeme 

(37a)  ('.,)     C^iV.::?) 

gelangen,    in    welchem    auch    noch    diejenigen    Elemente    der    Zeile*^ 
5X— u  sx_s>  '  *  '  so  verschwinden,  die  nicht  in  einer  der  Reihen 

stehen.     Von  dem  so  erhaltenen  Systeme  (37a)   ist  zunächst  evidenc^ 


x 
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<kss  sein  Rang  mit  dem  Range  von  (37),   und  dass  ebenso  der  Rang 
des  Systems 

(äap)        (<*,£= i,2,     j0) 

mit  dem  des  Systems  (0)  übereinstimmt. 
Bezeichnet  man  durch 

(I)  2i.a*        v  (af/Vr-M,-"*> 

die  Determinante,  welche  aus  2J.  (Bd.  I,  S.  187)  hervorgeht,  indem  man 
die  Zeilen  und  (Vertical-)Reihen  ,stt,  $i9  •  •  •  s    weglässt,  und  setzt 

so  ist  klar,  dass  die  säinmtlichen  Determinanten  (I)  ebenso  wie  die  2? 
selbst,  gebildet  aus  den  Elementen  des  Systems  (37),  denselben  Werth 
haben,  wie  die  entsprechenden  Determinanten,  gebildet  aus  den  Ele- 
menten von  (37a).  Für  das  letztere  System  übersieht  man  aber  un- 
mittelbar, dass 

(H)  2?.    t  =  +  «  Ä.    tZ., 

(III)  T       '  ,    =+ä  A2.>-A     .2 

,st.      Bei  Entscheidung  der  Frage,  ob  sich  für  %(rx)  ein  von  Null  ver 
Sct*iedener  Werth  ergiebt,  kommen  aber  offenbar  diejenigen  Zeilen  und 
-**^ilien,  die  abgesehen  von   dem  Diagonalgliede  aus  lauter  Nullen  be- 
s*^lien,  nicht  in  Betracht.    Wir  können  also  das  System  (37)  beziehungs- 

se  (37a)  durch  das  System 

l)  (ä    \         /«  =   *x-n'x-3.  •    'oA 

^"^«tzen.     Nun    muss   jedenfalls    die    Determinante    Z0    verschwinden; 
nn  (vergl.  (a),  Bd.  I,  S.  188) 

E     ,  =  0,    £.  4=  0 
,  so  folgt  aus  (III) 

ä  =0,     ä  =4=0         (2=x-i-i,  x-»-a,-o) 

^>nd   wir   können    offenbar   das  System   (37  b)    noch    weiter   reduciren, 
^*dem  wir  die  Zeilen,  welche  den  Werthen 

Entsprechen,  weglassen,  so  dass  also  das  System 

^37c)  (%)     (j:*XiV.  '■•'■Xi'/) 

"Verbleibt,  dessen  Rang  mit  dem  Range  des  Systems 
<IV)  (äai)         K^=»*x-ii  •••««—•) 
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übereinstimmen  muss.     Hierfür  ist  nothwendig 

w  Vi.»-0» 


und  stets  hinreichend 


*X — fl*  v 


Die  letzteren  Gleichungen  besagen  nichts  Anderes,  als  dass  die  Deter- 
minanten (ß)  (Bd.  I,  S.  188)  sämmtlich  verschwinden.  In  der  That 
folgt  z.  B.  aus  (III)  und  aus  der  Gleichung 


^0;  x— 1,  x— 8,-   •«— /i-f  1 


=  Ä         (r )  2? 

*x— <«  v  *'*x— 1i  *x— 2 » '  •  *  *x — j 


(vergl.  Bd.  I,  S.  188,  wo  diese  Gleichung  für  (i  =  i  angegeben  ist*)) 
unmittelbar 

Damit  ist  zunächst  die  auf  S.  189  (Bd.  I)  angegebene  stets  hinreichende 
(nur  im  Falle,  wo  das  System  (0)  vom  Range  r0  —  rx  —  i  ist,  auch 
nothwendige)  Bedingung  unmittelbar  in  Evidenz  gesetzt. 

Nimmt   man  die  stets  nothwendige  Bedingung  (V)  als  erfüllt  an, 
so  kann  man  das  System  (37c)  durch 

ersetzen,  welches  jetzt  genau  dieselbe  Beschaffenheit  besitzt  wie  das 
ursprüngliche  (37).  Reducirt  man  dasselbe  auf  die  für  (37)  angegebene 
Weise,  so  kommt  man  wieder  auf  eine  stets  nothwendige  und  eine 
Gruppe  stets  hinreichender  Bedingungen.  Setzt  man  die  nothwendige 
Bedingung  als  erfüllt  voraus,  so  hat  das  reducirte  System  wieder  die 
Form  von  (37),  und  man  kann  diese  Reduction  so  lange  wiederholen, 
bis  ein  System  erscheint,  welches  aus  einem  einzigen  Elemente  besteht 
Dieses  Element  muss  dann  verschwinden. 


S.  195,  Zeile  9  v.  u.  ist  das  specielle  Kriterium  (Bd.  I,  S.  189) 
gemeint.  Die  Zeile  9 — 16  v.  o.  für  rx  gemachte  Bemerkung  gilt  natür- 
lich auch  für  jedes  ra  («=i,  2,  x),  da  offenbar  die  zu  den  Exponen 
ro>  ri>  ' '  '  ra  gehörigen  Reihen  in  der  Form 

r  =  0 

*)  Daselbst  ist  auf  der  rechten  Seite  r    an  die  Stelle  von  r  zu  setzen. 


Nachträge  und  Berichtigungen  zum  ersten  Bande.  529 

darstellbar  sind.    Darum  liefert  das  specielle  Kriterium  eben  für  jedes 
a  =  1,  2,  •  •  •  x  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen. 

S.  210,  Zeile  1,  2  v.  o.  ist  in  den  Gleichungen  j;  statt  x  als  un- 
abhängige Variable  der  Differentialquotienten  zu  schreiben,  also 

d-\    *=*,..•     statt     -X    --~V". 
d?y    d^-lf  dx«'    dx"-1' 

S.  218.  Die  m  •  n  Functionen  yxi  brauchen  (vergl.  Thom6,  Crelle's 
Journal,  Bd.  115,  S.  138  ff.)  im  Allgemeinen  nicht  linear  unabhängig 
zu  sein.     Sind  nur  l  <mn  derselben,  etwa 

von   einander   linear   unabhängig,   so   befriedigen   alle  y.n  die   lineare 
Differentialgleichung  lteT  Ordnung 

*>(yiyi.y«i"-yi)_0 

-ö(yii y2» •••  y*)  ~    ' 

von   der   ebenso   wie   a.  a.  0.  für   die  Differentialgleichung  (3)    folgt, 
dass  ihre  Coefficienten  rationale  Functionen  von  x  sind. 

S.  222,  Zeile  15  v.  u.,  unter  dem  £- Zeichen  lies  gy(o)  statt  #0((>). 

S.  244,  Zeile  11  v.  u.  lautet  der  Coefficient  von  %  nicht  qn9 

'  dz11-1  *ü' 

sondern  q{. 

S.  257,  Zeile  10  v.  o.,   in   der   Formel,   lies   im   Nenner   ß  —  1 
statt  ß  +  1. 

S.  288,  Zeile  3  v.  o.  muss  es  im  Coefficienten  von  e      2)  heissen 

„ —  pt      statt     +    ö —  P*  • 

S.  307,  Nr.  86.  Wenn  in  •  der  Differentialgleichung  (A)  der  Coeffi- 
cient der  (n  —  l)*611  Ableitung  nicht  verschwindet,  so  besitzt  die  aus 
den  Coefficienten  der  Recursionsformel  gebildete  unendliche  Determi- 
nante nicht  mehr  die  Normalfbrm  (Nr.  77,  Bd.  I,  S.  276),  man  kann 
aber  die  Convergenz  derselben  erweisen,  indem  man  sich  des  folgenden 
'von  Herrn  Helge  von  Koch  (Comptes  Rendus,  18931,  S.  179 ff.)  auf- 
gestellten Satzes  bedient. 

Herr  von  Koch  definirt  (a.  a.  0.)  die  Convergenz  einer  unend- 
lichen Determinante,  indem. ;er  von  der  Darstellung  HI  (Nr.  78,  Bd.  I, 
S.  278)  ausgeht.     Die  unendliche  Determinante 

D  =  [a.J         (/,  x=-  x , .  •  •  +  oo) 

"*rird   also   convergent   genannt,   wenn   das  Product    I  la..    unbedingt 
konvergent  ist,  und  die  Summe  der  Producte 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    IL  34 
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2  ±  n», 

i 

einen  endlichen  Werth  besitzt.  Als  Verallgemeinerung  des  (Poincar 
sehen)  Satzes  (Nr.  77,  Bd.  I,  S.  276),  dass  die  unendliche  Determinan 
convergirt,  wenn  die  Reihen 

'*  i    ««V      ^j    '*  I    '«I 


x 


convergent  sind,  ergiebt  sich  dann  der  gedachte  Satz: 

Die  unendliche  Determinante  D  ist  convergent,  wenn  d 
Reihen 

2\*«\>  222\a*>m»\>  2222\w«\ 

i  i  j  x  i  j  x  t 

convergent  sind. 

S.  311  muss  Zeile  2,  3,  4  v.  o.  lauten:  „so  ist  nach  dem  Mull 
plicationstheoreme  der  unendlichen  Determinanten  die  aus  den  d  g 
bildete  Determinante  convergent  und  gleich  dem  Producte  von  A(, 
und  H(p),  d.  h.  wir  haben". 

Zu  den  Nummern  95,  96  (Bd.  I,  S.  339  ff.): 

S.  340,  Gleichung  (10)  lautet  der  Factor  von  Dr  auf  der  rechten  Sei 
nicht  r,  sondern  v]  Gleichung  (11)  lautet  der  Nenner  im  letzten  Glie< 
der  linken  Seite  x      und  nicht  x  . 

S.  341  ff.  ist  es  vielleicht  zweckmässig,  deutlicher  hervortreten  2 
lassen,  dass  die  Darstellbarkeit  der  Function  w  in  der  Form 

d.  h.  die  Convergenz  der  Reihe  auf  der  rechten  Seite,  ausdrücklich  g 
fordert  wird.     Es  möge  darum 

S.  341,  Zeile  5 — 7  v.  o.  lauten:  „der  Differentialgleichung  (Sl)  da 
stellt,  und  wenn,  falls  wir  setzen 


v  =  xw 

x 


die  so  definirte  Function  w  von  |  in  der  Form". 

S.  342,  Zeile  10  v.  u.   ist   an   Stelle   von   „Differentialgleichung 

besser  zu  setzen  „Gleichung".    Die  auf  S.  342  definirten  wx  (2  —  1,2,..- 

sind  natürlich  von  den  auf  S.  341  eingeführten  wr  auseinander  zu  halte 

S.  343  am  Schlüsse  der  Nr.  95  wäre  noch  Folgendes  hinzuzufügei 

Im  Allgemeinen  ist  für  x  >  0  eine  Entwicklung  der  Function 

v 

nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  £  nicht  möglich,  sondern  die  En 
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Wickelung  von  w  nach  Potenzen  von  {;  enthält  noch  unendlich  viele 
negative  Potenzen.  Die  Bestimmung  der  wx,  vX7  zx  ist  aber  gleichwohl 
Auf  die  angegebene  Weise  möglich,  diese  Grössen  stellen  jedoch  keine 
Xösungen  der  Gleichungen  (11),  (12),  (21)  dar,  wir  können  vielmehr 
xur  sagen:    In 

<i  +  ^_1(£)w>;;~1h Mo 

Allen  die  x  -f-  1  niedrigsten  Potenzen  von  £  und  folglich  in 

die  x  +  1  höchsten  Potenzen  von  x  weg.     Es  ist  also 

C  i4a)         v*  +  g^p1  H H  9„x  =  Baa;(,,"1)x"1  H , 

wo  Bx  eine  einfach  zu  bestimmende  Constante  bedeutet. 

Die  Bedingungen  dafür,  dass  die  zx  wirkliche  Lösungen  der  Diffe- 
rentialgleichung ($)  darstellen,  ergeben  sich  mit  Rücksicht  auf  den 
Umstand,  dass  die  für  w  angesetzte  Reihe 

w  =  co  +  cit  +  cJ*  H > 

falls  sie  convergent  ist,  mit  der  xten  Potenz  von  £  abbrechen  muss,  in 
der-    Form,  dass  die  Coefficienten 

Ve*~schwinden  müssen. 

S.  343,  in  der  Gleich.  (15)  sind  im  Coefficienten  von  u  die  Glieder 

"**   H-  Da,.  +  9>>rX  +  ^.-i")  +  •  •  •  +  *<„_„>,  +  A,i)  +  *>.. 
,l*«ttzaftlgen;  entsprechend  ist 

S.  344  in  der  ersten  Gleichung  oben  im  Factor  von  u  der  Coeffi- 
ci«*xt  von  aif—I,("+,)  statt  6„_lil<71  gleich 

**  nehmen,  und  auch  (Zeile  11  v.  o.)  in  dem  Ausdrucke  für  die 
^^^iminirende  Function  das  Glied  +  Bx  hinzuzufügen,  wo  Bx  die 
^^cl  die  Gleichung  (14  a)  definirte  Grösse  bedeutet. 

S.  346,  Zeile  12  v.  u.  ist  hinter  „von  x"  hinzuzufügen  „mit  einer 
^liehen  Anzahl  von  Potenzen  mit  positivem  Exponenten". 

S.  347,  Zeile  11  v.  o.  ist  hinter  „dass"  einzuschalten  „seine  loga- 
^7***ni8che   Ableitung   für  x  =  oo    von   endlicher  Ordnung   unendlich 
und  überdies". 

S.  402  in  der  Gleichung  (31)  hat  man,  da  ^  =  1  zu  nehmen  ist, 

i/>0 

y      =  0. 


*U* 
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S.  404,  Zeile  6  v.  u.  und  S.  405,  Zeile  1  v.  o.  lies  H.    statt  I 

7  7  t  y 

S.  409,  Nr.  114   ist   stillschweigend   die  Voraussetzung   gema< 
dass   y^z),  <P0(2)   keinen  gemeinsamen   Theiler  besitzen.     Wäre   e1 

(z  —  a)    ein  gemeinsamer  Theiler  dieser  beiden  ganzen  Functionen, 
besasse  (AJ  offenbar  die  Lösungen 


ax       _   ax  X  —  1   ax 

?     ,    xe    ,   •  •  • 

S.  410,  Zeile  13  v.  u.  soll  lauten 


l     =  s  s.s   1sK1 

«,6  aha        b 


S.  421   oben.     Die    Definition    von    T{q)    durch    das    sogenan 
Euler 'sehe  Integral  zweiter  Gattung 


OD 


fe~tf-1dt=r(Q) 
o 

gilt  natürlich   nur  für  Werthe  von  q,   deren  realer  Theil  positiv 
Für  ein  beliebiges  q  hat  eben  die  Gleichung 


I  e-ttf-1dt  =  r(Q) 


als  Definition  von  r(ß)  zu  gelten,  wo  die  Integration  längs  des  S.  4 
Zeile  6 — 3  v.  u.  (Bd.  I)  beschriebenen  Weges  zu  erstrecken  ist. 
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Dreizehnter  Abschnitt. 
Theorie  der  elliptischen  Modulfunction. 

Erstes  Kapitel. 

260.  Die  Umkehrungsfunction  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung. 
Formulirung  des  Problems  der  Theorie  der  elliptischen  Modulfunction. 

Die  Periodicitätsmoduln  4K  und  2K'i  des  elliptischen  Integrales 
erster  Gattung  mit  dem  Modul  z  =  x  genügen,  wie  in  der  Nr.  248 
(Bd.  II,  1,  S.  477)  gezeigt  worden  ist,  als  Functionen  von  z  aufgefasst 
der  Legendre'schen  Differentialgleichung 

(L)  J?(i_*)^  +  (i_2*)g-±tt  =  0. 

Das  eingehende  Studium  dieser  Differentialgleichung  soll  uns  zunächst 

beschäftigen. 

Um  gleich  die  Beziehung  der  anzustellenden  Erwägungen  zu  der 

Theorie  der  elliptischen  Transcendenten  hervorzuheben,  bemerken  wir, 

dass  das  Integral  erster  Gattung 

i 

=  f       *y        =  l  C*     dx  U  =  -) 

eine  Function   der  beiden   von   einander   unabhängigen  Variabein   y 
und  z  ist. 

Während  man  nun  in  der  Theorie  der  elliptischen  Transcendenten, 
wie  sie  von  Abel  und  Jacobi  begründet  worden  ist,  vorwiegend  tp 
ab  Function  von  y  studirt,  indem  man  dem  Modul  z  einen  beliebigen, 
aber  festen  Werth  beilegt,  haben  wir  es  umgekehrt  mit  der  Unter- 
suchung von  tp  als  Function  des  Moduls  z  zu  thun,  wobei  wir  dem  y 
einen  constanten  Werth  beilegen.  Für  ein  beliebiges  y  befriedigt  das 
Integral  <p  offenbar  (vergl.  die  Gleichung  (22),  Nr.  234,  Bd.  II,  1,  S.  420) 
die  nicht  homogene  lineare  Differentialgleichung 

Schlesinger,  Differentialgleichungen,  n,  2.  1 


L, 
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0  v  ' 

wir  betrachten  nur  diejenigen  y -Werthe,  für  welche  das  Glied  auf  < 
rechten  Seite  verschwindet,  was  offenbar  keine  wesentliche  Beschri 
kung  ist. 

In  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  spielt  die  Umkehrung 
function  y  als  Function  von  g>  eine  wichtige  Rolle,  ja  sie  wird  sog 
seit  Abel  und  Jacob i  zur  Grundlage  der  Theorie  gemacht,  weil 
eine  eindeutige  Function  ist.     Und  zwar  ist  y  nicht  allein  eine  e 
deutige  Function  von  qp,  sondern  die  Darstellung  dieser  Function 

y  =  sin  am  g> 

durch  die  Jacobi'sche  Thetafunction  lässt  auch  erkennen,  dass  y 
sehr  übersichtlicher  Weise  von  dem  Quotienten 

K'i 


der  beiden  completten  Integrale  abhängt  Aus  dieser  Darstellung  < 
Function  sin  am  erhält  man,  indem  man  dem  q>  geeignete  constai 
Werthe  beilegt,  eine  Darstellung  des  Moduls  x  =  ]/#  als  Functi 
von  r,  welche  lehrt,  dass  diese  Function,  die  sogenannte  elliptisc 
Modulfunction,  eine  eindeutige  ist. 

Es  ergiebt  sich  also  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Function 
dass  in  der  Differentialgleichung  (L)  die  unabhängige  Variabh 
eine  eindeutige  Function  des  Quotienten  r  zweier  linear  u 
abhängiger  Integrale  ist,  ein  Resultat,  welches  uns  auf  den  ( 
dankenkreis  des  elften  Abschnittes  zurückverweist. 

Da  es  uns  nicht  allein  auf  die  Discussion  der  Differentialgleichu 
(L)  ankommt,  sondern  vielmehr  auf  die  Untersuchung  allgemeine; 
Differentialgleichungen,  welche  analoge  Eigenschaften  darbieten,  ^ 
die  eben  fär  (L)  hervorgehobene,  so  wäre  es  für  unsere  Zwecke  ni< 
rathsam,  das  erwähnte  Resultat  der  Theorie  der  elliptischen  Functioi 
zu  entnehmen,  wir  werden  vielmehr  trachten,  dasselbe  unabhänj 
von  jener  Theorie  herzuleiten,  d.  h.  genauer  gesprochen: 

Wir  wollen  die  Eigenschaften  von  K7  K'i}  r,  z  nicht  dadui 
kennen  lernen,  dass  wir  erst  die  Untersuchung  der  allgemeinen  1 
ziehung  zwischen  y,  q>}  r,  z  vornehmen  und  dann  dem  g>  specie 
Werthe  zuertheilen,  sondern  stellen  uns  die  Aufgabe,  direct  an  d 
Functionen  K7  ICi}  beziehungsweise  an  der  Differentialgleichung  ( 
selbst    die    Natur    der   Beziehung    zwischen   z   und   x    zu    erforscht 
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Hierfür  bieten  sich  zwei  wesentlich  verschiedene  Wege  dar. 
Der  eine  ist  von  Herrn  Fuchs  eingeschlagen  worden;  bei  dem- 
selben wird  nur  von  den  Entwickelungen  der  K}  K'i  in  der  Umgebung 
der  singulären  Stellen  und  von  dem  Verhalten  derselben  bei  Umläufen 
«-m  diese  Stellen  Gebrauch  gemacht,  die  Darstellung  jener  Functionen 
cJtarch  bestimmte  Integrale  kommt  nur  beiläufig  in  Betracht.     Diesen 
eg  werden  wir  später  bei  der  Behandlung  von  allgemeineren  Fragen 
Wesentlichen  zu  befolgen  haben. 

Der  andere  Weg  schliesst  sich  wesentlich  an   die  Integraldarstel- 
der  K,  K'i  an;  er  hat  dem  ersteren  gegenüber  den  Mangel,  dass 
icht  wie  dieser  unmittelbar  für  die  in  Betracht  kommenden  all- 
«ineren  Fragen  nutzbar  gemacht  werden  kann,  dagegen  führt  er  in 
völlig  naturgemässer  Weise  auch  zu  den  aus  der  Theorie   der  ellipti- 
sche;» Functionen  sich  ergebenden  Entwickelungen  von  K}  K'i  und  z 
*ls      ^Functionen  von  r,  und  beansprucht   überdies   ein   hervorragendes 
historisches  Interesse,  weil  Gauss  auf   demselben  in  die  Theorie  der 
eU-il>*ftischen  Functionen  eingedrungen  ist.     Man  bezeichnet  diesen  Weg 
na<^h    Gauss    als   die    Theorie    des   arithmetisch-geometrischen 
Mittels,  und  wir  wollen  nunmehr  zur  Darlegung  dieser  Theorie  über- 
R^ix^Hj   indem  wir  zunächst  auf  die  historische   Quelle  derselben,  die 
Sof?^xiannte  Landen'sche  Transformation,  zurückgreifen. 

«61.     Die  Landen'sche  Transformation   in  ihrer  historischen  Ent- 
^^kelung.     Fagnano,   Landen,   Lagrange.      Anwendungen    der 

Landen'schen  Transformation. 

Da  es  äusserst  interessant  ist  zu  verfolgen,  wie  die  Landen'sche 

^'^Usformation  sich  historisch   entwickelt  hat,  wollen  wir  in   kurzen 

TT 

UI**rissen  die  scheinbar  ganz  vereinzelt  dastehenden  Bemerkungen  an- 

^b^H,  aus  denen  sich  diese  merkwürdige  Transformation  zusammenfügte. 
Die  erste  Bemerkung  verdankt  man  dem  italienischen  Mathematiker 
^^fen  Fagnano.    Derselbe  betrachtet  eine  Ellipse  für  rechtwinkelige 
C°ordinaten 

a  o 

U*<1   setzt 

x  =  a  cos  # , 

°    also  #  die  excentrische  Anomalie  bedeutet.     Sei  M  ein  Ellipsen- 
*^**iVt,  gehörig  zu  dem  Werthe  #  =  #,  N  ein  zweiter  Ellipsenpunkt, 

*5^u3rig  zu  dem  Werthe  #  =  — <p,  wo  zwischen  q>  und  ^  die  Be- 

itmg 

1* 
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a  tg  i>  =  b  tgtp 

besteht.  Mögen  ferner  A,  B  die  Punkte  sein,  in  denen  die  Ellipse  von 
der  positiven  x-  beziehungsweise  y-Axe  getroffen  wird,  und  bedeute  P 
den  Punkt,  in  welchem  die  in  M  an  die  Ellipse  gezogene  Tangente 
das  von  dem  Ellipsenmittelpunkte  aus  auf  dieselbe  gefällte  Perpen- 
dikel schneidet.     Dann  zeigt  Fagnano,  dass   die  Summe  der  beiden 

Ellipsenbögen  MB  und  AN  gleich  der  geradlinigen  Strecke  MP 
ist.  Bezeichnet  man  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  von  M  durch 
(|,  17),  so  ergiebt  sich  für  diese  Strecke  der  Ausdruck 


"-'-«£/£*.  ' 


a  —  0 


Landen  fahrt  nun  in  den  Ausdruck  für  den  Ellipsenbögen  BM 


0  * 

die  Grosse  t  als  neue  Variable  ein  und  findet 

t  t 

(i)      4M=2<+  fit  V»+tf-«'  +  fdtV«rJt-t- 

J         V(a  -  b)*  - f»    V         VGT+vf-t 

0  0 

Die  beiden  Integrale  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  gestatten 
eine  geometrische  Deutung.     Das  erste  ist  der  Bogen  einer  Ellipse 

(ii)  — ^-5 + A = 1 

mit  den  Halbaxen  a  +  b  und  2  j/a&,  das  zweite  der  Bogen  einer 
Hyperbel  mit  den  Halbaxen  a  —  b  und  2Yäb,  vermindert  um  eine 
gewisse  geradlinige  Strecke.  Der  Ellipsenbögen  gehört  zu  dem  Absciasen- 
werthe 

setzt  man  also  mit  Legendre 

|  =  o  sin  9, 

|1  =  (a  +  6)sin91, 
so  erhält  man 

<r  sin  qp  C08  qp  /  i.\     • 

t  =    .  =  (a  —  b)  sin  ©, , 

ya  cos  9  +  0  sin  9 
woraus  sich  die  Beziehung 

/ix  <r  sin  qp  cos© 

(i)  mn9i_ 


yd?  cos2  9  +  6*  «in*  9 
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zwischen  den  beiden  Complementen  der  excentrischen  Anomalien  <p,  <px 
der  Ellipsen  (I)  und  (II)  ergiebt. 

Diese  Beziehung (1)  ist  die  sogenannte  Landen'sche Transformation. 

Der    EUip8enbogen    BM   ist    ein    elliptisches    Integral    zweiter 
Gattung 


^ ^  nT 

BM  =  I  Va*  cos2  9  -f-  62  sincp  d<p, 


die  Landen'sche  Gleichung  (A)  stellt  also  die  Anwendung  der  Trans- 
formation (1)  auf  das  Integral  zweiter  Gattung  dar.  Lagrange  hatte 
zuerst  den  folgenreichen  Gedanken,  die  Landen'sche  Transformation 
auf  das  Integral  erster  Gattung 


A 


dq> 


ya2  cos2  9  +  b2  sh*2  9 
anzuwenden. 

Man  findet  durch  einfache  Rechnung  unmittelbar  die  Gleichung 

(2) ^_==  -  2  -^   d* 


Vat*  cos29j  -\-bt2  sinf  gij  ya2  cos8  9  +  b2  sin8  9 

wenn  man  setzt 

(3)  «,-HT5,     \-Vrt- 

Integrirt  man  die  Gleichung  (2)  in  Bezug  auf  9  zwischen  0  und  — 
und  setzt 

n  n 

i  T 

(4)  A-f. *-=,     At  =  f g* , 

J    ya2  cos2  9  +  52  sin2  9  J    ya2  cos2  tpt  +  &i2  s*1*2  9>i 

0  0 

so  ergiebt  sich,  da  für  9  = 

sin  9X  =  0,     cos  (pl  =  —  1 , 
also  qpj  =  ä  ist, 

TT 

2.4  -  f-^^==^^.  -  2  J,, 

^y     Kai2  C082qp1  +  &*2  »in2^! 
0 

<L  h.  wir  haben 

(5)  A  =  AX. 

Wir  sehen  also,  dass  das  Integral  A  ungeändert  bleibt,  wenn  man 
darin  a9  b  ersetzt  durch  al9  bv  d.  h.  nach  den  Gleichungen  (3),  wenn 


t 
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man  statt  a,  b  das  arithmetische  und  das   geometrische  Mittel 
dieser  beiden  Grössen  setzt. 

Um  den  Zusammenhang  mit  den  in  der  Nr.  248  (Bd.  II,  1,  S.  478  ff.) 
benutzten  Zeichen  herzustellen,  führen  wir  die  numerischen  Excentricitaten 

c  a —  b 

der  beiden  Ellipsen  (I),  (II)  ein.    Es  ist  dann 

? dy =  J_     C d| 

J  YTVo^+b^^    a  J  y^^r^s?) 


und  folglich 


(6) 


A  = 


aJVa- ift  a  -  «*th      a     v  h 


1    V^-^d-^')    a»    Klh 


die  Gleichung  (5)  ergiebt  also 

(7)  2r(x8)  =  (i  +  x1)2r(Xls), 

und  nach  Einführung  der  complementären  Moduln 

lautet  die  Beziehung  zwischen  x  und  x1 

(8)  1-H' 

Setzt  man  noch 


x 


so  ergiebt  sich 
(9) 


1         l  +  x' 

2  2  7    2 


h 


X    ~—  •  X       "——  ■  X,     "— ~"  m  X*       — 


a 


a 


at 


a* 


Da  wir  a  >  b  vorausgesetzt  hatten,  ist 

a>c>0, 
also  liegt  x  sowohl  wie  x    zwischen  Null  und  Eins.    Es  ist  folglich 

d.  h.  wir  haben  durch  die  Landen'sche  Transformation  die  Möglichkeit^ 
von  einem  completten  elliptischen  Integrale  K  zu  einem  ebensolchen  mit 
kleinerem  Modul  überzugehen.  Du  ist  für  die  numerische  Berechnung 
von  E(k)  von  Wichtigkei^^yfc^|^o  (Nr.  248,  Bd.  II,  1,  S.  480) 
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um   so   besser   convergirt,  je   kleiner  x2   ist.     Wir   können   aber   die 
Landen'sche  Transformation  auch  sofort  theoretisch  verwerthen. 
Beachten  wir  nämlich,  dass  die  Entwickelung 

*(0-f*(T»T>W) 

convergirt  för  Werthe  von  xt  7  deren  absoluter  Betrag  kleiner  ist  als 
Eins,  und  dass  zufolge  der  Gleichung  (8)  das  Innere  des  Einheits- 
kreises der  Ebene  der  complexen  Variabein 

Z  =  Xj 

der  ganzen  Ebene  der  complexen  Variabein 
entspricht,  so  liefert  uns  die  Gleichung  (7)  oder 

eine  in  der  ganzen  #- Ebene  gültige  Darstellung  von  K{z). 

Will  man  den  Modul  noch  weiter  verkleinern,  so  wird  man  die 
Landen'sche  Transformation  wiederholt  anzuwenden  haben.  Auf  diese 
Weise  erhalt  man  den  Algorithmus 


(10)  a  .=JL±-JL      i       —Yd*       c    =a    -  b\ 


(11)  ^1       =  f—==M====  -A-  f \         dq> 

J   "KaJ+iC0829  +  ^+18in29  ^    l/a2cos29-f 


+  &2  sin2  qp 
(f 

(»—0,1,1, ...). 

262.    Der  Algorithmus  des  arithmetisch-geometrischen  Mittels. 
Darstellung  durch  das  complette  elliptische  Integral  erster  Gattung. 

Wir  betrachten  nun  mit  Lagrange  und  Gauss  den  durch  die 
Gleichungen  (10)  dargestellten  Algorithmus,  indem  wir  a,  b  als  beliebige 
reale  positive  Grossen 

a>b,    c*  =  a*  —  b*>0 

voraussetzen  und  die  Quadratwurzeln  in  den  Gleichungen 
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und  in  allen  folgenden  analogen  stets  positiv  wählen.    Dann  sind  also 
alle  an7  b    real  positiv,  und  da 

(12)  a»+1  -  bl+l  =  |  («„  -  &„)'         (-=«,  M,  •  •  ■) 

ist  (für  »  =  0  ist  a0  =  a,  b0  =  b,  c0  =  c  zu  nehmen),  so  ist  auch  stets 

Ferner  haben  wir,  da  c%  ,  t  positiv  sein  sollte, 

«»  —  K 
«.+,  =  — g—  —  o,  —  a„+1 , 

es  sind  also  aa>  bn  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

(13)  u*-2an+1u  +  bl+1  =  0, 
und  zwar  ist 

nA\  }a«  =  a*+i  +  c»+i> 

Aus  den  Gleichungen  (10)  ergiebt  sich  unmittelbar 

d.  h.  von  den  beiden  durch  den  Algorithmus  (10)  gelieferten  Zahlen- 
folgen 

[%>  ai>  a%>  '  '  '? 

nimmt  mit  wachsendem  Index  die  eine  ab  und  die  andere  zu.    Daraus 
folgt   nach   bekannten   Principien,  dass  sich  jede  der   beiden  Zahlen- 
folgen mit  wachsendem  Index  einem  bestimmten  Grenzwerthe  nähert. 
Nach  den  Gleichungen  (10)  und  (12)  ist  aber 

"n+l  —  bn+l  =  an  —  K      1 =  £  V*n  ~  VK  1_ 

also  haben  wir 

und  folglich  allgemein 

(16)  aH  —  bn<±(a  —  b)         (»=1,2,3, ..). 

Für  in's  Unendliche  wachsende  Werthe  von  n  ist  demnach 

(17)  lim(a„-6J  =  0, 

fl 

oder  mit  andern  Worten,  es  ist 

lima  =lim&  ,    lim  c  =0. 


n  n 

n  n 
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Bildet  man  also  aus  den  realen  positiven  Grossen  a,  b  die 
Folgen  (15)  der  arithmetischen  und  der  geometrischen  Mittel, 
so  nähern  sich  beide  mit  unendlich  wachsendem  n  einem  und 
demselben  bestimmten  Grenzwerthe. 

Man  bezeichnet  diesen  Grenzwerth  nach  Gauss  als  das  arithme- 
tisch-geometrische Mittel 

M(a7  b) 
aus  den  Zahlen  a  und  b. 

Bilden  wir  mit  Hülfe  der  an7  bn  die  Integrale 

n_ 
-4.  =     /       ä^=====  <»=0, 1,  2,  •  •  •), 


-f--—± 

J   Van*co8*<p 


2    -2 


o 
so  haben  wir  nach  (11) 

A  =  At  =  A2  = An, 

also  ist  auch 

n 
1 

dcp  it 


J  M(a, 


™      n       J  M(a,  6))/cos29  +  8iii2y         *   M <a'  &) ' 


der  reciproke  Werth  des  arithmetisch-geometrischen  Mittels 
stellt  sich  also  in  der  Form 


n 

i 

dcp 


(18>  jfi  b)~l  Jyj^ 


+  fc2sin2qp 

durch  ein  complettes  elliptisches  Integral  erster  Gattung  dar. 

Auf  die  Grössen  x,  x    und  K  angewandt  ergeben  diese  Resultate 

das  Folgende.     Setzen  wir 


c  b 

n  / n 

n       «I7       n       öT; 

n  n 

2 


K(x  *)  =  K  -  a  Ä  —    C-, — d^ , 

0 

so  ist  nach  Gleichung  (7) 

(19)  *(**)  =  (1  +  *,)  (1  +  x2)  •  •  •  (1  +  *n+i)Kn+1 ; 
nun  ist  aber  zufolge  der  Gleichung  (17) 

(20)  lim  xn  =  lim  —  =  0,     lim  xn'  =  1 , 
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wir  haben  folglich 

(21)  lim  Kn  -  i 

n 

und  erhalten  hiernach  aus  (19)  die  von  Legendr e  gefundene  Gleichung 


00 


(22)  2JT=f  JJ(1  +  *,). 

Wir  bemerken  noch,  dass  sich  aus  der  Ungleichung  (16)  auch 
der  Grad  der  Annäherung  von  an7  bn  an  den  gemeinsamen  Grenzwerth 
ergiebt.    Es  ist  nämlich  für  ein  beliebiges  positives  ganzzahliges  r 

b  ,    <  a  ,    ,    a   ,    <  # 

und  folglich 

b  ,    —  b  <a  —  6  : 

ebenso  folgt  aus 
die  Ungleichung 

es  sind  also  stets  die  Differenzen 

a  —  d  ,    .    b  ,    —  6 

kleiner  wie  der  reeiproke  Werth  von  2n. 

263.    Homogene  Functionen.     Der  Algorithmus  aus  den  Grössen  a 
und  c.     Fortsetzung  nach  der  negativen  Seite  hin. 

Das  arithmetisch-geometrische  Mittel  M(a9  b)  ist  eine  homogene 
Function  von  a}  b.     Setzt  man  nämlich  für  willkürliches  k 

a  =  ka7    V  =  kb7 
so  ist  auch 

a'-f-  V 


wir  haben  also 

M(a'9  b')  =  kM(a,  &), 

d.  h.  Jf(a,  &)   ist  eine  homogene  Function   ersten  Grades    von 
a  und  &. 

Nach  dem  Begriffe  des  Grenzwerthes  ist 

M (an ,  b  J  =  M(a,  b)        (» = i,  2,  s,  • . ) , 

folglich   genügt   sowohl  M (a7  b)   selbst  wie  auch  jede  Function    von 

M(a,  b) 

Q(M(a,b))=f(a,b) 
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der  Functionalgleichung 

Hat  man  umgekehrt  eine  Function  F(a,  b),  die  der  Functional- 
gleichung 

(23)  F(a,  b)  -  f(*±±,  Yäb)  =  F(alf  \) 

Genüge  leistet,  so  ist  auch 

F(a7  b)  =  F(an,  6J        (n=i,  2, 8,  •  • ), 

also,  wenn  wir  n  in's  Unendliche  wachsen  lassen, 

F(a,  b)  =  F(]iman,  lim  b  )  =  F(M(a,  b),  Miß,  b)\ 


1»  n 


d.  h.  die  Function  F(a7  b)  ist  eine  Function  der  einen  Variabein  M (a7  b). 
Daraus  schliessen  wir  nach  bekannten  Sätzen,  dass  F(a7  b)  einer  par- 
ti eilen  Differentialgleichung  Genüge  leisten  muss. 
Die  beiden  Quotienten 

a  b 

M(a,  b)  >      W^b) 

sind  homogene  Functionen   nullten  Grades  von  a  und  b7  also  blosse 

Functionen  von 

b 

in  der  That  haben  wir  z.  B. 

M  (o,  0)        M  (1,  *  )         *  «v/wv  ' 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  x  an  die  Stelle  von  x',  so  erhalten  wir 

n 

T 
also,  da  K(x'%)  nichts  anderes  ist  wie  J5T'(x2), 


-M(l,*)  TT 

Wir  haben  also  die  Doppelgleichung 

Ig      1       J_  K(  2x 
Sf(af  6)  —  3f(lf  O  _  *       ^ 
— —  =  — —  =  -  K'(x2) 
M(a,  c)        M(l,x)         n         K    h 

Dies  veranlasst  uns,  aus  den  Grossen  a,  c  einen  ähnlichen  Algo- 
rithmus zu  bilden  wie  der,  den  wir  aus  a,  b  abgeleitet  hatten. 
Setzen  wir 

ci==yac7 


a 


1  2     > 
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und  allgemein 


(25)  «.-M--5-«-5'       dn+l=V*Jn>  (-=•».>.».••). 

wo  für  n  =  0  zu  setzen  ist 


so  haben  wir 


%  =  a>    co  =  c> 


lim  a  =  lim  c  =  M  {a9  c) . 


n  n 

n  n 


Der  Algorithmus  (25)  steht  nun  in  einem  merkwürdigen  Zusammen- 
hange mit  dem  Algorithmus  des  arithmetisch-geometrischen  Mittels  aus 
a9  b.  Es  waren  an9  bn  definirt  als  Wurzeln  der  quadratischen  Glei- 
chung (13)  (S.  8);  so  sind  also  z.  B.  a9  b  die  Wurzeln  von 

u*  —  2atu  +  b*  —  0 
und  zwar  ist 

a  =  al  +  cl9 

b  =  ax  —  cx . 

Gehen  wir  nun  weiter  und  bilden  die  Gleichung 

m2  —  2aw  +  &*  =  0, 
bezeichnen  deren  Wurzeln  mit 

a_i  =  a  +  c9 

b_x  =  a  —  c 
und  setzen 

so  können  wir  in  dieser  Art  fortfahren,  d.  h.  die  Wurzeln  der  Gleichung 

m2  —  2a     «  +  &*    =0 

durch 

(a        ,  =  o   _  +  c     ,i 
(26)  ~-"~1        ~*        "" 


«-  =  V£ .  -  »I. 


bezeichnen  für  n  =  1,  2,  3,  •  •  •,  und  erhalten  auf  diese  Weise  eine 
Folge  von  Zahlenpaaren  a_n,  b_n9  die  wir  als  die  Verlängerung  des 
aus  a9  b  gebildeten  Algorithmus  der  an9  bn  nach  der  negativen  Seite 
hin  betrachten  können.    In  den  beiden  Folgen 


,  «_n,  •••  <*_!,  a,a19  --  an9 


gelten  dann  offenbar  die  für  positive  Indices  aufgestellten  Beziehungen 
auch  für  die  negativen  Indices. 
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Ans  (26)  folgt 
(27)  alu_t  -  C  =  £u_t  =  4a_n<U, 

also  haben  wir  für  n  =  0 

1  a4-c        1  ,/ — 

Ta-i=-t->  Yc-i=yac> 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (25) 


Weiter  erhalten  wir 


y  *_i  — *i,     y  <L.i  =  ci- 


j^        ft-i  +  g-i «i  +  gi 

^2  a— 2  ^2  2  ö* 7 


1  -.  /a_1c_\  szr=- 

Nehmen  wir  an,  es  sei  schon  erwiesen 

(28)  —  a      =öf     —  c     =  c  , 

so  folgt  aus  (25),  (26),  (27) 

c   , ,  =  Voc"  =  —  l/a     c      =  — j-T  c        - , 

so  dass  also  die  Formeln  (28)  allgemein  gültig  sind. 
Aus  (28)  ergiebt  sich 

M(a,  c)  =  M(äm9  cn)  =  M(±  a__n,  1  c_^9 
d.  h.  wir  haben 

lim^  =  Um^  =  ^Jf(a_w;0  =  ^(«;^ 
also  ist 

lim  a      =  <x>,    lim  c      =<x>,    lim^1^™!,    lim  b      =  0. 

*  n  n        — n  « 

Nun  können  wir  auch  den  aus  a,  c  entspringenden  Algorithmus 
nach  der  negativen  Seite  hin  verlängern.     Definiren  wir  nämlich 

o    =  a    —  c   t 
so  ist  nach  (28) 

-2  «\  C\  *\ 

ä  o2n  «>2ti  o2  n 

und  es  hängen  die  ä  ,c  ,  b    ebenso  von  a,  r  ab,  wie  die   a  ,b  ,  c 
von  a,  6.     Bezeichnen  wir  also  mit 


14  Xll[.   Theorie  der  elliptischen  Modulfunction.   Kapitel  1. 

ä         , =  ä      +6      , 

— n  —  1  — n     l        — n> 


l      =Yä*    -c* 


c        ,  =  a      —  b 

—  n  —  1  — n  — »>' 

die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

u2  —  2ä     u  +  c*    =  0, 

so  ist 

ä    _  b    _  c    _ 

—  w  — »  r  — *  _ 

und  wir  haben  folglich 

Jf(o,  6)  -  M(an,  &„)  =  Jf(a_„  &_„)  -  lim  ^  -  lim  ^, 

Jffo  6)  =  ST"  Jf  («_„,  &_„)  *=  2"  Jf(S„,  6J, 

üf  (o,  c)  —  M(än,  cn)  —  Jf  («_,,,  c_J  =  lim  ^==  —  lim  -=?, 

M(a,  c)  =  ri£(an,  cj  -  2~" M(a_u,  e_J. 

Für  die  Moduln  x  und  die  Integrale  J5T,  K'  lassen  sich  natürlict 
die  analogen  Formeln  entwickeln.     Setzen  wir 

c          c  b  b 

X       —  —  = ,      X 


und  bemerken  dass 


*       «M       «_„'       -«       «n       «_„' 


=  -^  =  — ^       x  '  =  —  =  — 
n        «.        ö      '        *        öl         ä    „ 

ji  —  ii  h  —  n 


ist,  so  haben  wir  (wie  Legendre  sagt)  die  beiden  Modulnketten 
lim  x_m  =  1;  •  •  •  x_s,  x_s,  x_1?  x,  x,,  x2,  x3,  •  ■  •;  lim  xm  =  0, 

m  m 

Um  *lm  =  0;  ••  •  x'_s,  x_t,  x'_iy  x',  x,',  x,',  x,',  •  •  •;  lim  xm  =  1, 

im  tn 

und  es  drückt  sich  x    ebenso  durch  x   ,  ,  aus.  wie  x '  ,  ,  durch  x '. 


Zweites  Kapitel. 

264.    Reihenentwiekelungen  für  die  gefundenen  Grenzwerthe. 

Einführung  der  Jacobi'schen  Grösse  q. 

Der  im  vorhergehenden  Kapitel  entwickelte  Algorithmus  des 
arithmetisch-geometrischen  Mittels  wurde  im  Wesentlichen  von  La- 
g^aoige  aufgestellt.  Gauss  hat  denselben  in  der  Abhandlung  „Deter- 
™AöÄtio  attractionis  quam  in  punctum  quodvis  positionis  datae  exer- 
planeta  etc."  veröffentlicht,  überdies  fanden  sich  aber  in  seinem 
-klasse  Entwürfe  zu  einer  grossartigen  Theorie  der  elliptischen 
rionen  vor,  die  von  diesem  Algorithmus  und  einem  anderen,  der 
demselben  im  Zusammenhange  steht,  ausgeht  Dieser  letztere 
rorithmus,  der  ebenso  zu  dem  allgemeinen  elliptischen  Integrale 
wie  der  des  arithmetisch-geometrischen  Mittels  zu  dem  completten 
der,  wie  P.  Günther  bemerkt  hat,  durch  eine  sich  bei  Gauss 
^^Hlende  trigonometrische  Substitution  in  den  der  Landen'schen  Trans- 
*0*"xnation  (1)  (Nr.  261,  S.  4)  übergeht,  interessirt  uns  hier  nicht. 

Dagegen   wollen  wir  uns  der  von  Gauss   angewandten  Methode 

^lienen,  um  vom  arithmetisch-geometrischen  Mittel  aus  zu  den  merk- 

w*^*"*Ügen   Entwickelungen   zu   gelangen,    die   Jacobi    und   Abel   aus 

^**   ^von  ihnen  aufgestellten  Entwickelungen  der  allgemeinen  elliptischen 

****otionen  abgeleitet  haben,  die  aber  (nach  einer  Angabe  von  Herrn 

,° Gering)  Gauss  schon  in  sehr  früher  Zeit  (1794,  also  im  Alter  von 

^fc^ehn  Jahren)  gekannt  zu  haben  scheint,  obwohl  er  bei  Lebzeiten 

nic^xtB  darüber  veröffentlicht  hat. 

Zunächst  ergeben  sich  aus  der  Definition  von  M (a,  &),  M (a,  c) 
^^^^ittelbar  Entwickelungen  dieser  beiden  Grössen  in  Reihenform,  wenn 
WX:ir    beachten,  dass 

üf  an  =  ax  +  (*a+i  -  az)  +  K+2  -  a*+i)  +  -'•> 

x**~      Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (14)  (S.  8)  folgt  hieraus 
i  [M(a,  c)  =  äx  —  bz+l  —  6       •  •  •. 


(30) 
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Da  ferner 

lim  bn  =  bx  +  cz+l  —  cx+%  -  ca+8 

ist,  so  erhalten  wir  auch 

( M(a,  V)  =  6,  +  ci+1  —  cl+i , 

M(a,  c)  =  ck  +  bl+1  —  bz+2 . 

Die  Formeln  für  M(a9  c)  können  wir  auch  schreiben 

M (a,  c)  =  2~V,  —  Z~X~X1>-x-i  —  2~'~~2&-a-* > 

M(a,  c)  =  2~2c_a  +  2-2-16_2_1  —  2~z-*b_z_s . 

Diese  Reihen  convergiren  sehr  schnell  und  sind  darum  zur  numerischen 
Rechnung  wohl  geeignet. 

Wir  wollen  nun  aus  dem  Algorithmus  der  a%}  bn9  cn  einen  Algo- 
rithmus für  die  Quadratwurzeln  aus  diesen  Grossen  herzuleiten 
suchen. 

Aus  den  Gleichungen 

an4-l  ~f~  ^«4-1 

ergiebt  sich 


a  +b 


°«+S  = 


+Vtt  _  /ys- + yo^ 


c»+» 


= a»+i-6«+i = (y^  -  y*»y 

Wir  finden  demnach 

(31) 

Nun  ist  aber 

also  finden  wir,  da 
ist,  die  Entwickelung 

(32)    yj^T)=y^-v^-yr):4-|/r— — , 

und  da 
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ist,  so  können  wir  auch  schreiben 

(32a)      >!fCT-l^  +  1^-J^-y^--.-.. 
Analog  ergiebt  sich 


vswcj-y^+y^-y^—: 


Ferner  haben  wir 

2  2  t.  2 

c 
und  folglich 


oder,  wie  wir  auch  schreiben  können, 


4an  =     q»       -1  /4gn+l 
Cn  an+l    f         C»4-l 


Nehmen  wir  hier  auf  beiden  Seiten  den  Logarithmus,  so  kommt 

4an       ,        an      ,     l  ,       4a*+i 


Cn  °a»+l  2  C*  +  l 


log  ^  =  log  ^-+- log 
Bilden  wir  also 


so  finden  wir 

Setzen  wir  nunmehr 

3f  (a,  b)  MK1c^  lo    K^   1    j      *«n  = 

so  haben  wir 

1                  am 
U     ,  -  —  W     = log  , 

4  **m  -j- 1 

und  da 

]im  Um  =  Un  +  K+l  -  «0  +  (M*+*  -  W«+l)  +  "  "  ' 
m 

ist,  ergiebt  sich  die  Formel 

(33)        ^5  lim  ^5=^  log  15- -  1  log  ^  -  1  kg -5s- 

v     t         M(a,e)    m    M(am,bJ     «    em         2"      6    «»        2"      6  «,+i 

Sohlefinger,  Differentialgleichungen,    n,  2.  2 
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der  die  drei  analogen  Formeln 

^  lim  Z£=±=i  log  ^"'  =  i-  log  2^-"  -  1  log  *=.-■ 

ff(a,-6)  ^  MK.-^TJ  **  "CT  =  i=  l0g  "CT 

,3,1    c_»-»    . 
+  ^+ll0g-2-— -  +  ••• 

an  die  Seite  zu  stellen  sind. 

Die  vier  auf  den   linken   Seiten  auftretenden   Grenzwerthe  lassen 
sich  auf  die  gemeinsame  Form  bringen 

lim  Jtf(l,  «)log---, 

wo  a  eine  positive  gegen  Null  convergirende  Grösse  bedeutet.     In  der 
That  ist  z.  B.,  da 

11111  M Om>  U  =  lim  am  =  M(*>  b) 
m  m 

ist7  der  erste  Grenzwerth 

«■»  Ü&S  *  £  -  >-  '--"-^  >°S  f  - '-  *<•-  O  '»8  ~ 

Nun  haben  wir  aber  nach  (24)  (Nr.  263,  S.  11) 

n 

2 

am  1  2       f  d<p  _    2     y,,    2x 

Jf(«m,  cj         Jf  (1,  xj         ^y  j/i"^-^         *         ^ ' 

0 

also  lautet  der  zu  bestimmende  Grenzwerth 

Y 


hm  M (1,  f)  log  —  =  lim —  =  lim 


,4  w,       16 

log  -^  log  — 

In   dieser  Form  ergiebt  sich  derselbe  aber  unmittelbar  aus  der  in  der 
Nr.  249  (Bd.  II,  1,  S.  482)  abgeleiteten  Gleichung 

lim  (2K'(ß)  +  log  *)  =  4  log  2 ; 
es  ist  nämlich 

lim~~~lß  =1> 

*=o  log  W 
und  folglich  haben  jene  vier  Grenzwerthe  den  gemeinsamen  Werth  --  • 
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Setzen   wir  nun  im  Anschlüsse  an  die  seit  Jacobi  übliche  Be- 
zeichnung 

Jf(a,6)  ^JT 

e      *<*•<>  =  e       *=q 

(Gauss  bezeichnet  dieselbe  Grosse  durch  y),  so  ist  nach  (33) 

*  M  (q,  b)  l  , 

Y  S^T)  =  ~  Y  lo8  « 

=  -  log  —  —  —  log  —= irr  log  -^±-X , 

also,  wenn  wir  von  den  Logarithmen  zu  den  Numeris  übergehen, 

li  i 


oder  da 

Umu        »  W^-iogj/^ 

n      *         2    itf  (a,  c)  ©  r  * 

ist,  nach  der  Definition  von  un  (S.  17) 


265.    Beziehungen  zwischen  den  Gauss 'sehen  Functionen  P,  Q,  B. 
Form  der  Beihenentwickelungen  für  diese  Functionen. 

Die  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  gefundene  Formel  liefert 

uns  q  als  Function   von  x.     Es  war  gezeigt  worden  (Nr.  263,  S.  11), 

dass  die  Quotienten 

a  b  c 

M(a,  b)  >     M(a,  b)  >     M (a,  b) 

als  homogene  Functionen  nullten  Grades  von  a,  b  blosse  Functionen 
von  x  sind.  Wir  können  dieselben  demgemäss,  da  q  eine  Function  von  x 
und  folglich  auch  umgekehrt  x  eine  Function  von  q  ist,  als  Functionen 
von  q  betrachten. 

Sei  in  Uebereinstimmung  mit  der  von  Gauss  benutzten  Bezeich- 
nungsweise 

V^  =  p(*)>  VS -«<*>'  V5bj -*<*>• 

Da  wir  a,  b   als    reale  positive   Grössen  voraussetzen,    sind  auch 
3/(a,  6),  üf  (a,  c)  real  positiv,  und  folglich  ist 

g  =  e         ^  '  <  1 . 
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Bilden  wir  für  beliebiges  n 


—  n 


qn 6  , 

so  ist  wegen 

M(a,c)  =  2*M(a.cn), 


(35)  qn  -  q 

und  folglich 

lim  q  =  0 . 

n 

Im  Sinne  der  oben  eingeführten  Bezeichnung  ist 


also  folgt  aus  der  Entwicklung  (32)  (Nr.  264,  S.  16),  wenn  wir  n  =  0 
nehmen  und  durch  ~\/M(a,  b)  auf  beiden  Seiten  dividiren, 


1  =  V'M(i7b)  ~  Y  M(at,  62)  ~~  Y  M{fl„  \)  ' 

d.  h.  in  unseren  Zeichen 

1  =  P(q)  -  R(/)  -  R(f) , 

oder 

(37)  P(a)  =  1  +  B(f)  +  R(f)  +  •  •  -. 
Analog  ergiebt  die  Gleichung  (32  a) 

(37a)  Q(q)  =  1  -  *(/)  +  R (/)  +  •  •  • , 

und  hierzu  möge  noch  die  Gleichung 

(38)  R*(q)  =  P*fo)  -  <?(q), 

die  nichts  anderes  ist  wie 

c  =  a  —  o  , 
hinzugefügt  werden. 

Erheben  wir  die  Gleichung  (34)  in  die  (2n~  )te  Potenz,  so  kommt 
oder  etwas  anders  geschrieben 


Nun  ist  aber 


]imy*G$i/.'*.-V'j±i...mmlf 
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wir  finden  also 

oder  mit  Rücksicht  auf  (35) 


^iq^V^K)  =  1' 


und  endlich  zufolge  der  Gleichung  (36) 


1^4?.  **(«„)= i- 


2    *« 

* 


Nun  ist  aber  'für  in's  Unendliche  wachsendes  n  der  Grenzwerth  von  q 
gleich  Null,  wir  können  also  die  letzte  Gleichung  in  der  Form 

oder  in  der  Form 

i 

(39)  R(ä)  =  2qT{l  +  [q]) 

schreiben,   wo  [#]  eine  mit  q   verschwindende   Grösse  bedeutet.     Um 
uns  in  die  Natur  dieser  Grösse  [q]  Einsicht  zu  verschaffen,  müssen 
wir  auf  die  in  den  Nummern  248,  249  (Band  II,  1,  S.  480  ff.)  gegebenen 
Entwickelungen  der  Grössen  Ky  K'i  zurückgreifen. 
Setzen  wir  in  den  Ausdruck  von  q 

r  (x*) 
q  =  e   **<**) 

für  K'  und  K  ihre  in  der  Umgebung  von 

x*  =  0  =  0 
gültigen  Entwickelungen 

*(*)  -  T  Moi  =  2  F(i>  l>  *>  *)> 

2r'(^  =  4(41og2.u01-Wo2) 

-T[W?-#(ffl,.)-l(i.i.l,»)] 
ein,  wo  (vergl.  Nr.  248,  Bd.  II,  1,  S.  479) 


FKT>  T'1'Z)  =  1+^\        2-4-.-2X        I  '  » 


=  1 


OD  .        «       Sil 


'.(■; . ;.  >. ')  -*2  i^^^f-i  2(-^r  •■ 


2=1  *=1 
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zu  nehmen  ist,  so  finden  wir 


"1 


(j'T'1'*) 

-  IL ,' (t- h  *") 


16  C 


Entwickeln  wir  die  Exponentialgrösse  in  der  Umgebung  von  z  = 
so  kommt 

wo  y${f&)  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  bedeutet,  die  für  z  =  0 
schwindet.    Nach  dem  Satze  von  der  Umkehrbarkeit  einer  Potenzr 
folgt  hieraus,  dass  z  in  der  Umgebung  von  q  =  0  in  der  Form 

(40)  z  =  x*=16q(l+^(q)) 

darstellbar  ist,  wo  ^$(q)  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  darstellt,  die 

q  =  0  verschwindet.    Erheben  wir  diese  Gleichung  in  die  ( — )     Pol 
so  erhalten  wir 

(41)  V^-2«4  (!  +  *<»), 

wo  auch  Sß(</)  eine  mit  q  verschwindende  gewöhnliche  Potenzreihe 
Setzen  wir  ferner  in  die  Entwickelung  von  K(z) 

für  z  seine  Entwickelung  (40)  ein,  so  finden  wir  die  in  einer  gewi 
Umgebung  von  q  =  0  gültige  Darstellung 

(42)  ~®-l  +  ?i(j), 

wo  %x(q)  eine  mit  q  verschwindende  gewöhnliche  Potenzreihe  bedei 

also  erhalten  wir,  wenn  wir  endlich  die  Gleichung  (42)  in  die   ( 

Potenz  erheben  und  mit  (41)  multipliciren,  die  in  der  Umgebung 
q  =  0  gültige  Entwickelung 


2K 


(43)  y^y^  =2(?4{i  +  ^to}, 


wo  ^(q)  wieder  eine  mit  q  verschwindende  gewöhnliche  Potenzi 
darstellt. 

Die  Gleichung  (43)  ist  aber  mit  (39)  identisch,  denn  wir  h 


^-V^h)-V'V-,K. 
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die  Grosse  [#]  ist  also  in  der  Umgebung  von  g  =  0  nach  posi- 
tiven ganzen  Potenzen  von  q  entwickelbar;  sei 

a  -  *i« +*,«"  + *,^ +  •■•  • 

JDann  haben  wir  also 

B(q)  =  2q*  (1  +  Stq  +  8tq*  +  S3qs  +  •  •  •) 
folglich  nach  (37),  (37a) 


GÖ 


-  1  +  2q(l  +  J^')  +  2q*(l  +  j^V')  +  •  •  -, 


«(ff)-l-28/l  + 

Setzen  wir  diese  Entwickelungen  in  die  Relation  (38)  ein,  so  er- 
geben sich  durch  Vergleichung  der  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen 
v°n     q  auf  beiden  Seiten  Recursionsfonneln  für  die  d  9   aus   welchen 
**ia,n   diese  Grössen   berechnen   kann.     Für   die   ersten   dieser  Grössen 
findet  man  leicht 

*t-0,    *t-l,    *8-0,     <J4  =  0,    d5  =  0,     d6  =  l, 
Also    haben  wir  die  Entwickelungen 

£  i>  52 

R(q)=2q'+2q*+2ql   +•■•, 
P(2)  =  l  +  23  +  238S  +  23sS  +  ..., 
Q(q)=l-2q  +  2q*i-2q3*  +  .... 


Ansatz  für  die  Entwickelungen  der  Functionen  P,  R,  Q.    Sätze 
Jr    die  Darstellung   einer  Zahl   als  Summe   von  vier  Quadraten. 

Die  biquadratische  Relation  zwischen  den  P,  Qy  R. 

Es  scheint  ziemlich  schwierig,  aus  den  in  der  vorigen  Nummer 

^K^deuteten  Recursionsfonneln  das  allgemeine  Gesetz  für  die  Coeffi- 

^^fcen  dT  abzuleiten.     Wir  wollen  darum  einen  indirecten  Weg   eiu- 

^»    ,**l^gen,  indem  wir  nach  dem  Gesetze,  welches  sich  aus  den   ersten 

^^geschriebenen  Gliedern  leicht  errathen  lässt,  die  Reihen  bilden,  und 

diese  dann  die  Gleichung  (38)   und  die  übrigen  Gleichungen  des 

^^^tlxmetisch-geometrischen  Mittels  verificiren. 
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Wir  setzen  also 


(44) 


+» 


11  =  1 


oo 


.2 


+  00 


Q(q)  =  1  +  2*2 (- 1) V  -  y (~  1) 

n=l 


rt= — oo 


n     n* 
<1     , 


l 


3 


n==0 


n=s —  oo 


und  versuchen  zunächst  die  Gleichung  (38)  (Nr.  265,  S.  20)  zwischen 
diesen  drei  Entwickelungen  (die  für  Werthe  von  qf  deren  absoluter 
Betrag  kleiner  ist  wie  Eins,  offenbar  convergent  sind)  zu  verificiren. 

Es  ist 

(*l»*2»*S»n4) 
"£4(?)  =  ^(—  l)nl+W2+n3+»4?»12+»Ä2+«32+«4^ 
(*1»*2»  *8»*4) 

wo  sich  die  Summenzeichen  auf  die  vier  ganzen  Zahlen  n19  w3,  «3,  n4 
beziehen,  welche  unabhängig  von  einander  alle  Werthe  von  —  oo  bis 
+  oo  durchlaufen.     Wir  haben  folglich 

P4  —  Q*  =  22^+"/+Ä32+n/, 

(«j,  ng,  Ms,**) 
ni  +  n2  +  WS  +  n4  ^  X  (m0d  2)' 

Wenn  die  Summe  von  vier  Zahlen  ungerade  ist,  so  ist  auch  die  Summe 
ihrer  Quadrate  ungerade,  also  haben  wir  in  der  letzten  Summe  allemal 

»x2  +  »/  +  »,'  +  »4*  =  1  (mod  2) , 

d.  h.  die  Exponenten  sind  stets  ungerade  Zahlen. 

Wenn  eine  ungerade  Zahl  als  Summe  von  vier  Quadraten  dar- 
gestellt ist,  so  sind  unter  den  vier  Quadratzahlen  entweder  eine  un- 
gerade und  drei  gerade  oder  eine  gerade  und  drei  ungerade.  Im  ersteren 
Falle  ist  die  Zahl 


(45) 


2 


2 


ni     +  W2     +  %     +  M4     ^ }-  1  (m0d  4)  9 

im  letzteren  dagegen 

n*  +  n*  +  „*  +  n*  =^_  3  (mod  4) . 

Betrachten  wir  ferner 


(46) 


t*/  ^    "1  ((2»1-hD2+(2»s+l)2+(»«S+1)2+(2*4+1)2) 

(*li  *2»nS»  *4) 
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«^»-  Exponent  von  q  ist  hier  stets  eine  ganze  und  zwar  offenbar  eine 
gerade  Zahl.  Um  nun  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (45),  (46) 
^t  einander  zu  vergleichen,  müssen  wir  einen  Satz  kennen  lernen,  der 
e  Beziehung  zwischen  der  Anzahl  der  Zerlegungen  einer  ungeraden 
h  ^^Jil  in  eine  Summe  von  vier  Quadraten  und  der  Anzahl  der  Zer- 
^gungen  des  Vierfachen  dieser  Zahl  in  eine  Summe  von  vier  ungeraden 
Xiadraten  ausspricht. 

Wir  beweisen  zunächst  allgemein,  dass  das  Product  zweier  Summen 
*dii  vier  Quadraten  selbst  eine  Summe  von  vier  Quadraten  ist. 
Seien  a7  b7  c7  d7  a7  ß7  y7  d  reale  ganze  Zahlen  und  setzen  wir 

l  =  a  +  bi7    m  =  c-\-di7     V  =  a  —  bi7    ml '=  c  —  di7 

A  =  a  +  /5i,     ii  =  y  +  di7    k'  =  a  —  ßi7     yj  =  y —  Si7 

so  ist,  wie  man  leicht  verificirt, 

(IV  +  mm'  )(AA'+  ft/O  =  \lk  +  mtf  +  \l^—mV\\ 
also  wenn  wir  die  Werthe  einsetzen,  wie  behauptet  wurde, 

(a   +  6S  +  c2  +  <f)(a   +  jS2  +  y*  +  eJ2)  =  (aa  —  bß  +  cy  —  ddf 

+  (ba  +  aß  +  dy  +  cdf  +  (ay  +  bd  —  ca  —  dßf 

+  (by  —  ad  —  dct  +  cß)*. 
Nehmen  wir  nun 

«  =  1,     /?=-l,     y— 1,     *  — 1, 
so  finden  wir 

(47)     4(a2  +  b*  +  c  +  d8)  =  (a  +  b  +  c  —  d)*  +  (6  —  a  +  d  +  of 

+  (a  +  6  —  c  +  df)2  +  (—  b  +  a  +  d  +  c)\ 
und  wenn  wir  z.  B.  —  a  an  die  Stelle  von  a  setzen, 

(47a)  4(a*  +  63  +  c*  +  et)  =  (b  +  c  —  d  -  af  +  (a  +  &  +  c  +  df 

+  (6  +  d  —  a  —  c)2  +  (d  +  c  —  a  —  &)2; 

die  anderen  Vertauschungen  der  a,  &,  c,  d  mit  ihren  negativen  Werthen 
ergeben  nichts  Neues. 

Also  entsprechen  jeder  Zerlegung  einer  Zahl  s  in  eine  Summe  von 
vier  Quadraten  zwei  ebensolche  Zerlegungen  des  Vierfachen  von  s7  und 
zwar  ist  für  ein  ungerades  s  in  beiden  Zerlegungen  von  4  s  jedes  der 
Quadrate  eine  ungerade  Zahl. 

Hat  man  umgekehrt  4  s  dargestellt  als  Summe  von  vier  ungeraden 
Quadraten 

4s  =  u*  +  ii*  +  u*  +  u*7 
so  setzen  wir,  wenn 

ui  +  u2  +  uz  +  u4  =="  2  (mod  4) 


26  XTIT.   Theorie  der  elliptischen  Modulfonction.   Kapitel  2. 

ist,  entsprechend  der  Zerlegung  (47), 

a  —  &  +  c  +  d  =  wa , 

a  -\-b  —  c  +  rf  =  w3 , 

a  +  b  +  c  —  d  =  m4  , 
und  wenn 

wi  +  wa  +  ws  +  M4  =  0  (m°d  4) 

ist,  entsprechend  der  Zerlegung  (47a), 

a  +  b  +  c  +  d  =  t*i; 
a  +  6  —  c  —  tf  =  w2, 

a  —  6  +  c  —  ^===M3? 
a  —  6  —  c  -\-  d  =  uA, 

dann  ergeben  sich  beide  Mal  die  a,  b7  c,  d  als  ganze  Zahlen,  so  dass^^ 
also  auch  jeder  Zerlegung  von  4  5  in  eine  Summe  von  vier  ungeraden    ^ 
Quadraten  eine  Zerlegung  von  s  in  eine  Summe  von  vier  Quadraten 
entspricht.     Wir  erhalten  also  den  Satz: 

Wenn  die  ungerade  Zahl  s  den  Rest  1  modulo  4  lässt,  so 
entsprechen  den  Darstellungen  von  4s  als  Summe  von  vier 
ungeraden  Quadraten  halb  so  viele  Darstellungen  von  5  als 
Summe  von  einem  ungeraden  und  drei  geraden  Quadraten  und 
umgekehrt,  den  Darstellungen  von  s  in  dieser  Form  doppelt 
so  viele  von  4s  als  Summe  von  vier  ungeraden  Quadraten. 

Wenn  die  ungerade  Zahl  s  den  Rest  3  modulo  4  lässt,  so 
entsprechen  den  Darstellungen  von  4s  als  Summe  von  vier 
ungeraden  Quadraten  halb  so  viele  Darstellungen  von  s  als 
Summe  von  drei  ungeraden  und  einem  geraden  Quadrate,  und 
umgekehrt. 

Daraus  folgt,  dass  jede  Zahl  von  der  Form 

ni     +  %     +  »f  +  V>       Hl  +  n3  +  W8  +  ni  =  1  (m0d  2) 

zwei  Mal  vorkommt  unter  den  Zahlen  der  Form 

vJ2(2"».+1),> 

und  dass  jede  Zahl  von  der  letzteren  Form  einmal  unter  den  Zahlen 
der  ersteren  Form  enthalten  ist.     Es  ist  also  in  der  That 

P4  —  Qi  =  B\ 
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267.  Einführung  der  Ja c ob i 'sehen  Bezeichnung.    Darstellung  aller 
in        <Ler   Untersuchung    vorkommenden    Grössen    durch    die    Theta- 
functionen.    Formulirung  des  nun  zu  lösenden  Problems. 

Wir  gehen  nun  an  die  Verification  der  Gleichungen  (31)  (Nr.  264, 
S.     i  6),  die  wir  zunächst  in  Relationen  für  die 

«m.  ^gesetzt  in  der  Form 

j2P(g,,+,)=p(o  +  e(0> 

l2Äfo,+1)-P<8j-e<8j 
so-*=1^K-«iben.     Von  diesen  Gleichungen  ist  nun  zu  zeigen,  dass  sie  durch 
die       Heihenentwickelungen  (44)  (S.  24)  identisch  befriedigt  werden. 
Für  die  Entwickelungen  (44)  haben  wir 

P(2)  +  Q(S)  =  ^  Ö"*  +  (-  D"  <rt 


C3X  ») 


«= — OD 


aJ^o    besteht  die  Gleichung 


=  2  2V4",2  =  22Vr', 


n 


P(SÖ  +  Q  («)  =  2  P(24) ; 
cg  ergiebt  sich 

!?8  **)  P(«)  -  <?Cff)  =  2iJ(24). 

ist  aber 

Gleichungen   (48),   (48a)    sind   also   mit   den    Gleichungen   (31a) 


IT 


<Ü 


so 


Setzen  wir  jetzt  für  die  Quadrate  der  durch  die  Entwickelungen 
definirten  Grössen 

P'Gz)  =  a,     «*(<?)  =  b,    B\q)  =  c 

bilden  mit  diesen  drei  Grössen,  die  ja  die  Relation 

2  2  t-2 

c  =  a  —  b 

^digen,  einen  Algorithmus  des  arithmetisch -geometrischen  Mittels 

Qn>     **>     C«  (n  =  l,2,3  ...), 

ii '        ii '       n 

**aben  wir  zufolge  der  Gleichungen  (48),  (48  a) 


k 
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Also  ist 

(49)  M (o,  b)  -  lim  o,.  -  lim  F(qJ  =  lim  F(g)  =  1 . 

Ferner  ist  nach  den  Gesetzen  des  arithmetisch -geometrischen  Mittels 
(vergl.  Nr.  264,  S.  17  ff.) 


i_ 

22» 


setzen  wir  hierin  für  a2w,  c2j|  ihre  Entwickelungen  ein,  so  erhalten  wir 

4*2»  =      (H-2g8»+gg24n+'-)2 

und  wenn  wir  auf  beiden  Seiten  die  (22*)16  Wurzel  ziehen, 


i 


22»  _£ 

2 

'2« 


(£)  - 


(1+**2n  + 


8a«— i 


7 


also    ergiebt    sich    als    Grenzwerth    des    Logarithmus    für    unendlich 
wachsendes  n 

(5°)  TBgfl-1»«^  — T^' 

Sei  nun  q  irgend  eine  noch  zu  bestimmende  Grosse,  deren  absoluter 
Betrag  kleiner  ist  wie  Eins,  und  setzen  wir 

a  =  <,P*(q),    5-p«\q), 
wo  q  eine  ebenfalls  zu  bestimmende  Grösse  bedeutet,  so  ist 

c  =  (.F(q), 
und  wir  haben  mit  Rücksicht  auf  (49) 

M(a,  b)  =  9  M(F(q),  Q\(0)  =  q, 

M(a7  c)  =  qM(P\<\)}  iP(q)). 

Da  aber  nach  (50) 

üf(P2(q),  g,(q))  =  logq 

Jf(P*(q),£'(q)) 
und  andererseits 

flf(«,  6)  _  logg 

üf  (a,  c)  « 

ist,  so  ist  q  mit  q  identisch,  d.  h.  wir  haben 

und  damit  sind  die  Entwickelungen  (44)  verificirt,  d.  h.  es  ist  gezeigt,  dass 
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P(g)  =  P(?),   Q(s)-Q(<d,   *(?)  =  *(?) 

sein  mns8. 

Wir  führen  nun  die  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen 
gebrauchlichen  Zeichen  ein.     Setzen  wir 

so  dass  also 

tni 

q  =  e 

ist,  so  ist  x  eine  imaginäre  Grösse  mit  positivem  Coefficienten  von  i. 
Man  bezeichnet  dann  nach  Jacob i 

und  hat  folglich  für  diese  drei  Thetafunctionen  die  Entwickelungen 

tni     •     c%  Atrti 


•     • 


*(«)  =  1  —  2e"'  +  2e""'  — 

tni 

»t(T)  =  2<T4~(1  +  «***'  +  e2  '""'  +•-.). 

Das  Ergebniss  der  durchgeführten  Untersuchung  lasst  sich  dann  wie 
folgt  aussprechen: 

Sind  a}  6,  c  drei  reale  positive,  durch  die  Gleichung 

c=a  —  o  ,    a>  6, 

mit   einander  verknüpfte   Grossen,    und   bestimmt   man   eine 

Grösse  x  durch  die  Gleichung 

_  .  M  (c^b) 
Z~tM(atcy 

so  stellen  sich  die  a,  6,  c  durch  die  Formeln 

(I)  a  =  M(a,  6)^s2(r),     6  =  3f(a,  6)d2(r),    c  =  üf(a,  &)#22(t) 

dar. 

Wir  ziehen  hieraus  noch  einige  Consequenzen,  indem  wir  zuvörderst 

setzen  und  die  p,  tf  zu  bestimmen  suchen.     Es  ergiebt  sich 

M(a,  c)  =  qM(&*{6),  frV))  =  e, 

■  lf(a,«)_-i 

°  —  *  Hf(a,  6)  —     t    » 

wir  können  also  den  Formeln  (I)  die  Gleichungen 

(II)  a-JfCa,*)»/^),  6  =  Jf(a,C)»22(^),  C  =  M(a,C)»2(^i) 
an  die  Seite  stellen. 


(IV)  ,      ., 


2»a\2r)  =  *,«(*)  +  »\t), 
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Ferner  ist 

wo  %    durch  die  Gleichung 

definirt  wird.     Wir  haben  also 

r  =  %  •  2    ^  ;-L- r  =  2  r  =  — :  log  a  , 

und  somit  sind  die  nach  dem  Früheren  nur  für  geradzahlige  W< 
von  n  abgeleiteten  Beziehungen 

(III)    au-M(a,b)*,\rr),  \  =  M(a,b)»\2\),  c=M{a,b)t? 

für  beliebige  ganzzahlige  Werthe  von  n  erwiesen.    Nach  den  Ges 

des  arithmetisch -geometrischen  Mittels   bestehen   folglich   die  Tl 

relationen: 

19»  z(9t\  =  ü 

»"(2t)  — »f(t)»(T). 

Für  die  Grössen  x,  K7  K'  liefern  die  abgeleiteten  Formeln 
Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (24)  (Nr.  263,  S.  11)  die  folge 
Ausdrücke.     Setzt  man 

(V)  Ki 

so  ist 

(vi)  «-~^,  «'-vrr,?  _•!£»., 

(VII)  *?-•.■»,  ?-•.•(-!). 

diese    Entwickelungen    gelten   aber    vorläufig   nur    für    reale    po 
Werthe  von  x  und  x'. 

Nach  einem  bekannten  Principe  der  Functionenlehre  könner 
aber  sofort  schliessen,  dass  die  für  den  so  beschränkten  Bereicl 
geleiteten  Beziehungen  solange  gültig  bleiben,  als  die  in  denselben 
tretenden  Reihenent Wickelungen  convergent  sind.  Dies  ist  offenba 
Fall,  wenn  r  eine  comploxe  Grösse  bedeutet,  deren  Coefficient 
einen  wesentlich  positiven  Werth  hat. 

Die  Entwickelungen  (VI)  gelten  also  für  diejen 
Werthe  von  x,  für  welche  die  durch  die  Gleichung  ("\T 
finirte  Grösse  z  einen  positiven  Coefficienten  von  i  bes 
Für  diese  Werthe  sind  dann  x  und  x'  als  eindeutige  F 
tionen  von  r,  d.  h.  als  eindeutige  Functionen  des  Quotie 
zweier  Fundamentallösungen  der  Legendre'schen  Differen 
gleichung  (L)  dargestellt. 


K  » 


2, 
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Es  entsteht  nun  die  Frage  nach  dem  Werthebereich  von  x  be- 
ziehungsweise von  0  =  x ,  für  welchen  die  Bedingung  erfüllt  ist,  dass 
die  Grösse  r  einen  positiven  Coefficienten  von  i  besitzt;  es  wird  sich 
zeigen,  dass  dieser  Bereich  die  ganze  complexe  z-  Ebene  mit  Ausnahme 
cX^r  singulären  Stellen  0,  1,  oo  umfasst. 

Die  Richtigkeit  dieses  überaus  wichtigen  Satzes  kann  auf  mannig- 
faltige Weise  erwiesen  werden.  Riemann  hat  für  denselben  einen 
£clen  allgemeinen  Fall  eines  beliebigen  algebraischen  Gebildes  umfassen- 
den) Beweis  geliefert,  der  direct  von  der  Darstellung  von  K  und  K' 
durch  die  bestimmten  Integrale  ausgeht.  Einen  anderen  Beweis  hat 
Herr  Fuchs  gegeben,  indem  er  von  der  Differentialgleichung  (L)  aus- 
geht. Wir  werden  im  Wesentlichen  der  von  Herrn  Fuchs  vorgezeich- 
neten Methode  folgen,  wollen  aber,  ehe  wir  auf  die  Darlegung  derselben 
e***|3jehen,  zeigen,  welche  Folgerungen  sich  aus  dem  in  Rede  stehenden 
Satze  ziehen  lassen. 

Nehmen  wir  also  an,  es  sei  gezeigt,  dass  für  jeden  Werth  von  z 
(oait  Ausnahme  von  0,  1,  oo),  also  auch  für  jeden  Werth  von  x,  der 
^oefficient  von  i  in  r  wesentlich  positiv  ist. 

Dann  folgt  aus  der  Darstellung  (VI),  dass  x  sowohl  wie  x'  und 
folglich  auch  z  eindeutige  Functionen  des  Integralquotienten  r  der 
Ü^earen  Differentialgleichung  (L)  sind  (vergl.  Nr.  260,  S.  2).  Ebenso 
8u*d  nach  (VII)  auch  die  Integrale  K7  K'  von  (L)  selbst  eindeutige 
*  **nctionen  von  r.  Ferner  würden  die  Gleichungen  (I)  bis  (IV)  lehren, 
d^ss  der  direct  nur  für  reale  positive  a,  6,  c  aufgestellte  Algorithmus 
"es  arithmetisch -geometrischen  Mittels  für  beliebige  complexe  Werthe 
^ser  Grössen  unverändert  besteht,  sofern  man  das  Vorzeichen  der 
"**adratwurzeln,  durch  welche  die  b  ,  c  bestimmt  werden,  den  Glei- 
c^^Hgen  (I)  und  (III)  gemäss  einrichtet.  Es  lassen  sich  dann  aus  den 
**esetzen  des  arithmetisch-geometrischen  Mittels  alle  Eigenschaften  der 
Function  x  von  r  in  äusserst  eleganter  und  einfacher  Weise  ableiten, 
***"   kommen  hierauf  an  spätererer  Stelle  zurück. 

Jetzt   knüpfen   wir  an    die  Thatsache  an,    dass    sich   uns    in   der 
ülfferentialgleichung  (L)  ein  besonderer  Fall  einer  linearen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  und  insbesondere  der  Differentialgleichung 
fr  Q ausstehen  Reihe  darbietet,  in  welchem  die  unabhängige  Variable 
eiUe    eindeutige  Function   des  Integralquotienten  ist,  und    stellen   uns 
eiXlgemäss  die  Aufgabe: 

Diejenigen  Fälle  der  Differentialgleichung  der  Gauss- 
8C**en  Reihe  anzugeben,  in  denen  die  unabhängige  Variable 
a  s  eine  eindeutige  Function  des  Integralquotienten  erscheint. 
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268.  Die  Gauss'sche  Differentialgleichung  in  der  eanonisehen  Form 
und  für  reale  Werthe  der  Differenzen  der  "Wurzeln  der  determi- 
nirenden  Gleichungen.    Abbildung  durch  den  Integralquotienten  bei 

specieller  Wahl  der  Querschnitte. 

Die  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  formulirte  Aufgabe  wurde 
zuerst  von  Herrn  Schwarz  gelöst  bei  Gelegenheit  einer  Untersuchung 
derjenigen  Fälle,  in  denen  die  Gauss'sche  Reihe  F(u,  ß9Yf&)  eine  alge- 
braische Function  von  z  darstellt.  Indem  wir  jetzt  zu  einer  Darlegung 
der  von  Herrn  Schwarz  erlangten  Resultate  übergehen,  greifen  wir 
auf  die  allgemeinen  Ueberlegungen  des  elften  Abschnittes  (Nrn.  196  ff.) 
zurück. 

Wir  denken  uns  zunächst  die  Differentialgleichung  (G)  (Nr.  70, 
Bd.  I,  S.  252)  auf  die  canonische  Form  gebracht,  indem  wir  (vergL 
Nr.  172,  Bd.  H,  1,  S.  147)  für 

=  y-(g  +  P  +  l)*  -aß 

*i  *(l  — *)         '    **       z{l—z) 

den  invarianten  Ausdruck 

bilden.     Setzen  wir 

(1)  (l-y)'  =  äx\      (y-a-ßf-d%\     (a-ß)*  =  d*, 

so  sind  d19  d2,  ds  die  Differenzen  der  Wurzeln  der  zu  den  singularen 

Punkten 

z  =  0,  1,  <x> 

gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen;  wir  denken  uns 
die  Quadratwurzeln  aus  den  Ausdrücken  (1)  so  gewählt,  dass  die  realen 
Theile  der  di;  d2,  dz  nicht  negativ  sind. 

Dann  lautet  die  canonische  Form  der  Differentialgleichung  (G) 

(2)  £  -  «««, 
wo 

2        t  >  2        •«  >  2    i     *  2         *  2 


(3)  9(*)-T 
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_y  («  +  /?  +  D-r 

(4)  w=*u   z%{\  —  z)         2  , 
zu  nehmen  ist,  und  der  Quotient 

eines  Fundamentalsystems  v{ ,  t?2  von  (2)  genügt  der  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung 

(5)  ^(j)-fi(*), 
deren  allgemeines  Integral  in  der  Form 

v  '  y#)  +  ^ 

enthalten  ist. 

Wenn  z  eine  eindeutige  Function  von  17  sein  soll,  so  müssen  nach  den 
Ergebnissen  der  Nr.  197  (Bd.  II,  1,  S.  256)  die  Grössen  di;  d2,  ds  ent- 
weder gleich  reciproken  ganzen  Zahlen  oder  gleich  Null  gewählt  werden. 
Nehmen  wir  allgemeiner  d19  #2,  #8  real  positiv  und  kleiner  als  Eins, 
so  ist  die  Differentialgleichung  (2)  mit  der  in  der  Nr.  216  (Bd.  II,  1, 
S.  343 ff.)  aufgestellten  für  6  =  2,  ax  =  0,  a2  =  1  identisch,  die  Function  z 
von  r\  hat  also  nach  den  daselbst  erlangten  Ergebnissen  die  folgenden 
Eigenschaften. 

Legen  wir  von  z  =  0  und  xr  =  1  aus  Querschnitte  \ ,  Z2  nach  dem 
Unendlichen,  so  ist  die  so  zerschnittene  z- Ebene  T  die  eindeutig  con- 
forme  Abbildung  eines  Fundamentalbereiches  FQ  der  17- Ebene,  welcher 
die  vier  Ecken 

Ai  j  A3  y     2  >    3 
und  in  den  von  diesen  gebildeten  Cykeln 

die  Winkelsummen 

2ndiy   2jr<?2,   2%öz 

besitzt.    Dabei  sind  die  Xx ,  A2 ,  As  als  Doppelpunkte  der  Substitutionen 

-^1  >    -^2  7    ^3  =  -^1    ^2 
bestimmt,  die  iy  erfährt,  wenn  z  beziehungsweise  einfache  positive  Um- 
laufe um  die  Punkte  0, 1,  00  ausführt,  und  welche  die  Seitenpaare  von  F0 

si  =  (Ai  t  *$)  7       si  ~  (Ai  ?  As  /  y 

S2  =  (A3   ?    A2/  >  52   ===  VA3  >    A2/ 

in  der  durch  die  Gleichungen 

Sl    =  ^1  Si  ?       52    =  ^2  52 

angedeuteten  Weise  in  einander  überführen. 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.   11,2.  3 
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Die  Gestalt  jener  Seitenpaare  hängt  wesentlich  von  der  Gestalt 
der  in  der  #-Ebene  gelegten  Querschnitte  l19  l^  ab.  Wir  wollen  diesen 
Querschnitten  selbst  eine  besondere  Form  beilegen,  wodurch  die  Seiten 
von  FQ  eine  besonders  einfache  Gestalt  erhalten. 

Wir  denken  uns  nämlich  den  Querschnitt  lx  längs  der  negativen 
realen  #-Axe,  den  Querschnitt  l2  längs  der  positiven  realen  jer-Axe  von 
0  beziehungsweise  1  nach  z  =  <x>  hin  gelegt,  so  dass  also  ein  in  der 
zerschnittenen  £-Ebene  T  verlaufender  Weg,  der  von  der  oberen 
£-Halbebene  (wo  der  Coefficient  von  i  in  z  positiv  ist)  in  die  untere 
s-Halbebene  (wo  der  Coefficient  von  i  in  z  negativ  ist)  fahrt  oder  um- 
gekehrt, die  reale  #-Axe  zwischen  0  und  1  überschreiten  muss.  Es 
handelt  sich  dann  darum,  die  rj  -Werthe  zu  bestimmen,  die  den  Punkten  z 
auf  beiden  Ufern  von  l19  Z2  entsprechen. 

Zerlegen  wir  z  und  rj  in  ihre  realen  und  imaginären  Theile 

z  =  x  +  yi,      ri{z)  =  u(xyy)  +  iv(x,y), 

wo  also  u{xy  y)y  v(xy  y)  reale  Functionen   der  realen  Variabelen  x7  y 
bedeuten,  so  ist  der  conjugirte  complexe  Werth  von  ri(z) 

ÄW  =  u(x>  y)  —  iv(x>  y) 

eine  monogene  Function  von 

z  =  x  —  yi, 

und  man  hat,   wenn  wir  allgemein  durch   einen  Ueberstrich   die  con- 
jugirte einer  complexen  Grösse  andeuten, 


\  dz*  ) 


dnW ,  .  o^,,,*,,. 


dz*  \  dz* 

Also  ist  auch 

oder  da  q(z)  reale  Coefficienten  hat,  und  folglich 

W)  =  «(*) 
ist, 

G)  - 1» 

Die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 

^  (D  =  «® 
besitzt  also  die  beiden  particularen  Integrale 

^  =  tt(x,  y)  —  iv(x,y), 
W)  =  «(*,  —  y)  +  iv(x,  —  y), 
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und  es  bestellt  folglich  zwischen  diesen  beiden  Grössen  die  Beziehung 

wo  cc,  ß,  y,  d  Constanten  bedeuten,  für  die 

ad  —  ßy  =  1 
ist. 

Wenn  wir  also  von   dem  Punkte  x  +  yi  der  z-  Ebene  z.  B.  auf 

einem  in  der  zerschnittenen  #- Ebene  T  verlaufenden  Wege  zu  dem 

Punkte  x  —  yi  gehen,  so  erhalten  wir  daselbst  einen  Werth  von  17, 

der  aus  dem  conjngirten  Werthe  von  ri(x  -\-  yi)   durch  die  projective 

Substitution  (7)  hervorgeht.     Dabei  bleibt  diese  Substitution  offenbar 

dieselbe,  wo  auch  der  Punkt  x  -f-  yi  angenommen  werden  mag,  wenn 

nur  der  Weg  von  x  +  yi  zu  dem  Punkte  x  —  yi  in  der  zerschnittenen 

Fläche  T  ausgeführt  wird.    Es  ist  also  auch 

und  wenn  wir  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  i  in  —  i  verwandeln, 

Vergleichen  wir  die  Gleichungen  (7),  (8)  mit  einander,   so  schliessen 
wir,  dass 


«  ?\  («  ß\  _  /i  o\ 

y  dj  \y  8)       \0  1/ 


(aa 
_ 


sein  mus8,  d.  h.  es  ist 

üa  +  ßy=l,  äß  +  ßd  =  07 

ya  +  6y  =  0,  yß  +  dd  =  1, 

und  hieraus  folgt,  wenn  wir  z.  B.  y  von  Null  verschieden  voraussetzen, 

d_ a_        I_  —  £ 

Y  v  }       y        Y  7 


Setzen  wir  also 


a}-£-=±<0. 

y2  Y  YY 


y   ~  c0  '       Y  ~        c0' 
so  ist  bQ  real,  wenn  wir  c0  real  wählen  und 

7  =  -^     — Mo  + Vo<°; 

die  Substitution  (7)  hat  demnach  die  Form 


3* 
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—  ö0^(i)  —  b0 


(10)  *<*)-  — =xt --*.*«■ 

Für  Werthe  von  z  auf  dem  zwischen  0  und   1   gelegenen  Theile 
der  realen  Axe  von  T  ist  folglich 

mX)  =  = ,  (0<ar<l), 

d.  h.  die   diesen   £-Werthen   entsprechenden   rj  -Werthe  befriedigen  die 
Gleichung 

(11)  C0VV  +  %V  +  %V  +  6o  =  °> 

die  einen  Kreis  sQ  und  zwar,  da 

—  aoäo  +  Vo  <  ° 
ist,    einen    realen   Kreis   der  iy-Ebene   darstellt.     Wir   wollen   cQ  so    « 
wählen,  dass 

~  %%  +  Vo  =  —  ! 
sei." 

269.  Krefebogenviereeke.    Symmetrie  in  Bezug  auf  die  Diagonale. 

Spiegelungen. 

Wenn  wir  von  einem  z-  Punkte  in  T  ausgehend  einen  der  Quer-— i 
schnitte  l19  l2  in  positiver  oder  negativer  Richtung  überschreiten, 
gelangen  wir  im  Sinne  der  in  Nr.  210  (Bd.  II,  1,  S.  312  ff.)  eingeführte] 
Vorstellungs-  und  Bezeichnungsweise  in  die  Blatter 

1>         8*         — 1>        —  2> 

die  den  Zweigen 

<*  =  1,  2) 

des  Integralquotienten  rj  entsprechen,   und  deren   eindeutig   conform» 
Abbildungen  auf  die  17-Ebene  durch  die  Bereiche 

F     F    F       F 

1  9        2>        —1'        —2 

geliefert  werden. 

Gehen  wir  im  Blatte  Tx  von  einem  Punkte  z  zu  seinem  conjugirten 
also  so,  dass  wir  die  reale  Axe  zwischen  0  und  1  überschreiten,  so  ge-~ 
langen  wir  in  der  17 -Ebene  vom  Punkte  ijx(z)  zu  dem  Punkte 

(12)  %(Z)  =  A&Ä-1^*)        («-+1,  +  1,  -1,  -2), 

wenn  wir  mit  A%  diejenige  Substitution  bezeichnen,  die  aus  A    dadurchJ 
entsteht,  dass  wir  in  den  Coefficienten  von  A%  an  die  Stelle  von  +  r 
setzen  —  t. 
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Aus  (12)  folgt,  dass  fQr  Werthe  x  von  z}  die  zwischen  0  und  1 
auf  der  realen  Axe  des  Blattes  Tx  liegen,  die  entsprechenden  v\ -Werthe 
die    Gleichung 

(13)  V-A,B0Ä;li 

befriedigen,  die  offenbar  einen  Kreis  darstellt,  der  nichts  anderes  ist, 
T&iG    die  Abbildung  des  Kreises  sQ  durch  die  lineare  Function  A  ij. 
Ferner  haben  wir  nach  (10)  oder  (12) 

C14)  Vx(z)  =  AaV(i)  =  AaBJfö, 

cL     l.  wenn   wir   von   einem  Punkte  z  von  T  ausgehend,   den   Quer- 
solxnitt  ?jx,  von  demjenigen  Ufer  aus  überschreiten,  längs  welchem  die 

Flachen  T  und  Tx  mit  einander  zusammenhängen,   und  dann  zu  dem 

jugirten  Punkte  z  von  Tx  hingehen,   so  gelangen  wir  von  rj(z)  aus 
dem  durch  die  Gleichung  (14)  dargestellten  Punkte  der  17-Ebene. 
Die  Gleichung  (14)  liefert   eine  Beziehung   zwischen   den  beiden 
monogenen  Functionen 

7}(z)     und     rjx(z) 

der  complexen  Variabein  Z]  diese  Beziehung  muss  folglich  nach  einem 
bekannten  Principe  der  Functionentheorie  auch  zwischen  allen  Fort- 
setzungen dieser  beiden  Functionen  bestehen.    Es  ist  demnach  auch 

C*4a)  n(z)  =  AxB^). 

^e^chten  wir  nun,  dass  BQ  mit  der  Substitution  2?0,  die  aus  2?0  hervor- 
fiTeH"fc,  indem  wir  in  jedem  Coefficienten  von  B0  -{-  i  in  —  i  verwandeln, 
dviiich  die  Gleichung 


—  i 


Bo  —  JBo 

Ve*"fcunden  ist,  so  ergiebt  sich,  wenn  wir  in  der  Gleichung  (14a)  an 
**io    Stelle  von  +  i  setzen  —  i: 

Aixs  den  beiden  Gleichungen  (14),  (15)  ergiebt  sich  nunmehr 
(16)  4  Äl  BT1  =  1. 

'  x      0      x      0 

Betrachten  wir  einen  Punkt  x,  der  auf  dem  den  Blättern  T  und  T 

'  X 

^^^^insamen  Ufer  des  Querschnittes  l  K .  liegt,  so  ist  für  denselben 

p  ^       diesen  Punkten  x  entsprechenden  iq  -Werthe  befriedigen  folglich  die 
Eichung 
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und  diese  stellt  zufolge  der  Gleichung  (16)  und  da  die  Determinante 
der  Substitution 

den  Werth  —  1  hat,  einen  realen  Kreis  der  17-Ebene  dar.     Es  ist. 
folglich  der  Kreis 

(18)  rj  =  AxB0ri  (x  =  i,2) 

nichts  anderes,  wie  die  Seite  sj  von  FQ}  und  ebenso  ist  der  Kreis 

(19)  r}=A_xB0rj  (x  =  i,2) 

die  Seite  sx;  in  der  That  verwandelt  sich  der  Kreis  (19)  durch  Ab- 
bildung mittelst  der  linearen  Function  Axt\  in  den  Kreis  (18),  wie  man 
mit  Rücksicht  auf  die  aus  (16)  folgende  Gleichung 

BaA~A~lBn 

0      x  x  0 

sofort  erkennt. 

Wenn  wir  also  die  Querschnitte  llf  l2  längs  der  realen 
i-Axe  legen,  so  sind  die  Seiten  des  Fundamentalbereichs  -F0 
Kreisbogen,  und  überdies  entspricht  dem  zwischen  0  und  1 
gelegenen  Theile  der  realen  Axe  von  T  ein  Kreisbogen  sQf 
der  offenbar  durch  die  Ecken  Xl9  Ag  von  F0  hindurchgeht  und 
demgemäss  als  Diagonale  des  Kreisbogenvierecks  F0  an- 
gesehen werden  kann. 

Die  Diagonale  s0  theilt  den  Bereich  F0  in  zwei  Hälften,  die  be- 
ziehungsweise der  unteren  und  der  oberen  Halbebene,  in  welche  T 
durch    die    reale    z-Axe    zerfallt   wird,    entsprechen;    und   zwar   sind 

nach  Gleichung  (10)  diejenigen  Punkte 
17(2)  und  rjQs),  die  conjugirten  Punkten 
z  und  z  der  beiden  Halbebenen  von  T 
entsprechen,  im  Sinne  der  in  der  Nr.  200 
(Bd.  II,  1,  S.  271)  eingeführten  Termino- 
logie, Spiegelbilder  von  einander  in 
Bezug  auf  den  Diagonalkreis  sQ.  Es  ist 
also  auch  sx'  das  Spiegelbild  von  st  und 
sa  das  Spiegelbild  von  58'  in  Bezug  auf 
2  s0.  Hieraus  schliessen  wir,  dass  die 
Fig.  19.  Winkel  der  Kreisbogendreiecke 

(Xj  A3  A2)  ,      (At  A3    Ag)  , 

welche  der  unteren  beziehungsweise  der  oberen  Halbebene  von  T  ent- 
sprechen, bei  den  Ecken  ax,  a3  beziehungsweise  A3'  und  k%  gleich 

sein  müssen. 


r 
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Denn  die  Abbildung  durch  reciproke  Radiivectores  ist  nach  elemen- 
tar- -geometrischen  Sätzen  eine  winkeltreue;  also  ist 

aber  nach  dem  Satze  der  Nr.  209  (Bd.  II,  1,  S.  310) 

isfc^       so  folgt  unmittelbar  die  Richtigkeit  unserer  Behauptung. 

Durch  geeignete  Wahl  von  t\  können  wir  es  stets  erreichen,  dass 
Kreisbogen  s0  in  eine  gerade  Linie  übergeht,  d.  h.  dass  in  der 
chung  (11)  c0  verschwindet.  Dann  wäre  das  Kreisbogenviereck  F0 
ug  auf  die  geradlinige  Diagonale  s0  symmetrisch.  Wir  über- 
en  diese  Bezeichnung  auch  auf  den  allgemeinen  Fall,  wo  s0  keine 
de  Linie  ist,  und  sagen  demgemäss: 

Das  Kreisbogenviereck  F0  wird  durch  die  Diagonale  s0  in 
li  symmetrische  Hälften  getheilt,  die  beziehungsweise  der 
eren  und  oberen  Halbebene  des  Blattes  T  entsprechen. 
Wir   bezeichnen    die   Operation,    durch    welche    man    von    einem 
rj  zu  seinem  Spiegelbilde  in  Bezug  auf  einen  Kreis 

crjrj  -j-  arj  +  ärj  +  &  =  0 
ergeht,  und  die  durch 

1  cr\  +  « 

gestellt  wird,   als  eine  Spiegelung  angewandt  auf  rj.     Hierin  sind 

b}  c  reale  Grossen.     Dann    stellt   zufolge    der  Gleichung  (16)   die 

chung  (14)  für 

x  =  +  l,  +2,  -1,  -2 

Unfalls  Spiegelungen,  und  zwar  Spiegelungen  über  die  Kreise 


( 


"—      Setzen  wir 


si  >  S2>  si>  Si 


A  Ba  =  B 

x      0  x 


st  die  Substitution  A^  in  der  Form 


X 


A  =B  Ba 

x  x      0 


—  1 


^^^»tellbar,  d.  h.  wenn  wir  auf  einen  Punkt  rj  von  F0  anwenden  die 
^gelung  BQ  und  dann  auf  den  so  entstehenden  Punkt  die  Spiege- 
g  B  ,   so  gelangen   wir    zum   entsprechenden  Punkte  Axr\   des  Be- 

tf^^les  F  ,  oder  kürzer,  die  Substitution  Ax  ist  äquivalent  der  hinter- 
^^nder  erfolgten  Anwendung  der  Spiegelungen  B0  und  Bx. 
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Die  Spiegelungen  Bx  sind  aber  auch  einer  einfachen  analytischen. 
Deutung  fähig.  Beachten  wir  nämlich,  dass  ebenso  wie  jP0  durch  s0, 
jeder  Bereich  F  durch  den  Kreis  AxsQ  in  zwei  symmetrische  Hälften 
zerlegt  wird,  die  den  beiden  Halbebenen  des  Blattes  Tx  entsprechen,  so 
lehrt  die  Gleichung  (14),  dass  die  conjugirten  xr-Werthen  entsprechen- 
den Punkte  der  Bereiche  jP0  und  Fx  durch  die  Spiegelung  Bx  aus- 
einander hervorgehen. 


270.   Dreieckstheilung,  die  aus  einem  Kreisbogendreiecke  entspringt. 

Abbildung  eines  Kreisbogendreiecks  auf  eine  Halbebene. 

Das  Riemann'sohe  Fortsetzungsprinoip.     Dreieoksfunotionen. 

Die  hier  für  die  Bereiche  FQ,  Fl}  F%7  F_1}  F__%  gefundenen  Er- 
gebnisse übertragen  sich  ohne  weiteres  auf  alle  Bereiche 

F 

±*1»  ±*2»  ''±*Zy 

die  (vergl.  Nr.  210,  Bd.  H,  1,  S.  313)  durch  die  Substitutionen 

y«+1    A  +  1  A+1  i  .    *» 

A-   A-    "'Ax    r\  («i,**,  •■■*2=-i,*) 

der  projectiven  Monodromiegruppe  #  der  Differentialgleichung  (2)  aus 
F0  hervorgehen  und  den  Blättern 

±  *i»  ±*2»  "  '  ±*i 

der  über  der  z-  Ebene  ausgebreiteten  unendlich  vielblättrigen  Fläche  R, 
die  die  Verzweigung  der  Function  rj(js)  darstellt,  entsprechen. 

Jeder  dieser  Bereiche  zerfällt  durch  die  Abbildung  des  Kreis- 
bogens s0  in  zwei  symmetrische  Kreisbogendreiecke,  und  wir  wollen 
uns  nach  dem  Vorgänge  von  Herrn  Klein  immer  dasjenige  dieser 
Kreisbogendreiecke,  welches  der  unteren  Halbebene  des  Blattes 

T 

±*li  ±*2»  ••  "  ±*Z 

entspricht,  schraffirt,  das  andere,  der  oberen  Halbebene  entsprechende 
unschraffirt  denken  (vergl.  Fig.  19).  Dann  besteht  die  reguläre  Theilung 
der  Fläche  F  aus  lauter  theils  schraffirten  theils  unschraffirten  Kreis- 
bogendreiecken, die  so  beschaffen  sind,  das  jedes  aus  einem  ihm  be- 
nachbarten durch  Spiegelung  in  Bezug  auf  den  die  gemeinsame  Grenze 
bildenden  Kreisbogen  hervorgeht. 

Bilden  wir  aus  den  drei  Spiegelungen 

als  Fundamentaloperationen  eine  Gruppe  0,  so  entsprechen  die  Opera- 
tionen von  6  gegenseitig  eindeutig   der  beschriebenen  Dreieckstheilung 


di 


7- 


ua 
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von  F9  und  die  Substitutionsgruppe  &  ist  in  6  als  Untergruppe  ent- 
Jx&lten,  indem  nämlich  diejenigen  Operationen  von  tf,  die  aus  einer  ge- 
x-sden   Anzahl   der   Pundamentaloperationen   B0,  B__17  B2    zusammen- 
gesetzt sind,  Substitutionen  von  #  darstellen. 

Daraus   folgt    auch    sofort,    dass    die   Gruppe   #   in   6   als   aus- 
g"o  zeichnete  Untergruppe  enthalten  ist. 

Wir  können  uns  nun  die  ganze  Theilung  der  Fläche  F  dadurch 

entstanden  denken,   dass  wir   von   einem    beliebigen   schraffirten   oder 

t  schraffirten  Dreiecke  ausgehen,  dieses  durch  Spiegelung  in  Bezug 

seine  drei  Seiten  vervielfältigen,  jedes  so  entstandene  Dreieck  wieder 

ezug  auf  jede  seiner  beiden  freien   Seiten   spiegeln  und  so  fort- 

en.     Die  Function  z  von  rj  ist  dann  dadurch  definirt,  dass  sie  das 

reieck  auf  eine  Halbebene  eindeutig  conform  abbildet. 
Denken  wir  uns  nun  umgekehrt,  es  sei  in  der  17-  Ebene  irgend  ein 
drei  Kreisbogen  gebildetes  Dreieck  q>Q  gegeben,  welches  in  seinen 
Ecken  (ilf  /t2,  /ts  die  hohlen  Winkel  itdl9  itd2,  nSz  besitzt,  dann 
J^örxxien  wir  uns  die  Aufgabe  stellen,  eine  Function  £  von  i\  anzugeben, 
<**«  die  eindeutig  conforme  Abbildung  dieses  Dreieckes  auf  eine  Halb- 
e^>«x*e  liefert.  Die  Existenz  einer  solchen  Function  folgt  aus  einem 
gemeinen  Riemann'schen  Satze,  und  lässt  sich  mit  Hülfe  des  in  der 
-  212  (Bd.  H,  1,  S.323)  geschilderten  Schwarz-Neumann'schenVer- 
*"«ns  unschwer  beweisen.  Wir  wollen  den  Existenzbeweis  aber  in 
ecter  Weise  dadurch  liefern,  dass  wir  die  gestellte  Aufgabe  auf 
bereits  gelöste  zurückführen. 
Sei  nämlich 

t = m 

1      Function  von  der  geforderten  Beschaffenheit,    dann  hat  also  für 
^Seiten  des  Dreieckes  qp0  die  Function  g  reale  Werthe.    Wir  können 
^Xnannigfaltige  Weise  eine  lineare  Function 

1       yn  +  ö* 

^  so  bestimmen,  dass  die  eine  Seite  des  Kreisbogendreieckes  <p0  der 
ene,   etwa  (fit,  ji3),   auf   ein  Stück  der  realen  17'Axe  abgebildet 
5  wählen  wir  z.  B.  cc,  ß,  y,  d  so,  dass 

für  irgend  einen  Punkt  p  des  Kreisbogens  (f*  ,  jt3) 

yji  +  d        yf*  +  * 
>       so  entspricht   dem  Dreiecke  q>Q  der  17-Ebene  ein  Dreieck  if>0  der 


S^V 
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i/-Ebene,  von  welchem  eine  Ecke  im  Nullpunkte,  eine  zweite  Ecke  im 
Unendlichen  liegt,  während  die  dritte  Ecke  durch  den  Punkt 

*H  +  ß 

y     — =    — — — — — - 

gegeben  wird.     Den  Seiten 

von  qp0  entsprechen  beziehungsweise  die  positive  reale  Axe,  eine  durch 
v%  hindurchgehende  Gerade  und  ein  durch  die  Punkte  0  und  v%  hin- 
durchgehender Kreisbogen  der  rf-  Ebene.     Die  Function 

t  =  f(n)  =  gtf) 

bildet  dann  das  Dreieck  #0  auf  eine  Halbebene,  sagen  wir  z.  B.  die 
obere  £- Halbebene  ab,  insbesondere  entspricht  den  Punkten  der  realen 
positiven  ij'-Axe  ein  continuirliches  Stück  der  realen  £-Axe.  Umgekehrt 
ist  die  Function  rf  von  £  nur  für  Werthe  von  £  mit  positivem  Coeffi- 
cienten  von  i  definirt;  wir  wollen  zeigen,  wie  man  mit  Hülfe  eines  von 
Riemann  herrührenden  Princips  diese  Function  in  die  untere  £-Halb- 
ebene  fortsetzen  kann. 

Sei  allgemein  für  die  Punkte  eines  in  der  oberen  £- Halbebene  ge- 
legenen Bereiches  Z  eine  Function 

eindeutig   definirt,  die   diesen  Bereich   derart  auf  einen  gewissen  Be- 
reich T  der  IT-Ebene  abbildet,  dass  H  innerhalb  Z  endlich   ist,  um 
dass  dem  der  realen  £-Axe  angehorigen  Stücke  (Ay  B)  der  Begrenzur^^ 
von   Z   ein   ebenfalls  der   realen  üT-Axe  angehöriges  Gontinuum   vi 
Punkten    der   Begrenzung    von    T  entspricht.     Bilden   wir    dann 
monogene  Function 

von  £,   so  ist  dieselbe  in  dem  Bereiche  Z,   der  aus  Z  durch  Spiej 
lung  in  Bezug  auf  die  reale  £-Axe  entsteht,  eindeutig  definirt  und 
längs  des  Stückes  (A9  B)  der  realen   £-Axe  stetig  in   die  Function 
über.     Der  Ausdruck 


niJ  z-td*+  2niJ  z-t**' 


2 

(Z)  (z) 


wo  die  beiden  Integrale  über  die  Begrenzungen  von  Z  beziehungs 
Z  im  positiven  Sinne  zu  erstrecken  sind,  stellt  für  Werthe  von  £  ina 
halb  Z  die  Function  Hy  für  Werthe  von  £  innerhalb  Z  die  Function 
dar.     Dieser  Ausdruck  ist  aber  nichts  anderes  wie 


F 


270.   Riemann's  Symmetrieprincip.  43 


&  ra  fj^f  d°> 


(Z+Z) 

das  Integral  über  die  Begrenzung  des  durch  Vereinigung  von  Z 
und  Z  entstehenden  Bereiches  zu  erstrecken  ist,   und  F  auf  den  der 
Begrenzung  von  Z  angehörenden  Punkten  mit  üT,   auf  den   der  Be- 
gTrexizung  von  Z  angehörenden  Punkten   mit  H  übereinstimmt.     Das 
Xntegral  (I)  stellt  aber  innerhalb   des  Gesammtbereiches  Z  -\-  Z  eine 
monogene  Function  der  complexen  Yariabeln  £  dar,  und  es  ist  somit 
H    nichts   anderes  wie   die   analytische   Fortsetzung   der  innerhalb  Z 
definirten  Function  H  in  den  Bereich  Z,  und  zwar  entsprechen  con- 
jugirten complexen  Werthen  von  £  auch  conjugirte  complexe  Werthe 
von  H.    Kurz  ausgesprochen  lautet  also  unser  Resultat  wie  folgt: 

Wenn  einem  zusammenhängenden  Stücke  der  realen  £-Axe 
ei»  ebenfalls  zusammenhängendes  Stück  der  realen  üT-Axe 
entspricht,  so  entsprechen  conjugirten  complexen  Werthen 
?on  £  auch  conjugirte  complexe  Werthe  von  H. 

Dieses  Princip,  welches  auch  im  Folgenden  noch  wiederholt  zur 
-A-irwendung  gelangen  wird,  wollen  wir  als  das  Riemann'sche  Fort- 
8etzungs-  oder  Symmetrieprincip  bezeichnen. 

Für  die  Function  rf  von  £  ergiebt  sich  also,  dass,  wenn  wir  von 

eiI*^m  Punkte  £  der  oberen  Halbebene  nach  dem  conjugirten  Werthe  £ 

en,   indem  wir  die   reale  Axe   längs   desjenigen  Abschnittes  über 

LTeiten,  der  der  positiven  realen  i?'-Axe  entspricht,  der  in  £  stattfindende 

^rth    der    analytischen   Fortsetzung    der   Function   rf   von   £  nichts 

leres  ist,  wie  der  conjugirte  complexe  Werth  des  in  £  stattfindenden 

^rthes  von  rf.    Oder  wenn  wir  wieder  auf  r\  selbst  zurückgehen  und 

^»chten,   dass  conjugirten   complexen  Punkten  der  i?'-Ebene   Punkte 

^^t  7} -Ebene  entsprechen,  die  Spiegelbilder  von  einander  in  Bezug  auf 

^^n  Kreis  (/t17  /ts)  sind,  so  haben  wir  den  Satz: 

Wenn  eine  Function  £  die  eindeutig  conforme  Abbildung 
^  es  Kreisbogendreiecks  <p0  der  17-Ebene  auf  die  obere  £-Halb- 
^l>ene  vermittelt,  so  erfüllen  die  17-Werthe,  die  wir  erhalten, 
^Venn  wir  die  Function  r\  von  £  von  der  oberen  Halbebene  in 
*^ie   untere  fortsetzen,   indem  wir   die   reale   £-Axe   längs  des 
^er   Seite    (/tx,  f*x  .  t)    von    q>0    entsprechenden    Stückes    über- 
schreiten,  das  Dreieck  q>09  welches  aus  q>0  durch  Spiegelung 
in  Bezug  auf  die  Seite  (ßx,  f*x  ,  x)  entsteht. 

Bezeichnen  wir  die  Spiegelung  in  Bezug  auf  die  Seite  (fix,  fix  ,  2) 
durch  Cx  und  durch  p>x,2  das  Spiegelbild  der  Ecke  fix  ,  2  in  Bezug 
auf  den  Kreis  (fix,  f*x+1),    (für   x  =  1,  2,  3;   dabei   sind   die  Indices, 
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welche  grösser  als  3  ausfallen,  stets  modulo  3  zu  reduciren),  so  habe 
wir  in  dem  aus  Vereinigung  von  q>0  und  (p0  entstehenden  Bereiche  eL 
Viereck,   in  welchem  die  Seite  (fix,  n'x ,  2)  aus  (jtx,  /tx  ,  ^)   durch   di 
lineare  Substitution 

c  cr'ri 

und  die  Seite  (/t.  17  /*x,  2)  aus  (f*x+1,  ^+2)  durch  die  lineare  Sil 
stitution 

hervorgeht.     Die  Winkel  dieses  Vierecks  bei  den  Ecken  px,  [ix  ,  t  si 
beziehungsweise  2ä<Jx,  2jrdx  ,  x,  die  Summe  der  Winkel  bei  den  Eckr^^sn 

Die  Function  £  von  17  (sofern   sie  existirt)   hat   die  EigenschcL-nrfy 
jenes  Viereck  eindeutig  conform  auf  diejenige  Fläche  abzubilden,    c^Kie 
wir  erhalten,  indem  wir  diejenigen  beiden  Theile  der  realen  £-Axe,    <=^Ke 
den   Seiten  (/tx,  px+2),   (f*x+2>  Px+i)   von  9\>  entsprechen,   als    Qu^r- 
schnitte   der  £-  Ebene   auffassen.     Die  Existenz   einer   so  beschaffen-  ^en 
Function  £  haben  wir  aber  in  den  Nummern  213—216  (Bd.  H,  1,  S.  327  ^S) 
bewiesen,   und  gefunden,   dass,   wenn   wir   über  die  noch  verfügbar— *n 
drei  willkürlichen  Constanten  so    disponiren,   dass   für  17  =  f*17 /*<y     #S 
die  Function  die  Werthe  0,  1,  cx>  annimmt,  dieselbe  mit  der  unabhängigen 
Variabein  der  Differentialgleichung  (2)  übereinstimmt.     Hieraus  folgt 
nun  weiter,  dass  wir  den  Existenzbeweis  für  die  Function  £  gar  nic^^1* 
erst   wie   in   den   Nummern   213,  214    auf  die   Methode   der   Hen-^,x* 
Schwarz  und  C.  Neumann  zu  gründen   brauchen,   sondern   dass        ** 
genügt,  wenn  wir  mit  Hülfe  des  in  den  Nummern  215,  216  angewandt^^^L^ 
Verfahrens  zeigen,  dass  diese  Function  aus  der  Differentialgleichung  (J 
durch  Umkehrung   des  Integralquotienten   entsteht.     Wir   haben 
den  Satz: 

Die  unabhängige  Variable   der  Differentialgleichung  (2 
als  Function  des  Integralquotienten  rj  liefert  für  Werthe  de^ 
dlf  d%f  ($3,  die  real,  nicht  negativ  und  kleiner  als  Eins  sind,  dir  *~ 
allgemeinste   Function,    die   ein   Ereisbogendreieck   mit  dec^ 
hohlen  Winkeln 

xdlf  itd2,  nds 

eindeutig  conform  auf  eine  Halbebene  abbildet. 

Man  nennt  darum  r\  als  Function  von  z  wohl  auch  eine  Drei-  -^ 
ecksfunction;  wir  bezeichnen  mit  Herrn  Schwarz  diese  Function^* 
von  z  durch 
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271.    Kreisbogendreieck  mit  drei  verschwindenden  Winkeln. 

Orthogonalkreis. 

Wenn  wir  uns  die  Theilung  der  Fläche  F  in  der  in  der  vorigen 
-Eimer  (S.  40)  beschriebenen  Weise  hergestellt   denken,    indem  wir 
einem  Kreisbogendreiecke,  etwa  (A17  A2,  A3),  ausgehen,  so  gewinnen 
wir  damit  den  Vortheil,  dass  wir  uns  von  der  Art  der  Zerschneidung 
dex-  b-  Ebene  völlig  unabhängig  gemacht  haben. 

Spiegeln  wir  nämlich  das  Ausgangsdreieck  in  Bezug  auf  die  drei 
Seiten  s0,  slf  s2,   so  können  wir  dasselbe  mit  irgend  einem  der  ent- 
standenen drei  Spiegelbilder  zu  einem  Vierecke  vereinigen  und  erhalten 
jedesmal   einen   Fundamentalbereich   für   die   Theilung   der  Fläche  F. 
Dabei  giebt   dieser   Fundamentalbereich   die    eindeutig   conforme   Ab- 
bildung der  *-Ebene,  in  welcher  wir  uns  dann  diejenigen  beiden  Theile 
der  realen  jer-Axe  als  Querschnitte  zu  denken  haben,  die  den  beiden  frei 
gebliebenen  Seiten  des  Ausgangsdreieckes  entsprechen. 

Wir  halten  die  bisher  angewandte  Zerschneidung  durch  die  Quer- 
schnitte llf  l%  fest,  und  haben  also,  wenn  wir  von  dem  schraffirten 
Dreiecke  (Ax ,  A2 ,  As)  ausgehen,  die  den  Seiten  s0 ,  sx ,  s'2  entsprechenden 
Spiegelungen 

Bo>  B-i>  Bi> 

aus   denen  sich  die  Fundamentalsubstitutionen  in  der  Form 

2l*«*mmen8etzen.  Hieraus  ist  sofort  ersichtlich,  dass  die  Doppelpunkte 
ö^*  Substitution  Ax  nichts  anderes  sind,  wie  die  Schnittpunkte  der 
^Xden  Kreise  s0,  s1  und  die  Doppelpunkte  von  A%  nichts  anderes  wie 
*^  Schnittpunkte  von  s0,  s2.     Ferner  folgt  aus  der  Gleichung 

as  =  A-' a;1  =  b^b;1  , 

**^ss  die  Schnittpunkte  der  Kreise  st  und  s2  mit   den  Doppelpunkten 
^*}n  A^  übereinstimmen. 

Wenn  also  für   eine   der  Substitutionen  A1}  A2,  A3  die  Doppel- 
punkte zusammenfallen,   d.  h.  wenn    die   betreffende  Substitution  eine 
parabolische  ist,  so  berühren  sich  die  betreffenden  Kreise,  in  Ueberein- 
stimmung   mit   der  Thatsache,    dass   in    diesem  Falle    der   betreffende 
Winkel  des  Kreisbogendreieckes  verschwinden  muss. 

Wenn  z  eine  eindeutige  Function  von  rj  sein  soll,  so  müssen  die 
Grössen  dl9  d2,  ds  in  der  Form 

Ö     =  (x  =  l,2t3) 

0* 
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darstellbar  sein,  wo  die  gl9  gtJ  g3  positive  ganze  Zahlen  oder  unend- 
lich gross  sind. 

Im  Falle  wo  die  Differentialgleichung  (2)  die  canonische  Form, 
der  Legendre'schen  Differentialgleichung  (L)  darstellt,  haben  wir  ins- 
besondere 

das  Kreisbogendreieck  der  ^-  Ebene  hat  also  drei  verschwindende  Winkel, 
d.  h.  die  Seiten  desselben  berühren  sich  in  den  Eckpunkten. 
Wir  können  dann  für  den  speciellen  Integralquotienten 

K'% 

sofort  das  entsprechende  Kreisbogendreieck  angeben.  Bedenken  wir 
nämlich,  dass  wie  in  der  Nr.  248  (Bd.  II,  1,  S.  480,  481)  gezeigt  wurde, 
für  Werthe  von  z}  die  auf  der  realen  Axe  zwischen  0  und  1  liegen, 
K,  K'  real  positiv  sind,  also  r  auf  der  oberen  Hälfte  der  lateralen 
Axe  der  r- Ebene  gelegen  ist,  so  erkennen  wir  zunächst,  dass  die 
Seite  sQ  unseres  der  unteren  £-Halbebene  entsprechenden  Kreisbogen- 
dreieckes nichts  anderes  ist,  wie  der  in  der  oberen  x-  Halbebene  gelegene 
Theil  der  lateralen  Axe.     Die  Gleichung  von  sQ  lautet  also 

x  +  r  =  0 

d.  h.  die  Spiegelung  B0  ist  einfach 

m-j  ?)• 

Hieraus  finden  wir  nun  die  den  anderen  Seiten  sl9  s'2  entsprechenden 
Spiegelungen  durch  die  Formeln  (20)  der  Nr.  269  (S.  39),  denn  die 
Fundamentalsubstitutionen  Al9  A2  sind  nach  den  Formeln  (17)  der 
Nr.  249  (Bd.  U,  1,  S.  483)  bekannt.    Es  ist  nämlich 

^  =  (o    l)'    ^*  =  (-2    l)> 

(  ^  =  ^i    A*    =  y     2        1/ ' 
die  Spiegelungen  B_l9  B2  lauten  also 

(2)  j*-,-V*.-(J  _?), 

und  die  Gleichungen  von  sl9  s'2  haben  folglich  die  Form 

8l)         r  +  r  +  2  =  0, 
st)         2ti  +  r  +  i  =  0. 


(i) 
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Es  ist  jetzt  dasjenige  Kreisbogendreieck  zu  nehmen,  welches  lauter 
verschwindende  Winkel  hat  nnd  dessen  eine  Seite  die  obere  Hälfte  der 
lateralen  Axe  ist.    Die  Seite  st  ist  also  der  in  der  oberen  t- Halbebene 

gelegene  Halbkreis  des  Kreises  mit  dem  Mittelpunkte —  und  dem 

Et.ad.ius  y,  die  Seite  s,  die  obere  Hälfte  der  durch  den   Punkt  —  1 
zur    lateralen  Axe  gelegten  Parallelen.     Man  hat  folglich 
A,  =  oo ,     A8  =  0 ,     A,  =  ~  1 , 
und  das  sind  in  der  That  die  Doppelpunkte  der  drei  Substitutionen 

Ä1,  At,  At. 
Spiegeln  wir  nun  das  so  bestimmte  zu  schraffirende  Kreisbogendreieck 
("vergl.  die  Fig.  20)  in  Bezug  auf  die  Seite  su,  so  erhalten  wir  das  der 


oberen  z  Halbebene  entsprechende  symmetrische  Dreieck,  welches  mit 
dem,  ursprünglichen  vereint  die  Abbildung  der  «-Ebene  liefert,  die  wir 
uns  durch  die  längs  der  realen  Axe  gelegten  Querschnitte  llt  \  zer- 
schnitten zu  denken  haben.  In  der  Figur  sind  auch  noch  die  Spiege- 
lungen des  Ausgangsdreieckes  in  Bezug  auf  die  beiden  anderen  Seiten 
s,  und  s't  gezeichnet. 

In   Bezug   auf   die    durch   wiederholte   Spiegelung   des  Ausgangs- 
dreiecks  oder  durch  Anwendung  aller  Substitutionen  der  ans  den 


als  Basis  gebildeten  projectiven  Gruppe  auf  den  Fundamentalbereich 

F0  =  (oo,  —  1,  0,  +1) 
entstehende  Theilung  der  Fläche  F  können  wir  nun  eine  Reihe  höchst 
folgenreicher  Bemerkungen  machen. 
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Wenn  wir  statt  t  einen  anderen  Integralquotienten  17  unserer 
Differentialgleichung  (L)  zu  Grunde  gelegt  hätten,  so  würden  wir  als 
Abbildung  der  unteren  z-  Halbebene  ein  anderes  Kreisbogendreieck  mit 
lauter  verschwindenden  Winkeln  gefunden  haben.  Umgekehrt  können 
wir,  wenn  irgend  ein  Kreisbogendreieck,  dessen  sammtliche  Winkel 
gleich  Null  sind,  vorgelegt  ist,  dasselbe  als  die  Abbildung  der  unteren 
£-Halbebene  vermittelst  eines  Integralquotienten  der  Differentialgleichung 
(L)  ansehen.  Um  die  Richtigkeit  dieser  Bemerkung  zu  erkennen, 
brauchen  wir  nur  nachzuweisen,  dass  jedes  Kreisbogendreieck  mit  ver- 
schwindenden Winkeln  als  die  Abbildung  des  in  der  t-  Ebene  gezeich- 
neten Dreiecks  mit  den  Seiten  s19  s'i7  s0  vermittelst  einer  linear  ge- 
brochenen Function  aufgefasst  werden  kann. 

Es  gilt  aber  der  allgemeine  Satz: 

Zwei   Kreisbogendreiecke,    welche    dieselben   Winkel    in 
derselben   Reihenfolge   haben,   gehen   durch   Abbildung   ver- 
mittelst   einer    linear    gebrochenen    Function    aus    einande 
hervor. 

In  der  That,  seien  die  Ecken  des  einen  Dreieckes  in  der  17 -Eben 

*D    ^2>       3> 

die  des  anderen  in  der  f- Ebene  in  derselben  Reihenfolge 

ft>   f*2>  ^s> 

so  ist  die  abbildende  linear  gebrochene  Function  einfach 

V  —  h    *8  —  li  _  S  —  H   P8~ft2 

n  —  *2  h  —  li  ~  t  —  t1*  H  —  Pi 

Denn    die  Abbildung   durch   diese  Function   ist   einerseits  winkeltreit^ 
andererseits  verwandelt  sie  Kreisbogen  in  Kreisbogen.    Ein  Kreisboge: 
dreieck   ist  aber   durch   Angabe   seiner   Ecken   und  Winkel   (im  Air 
gemeinen)  eindeutig  bestimmt. 

Denken  wir   uns   also   für   einen   beliebigen  Integralquotienten  - 
von  (L)  das  zugehörige  (schraffirte)  Kreisbogendreieck  mit  den  Eck 
f*i>  f*2?  ^s  un(^  verschwindenden  Winkeln.    Legen  wir  dann  durch 
drei  Punkte   (il9  /ta,  ps   einen  Kreis,   so   schneidet    derselbe    die   drv 
Seiten    orthogonal.     Für    den    besonderen   Integralquotienten   x 
dieser  Orthogonalkreis  nichts  anderes  wie  die  reale  r-Axe. 

Wenn  man   die  Seiten   eines  Kreisbogendreiecks   mit  lauter  ve 
schwindenden   Winkeln    zu   Vollkreisen   ergänzt,    so    begrenzen    di 
Kreise  noch  ein  zweites  Dreieck,  dessen  drei  Winkel  ebenfalls  glei 
Null   sind.    Von   diesen   beiden  Dreiecken   liegt   stets   das   eine 
innerhalb,  das  andere  ganz  ausserhalb  des  Orthogonalkreises. 
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Wir  wollen   um   die  Vorstellung  zu   fixiren  annehmen,   dass  die 
Seiten  des  Kreisbogendreiecks  (ft  ,  ji  ,  us)  innerhalb  des  Orthogonal- 
Jfcreises  verlaufen. 

Hat  man  einen  Kreis  K  und  legt  einen  denselben   rechtwinkelig 

«srciineidenden  Kreis  ÜT,   so  wird  bei   der  Spiegelung  in  Bezug  auf  K 

offenbar  jeder   Punkt   von   K'  wieder   in    einen   Punkt   von  K'   ver- 

p&ndelt;  ebenso  verwandelt  sich  jeder  Punkt,  der  innerhalb  von  K'  liegt, 

eder  in  einen  Punkt  innerhalb,  und  umgekehrt  jeder  Punkt  ausser- 

JiäXT)  von  K'  in  einen  Punkt  ausserhalb  (vergl.  Nr.  281,  282). 

Wir  schliessen  hieraus  zuvörderst,  dass  die  aus  dem  Dreiecke 
fi%,  f*s)  durch  einmalige  Spiegelung  in  Bezug  auf  die  drei  Seiten 
ergehenden  Dreiecke  auch  innerhalb  des  Orthogonalkreises  liegen, 
folgt  aber  aus  dem  Umstände,  dass  die  Abbildung  durch  reci- 
iprc^le  radii  vectores  eine  winkeltreue  ist,  dass  die  sämmtlichen  Seiten 
<i«:ar  aus  (filf  p2,  fi8)  durch  Spiegelung  entstandenen  Dreiecke  den  Ortho- 
alkreis  ebenfalls  unter  rechten  Winkeln  schneiden.  Also  haben  wir 
Resultat: 

Die    sämmtlichen    aus    dem    Dreiecke    (f*x,  ji<;  f*s)    durch 

derholte  Spiegelung  über  eine  ihrer  Seiten  entstehenden 

iiecke  befinden  sich  innerhalb  des  Orthogonalkreises  und 

i  **  X"  e  Seiten    schneiden    den    Orthogonalkreis    unter    rechtem 

ikel,  während  ihre  Ecken  auf  dem  Orthogonalkreise  liegen. 


<*blesinger,  Differentialgleichungen.    It,  2. 


Viertes  Kapitel. 

272.    Discontinuität  der  Gruppe,  die  aus  einem  Kreisbogendreiecl 
mit  verschwindenden  Winkeln  entspringt.   Fundamentaleigensohaftc 

der  Modulfunction. 

Betrachten  wir  nunmehr  das  Ausgangsdreieck  (pl7  [i%,  p8),  so  wii 
das  Innere  des  Orthogonalkreises  durch  die  drei  Seiten  dieses  Dreiecl 
in  vier  Gebiete  getheilt,  nämlich  das  Dreieck  (ji19  p2,  j*8)  selbst  ur 
die  drei  Gebiete,  die  von  dem  Orthogonalkreise  und  je  einer  Dreieck 
seite  begrenzt  werden.  Construiren  wir  das  Spiegelbild  von  (^ ,  p2 ,  p 
in  Bezug  auf  die  Seite  (jix,  Px+i)*  so  ^neüen  ^e  Seiten  desselben  di 
zwischen  dem  Orthogonalkreise  und  (j*x,  f*x_i_i)  gelegene  Gebiet  in  dr 
Theilgebiete,  nämlich  das  gespiegelte  Dreieck  selbst  und  die  zwische 
dem  Orthogonalkreise  und  den  beiden  freien  Seiten  gelegenen  Gebiet 

Wenn  wir  allgemein  die  Spiegelung  der  entstehenden  Dreiecke  i 
Bezug  auf  eine  ihrer  Seiten  beliebig  oft  wiederholt  haben,  so  ersehen 
das  Innere  des  Orthogonalkreises  in  eine  gewisse  An7Ah1  von  Gebiet* 
zertheilt,  nämlich  in  die  Dreiecke  einerseits,  und  die  Gebiete  S  ,  ©2,  •  •  •  (£ 
die  zwischen  den  freien  Seiten  jener  Dreiecke  und  dem  Orthogons 
kreise  liegen,  andererseits.  Spiegeln  wir  nun  weiter  eines  der  äusserst* 
Dreiecke  um  eine  seiner  freien  Seiten,  so  liegt  das  entstehende  Spiege 
bild  noth wendig  innerhalb  des  einen  der  Gebiete  £x ,  ß2 ,  •  •  •  S  ,  < 
ist  folglich  unmöglich,  dass  von  den  durch  die  successiven  Spieg 
lungen  entstandenen  Dreiecken  zwei  sich  gegenseitig  überdecken. 

Vielmehr  lagern  sich  diese  Dreiecke  schlicht  und  lückei 
los  neben  einander. 

Offenbar  liegen  nur  die  Eckpunkte  der  durch  die  successivi 
Spiegelungen  entstandenen  Dreiecke  und  niemals  andere  Punkte  de 
selben  auf  der  Peripherie  des  Orthogonalkreises;  ferner  ist  der  Fläche 
inhalt  eines  jeden  dieser  Dreiecke  eine  endliche  und  von  Null  v« 
schiedene  Grösse.  Daraus  folgt,  dass  die  Dreiecke,  durch  je  öfli 
wiederholte  Spiegelung  sie  entstanden  sind,  sich  um  so  näher  an  ■ 
Peripherie  des  Orthogonalkreises  herandrängen,  und  dass  (wenn  o 
Orthogonalkreis  ein  wirklicher  Kreis,  und  nicht  wie  für  r  eine  gerf 
Linie  ist)  ihre  Flächeninhalte  immer  kleiner  und  kleiner  werden. 
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Ehe  wir  weiter  gehen,   sehen  wir  zu,  was  für  Polgerungen  sich 
aas  den  bisher  erlangten  Ergebnissen  ziehen  lassen. 

Für  die  r-Ebene  sind  die  Seiten  der  aus  dem  Ausgangsdreiecke 
durch    successive    Spiegelung    entstandenen    Dreiecke    stets    entweder 
Parallele  zur  lateralen  Axe,   oder  Halbkreise,   deren  Mittelpunkte  auf 
der  realen  Axe  liegen,  ferner  verbleiben  diese  Dreiecke  sämmtlich  in 
<Ier  oberen  Halbebene,  und  mit  Ausnahme  der  Ecken  nach  einer  end- 
lichen aber  sonst  beliebig  grossen  Anzahl  von  Spiegelungen  stets  in 
dlichem  Abstände  von  der  realen  r-Axe.    Also  ist  nicht  nur  für  alle 
—  Tunkte  des  Blattes  T  sondern  auch  in  jedem  Blatte 

T 

±  *i>  ±*2>  •  •  •  i£*v y 

welches  wir  nach  Ausführung  einer  endlichen  Anzahl  von  Umläufen 
urxi  die  Punkte  0,  1  gelangen,  der  Coefficient  von  i  in  r  wesentlich 
positiv. 

Damit  ist  der  Beweis  des  in  der  Nr.  267  (S.  31)  angegebenen  Satzes 
g«Xiefert,  d.  h.  es  ist  gezeigt: 

Der  Periodenquotient  r  besitzt  für  jeden  Werth  von  je, 
***  i  t  Ausnahme  von  0,  1,  co,  d.  h.  also  für  jeden  Werth  des 
-Moduls  k  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung,  einen 
***"  osentlich  positiven  Coefficienten  von  i. 

Hieraus  folgt  nun,  wie  in  der  Nr.  267  (S.  31)  erörtert  wurde,  auf 
^^Tind  der  Darstellung  von  k  durch  die  Quotienten  der  &-  Reihen,  dass 

der  Modul  k  ebenso  wie  V,  K,  K'  eindeutige  Functionen 
Vc*xit  sind,  die  nur  für  Werthe  von  r  mit  positivem  Coeffi- 
c*^nten  von  i  existiren. 

Dass  z  selbst  eine  eindeutige  Function  von  r  ist,  können  wir  aber 
^^^h,  ohne  von  den  Darstellungsformeln  der  Nr.  267  Gebrauch  zu  machen, 
s°*V>rt  erweisen. 

In  der  That  ist  die  aus  der  Basis 

^^^ugte  projective  Monodromiegruppe  der  Differentialgleichung  (2)  im 

l:**oie  der  Definition  der  Nr.  216  (Bd.  II,  1,  S.  345)  eine  discontinuirliche, 

//^^n  nach  den  gefundenen  Ergebnissen  sind   die  daselbst  aufgestellten 

?^«üngungen  1),  2),  3)  für  die  Fläche  F,  die  (vergl.  Nr.  200,  Bd.  H,  1, 

*    <Jl3)   die  Projection    des  Gebildes  (#,  r)  auf  die  r-Ebene  darstellt, 

^^Öllt.     Also  folgt  nach   den  Ergebnissen  der  Nr.  216  ohne  Weiteres, 

dass  z   eine    eindeutige   Function    von   r   sein   muss,    die 

^^xerhalb  des  Fundamentalbereiches  Fn,   d.  h.  innerhalb    des 

^^eisbogen  vierecks 
L  (00,-1,0,1), 

\ 
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jeden  Werth  mit  Ausnahme  von  0,  1,  co  einmal  und  nur  ein- 
mal annimmt. 

Die  Discontinuitat  der  aus  der  Basis  (1)  erzeugten  Gruppe  #  lasst 
sich  auch  noch  direct  erweisen,  indem  man  die  Punktmenge  der  Doppel- 
punkte aller  Substitutionen  dieser  Gruppe  in  s  Auge  fasst. 

Da  die  Coefficienten  der  Substitutionen  A19  A^,  A9  ganze  Zahlen 
sind,  so  gilt  das  Gleiche  auch  für  die  sammtlichen  Substitutionen 
von  #,  d.  h.: 

Die  Substitutionen  von  #  sind  ganzzahlig  und  unimodular. 

Hat  man  irgend  eine  ganzzahlige  unimodulare  Substitution,  so 
kann  man  die  Coefficienten  derselben  in  Bezug  auf  ihren  Restcharakter 
nach  einem  ganzzahligen  Divisor  n  untersuchen.  Man  bemerkt  dann 
sofort,  dass,  wenn  zwei  solche  Substitutionen 


(a    ß\         /«'    ß'\ 


c 


so  beschaffen  sind,  dass  in  beiden  der  erste  und  vierte  Coefficient  den 

Rest  +  1>   der  zweite  und  dritte  den  Rest  0  modulo  n  lässt,  dieselbe 

Eigenschaft  auch  den  inversen  Substitutionen  und  ebenso  der  compo- 

nirten  Substitution 

W  +  ßy     aß'+  ßd'\ 

<ya'  +  dy     yß'  +  88') 

zukömmt.    Wir  deuten  diese  Beschaffenheit  einer  Substitution  dadurch 
an,  dass  wir  schreiben 

(y    V  =  (~~  0    +  l)  (mod  n>- 

Dann  sehen  wir  aus  der  Form  (1)  (S.  46)  der  Substitutionen  Ax ,  A% 
sofort,  dass 

ist;  folglich  genügt  auch  jede  Substitution  A  unserer  Gruppe  & 
dieser  selben  Congruenz: 

(3)  A  =  §    J)(mod2). 
Sei  nun 

so  sind  die  Doppelpunkte  dieser  Substitution  durch  die  Gleichung 

yq   +  (d  —  a)  ij  —  ß  =  0 
bestimmt,  d.  h.  sie  stellen  sich  in  der  Form  dar 

(4)  ,  -  ■£-'  +  l/<« +  *>*-* 


]/£ 


2y     —  r  4y 


.2 


! 


Nxm.  kann  niemals 
denn  aus 
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a-f,J  =  0 

ad  —  ßy=  1 
ergäbe  sich  sonst 

C&)  /Jy  +  2-(l-«)(l  +  «); 

nun  ist  aber  nach  (3) 

(1  _  a)  (l  -|-  a)  ==  0  (mod  4),      ßy  +  2  =  2  (mod  4), 

also  die  Gleichung  (5)    unmöglich.     Es   ist   folglich,    da   a,  d   beide 
ungerade  Zahlen  sind, 

(«  +  */£  4, 

d.    h.  die  Doppelpunkte  der  Substitution  A  sind  stets  real. 

Hieraus  folgt  zunächst,  dass  alle  Substitutionen  der  Gruppe  & 
entweder  parabolisch  oder  hyperbolisch  sein  müssen.  In  der  That 
sind  die  Coefficienten  aller  Substitutionen  von  #•  reale  Zahlen;  für  uni- 
modulare  Substitutionen  mit  realen  Coefficienten  oder,  wie  wir  kurz 
sagen,  für  reale  unimodulare  Substitutionen  gilt  aber  der 
folgende  Satz: 

Eine  reale  unimodulare  Substitution  kann  niemals  loxo- 
dromisch  sein;  sie  ist  elliptisch,  hyperbolisch  oder  para- 
bolisch, jenachdem  ihre  Doppelpunkte  conjugirt  complex, 
real  und  von  einander  verschieden  oder  zusammenfallend  sind. 
Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  erhellt  unmittelbar  aus  den  Formeln 
der  Nr.  199  (Bd.  II,  1,  S.  267  ff.),  wenn  man  daselbst  die  a,  ß,  y,  d  als 
reale  Grossen  voraussetzt. 

In  der  That  sind  für  die  beliebige  reale  unimodulare  Substitution 

die   Doppelpunkte  A,  p  durch  die  Formel 


4- 


y<« 


? 


a-t        -!/(«  +  *)-* 


8y     "-   f  4ys 

^Sf^Vsen.     Wenn  nun 
d  («  +  d)*  +  4, 

***-    die  Substitution  keine  parabolische  ist,  so  ist  der  Multiplicator 

j  ""*-*-     und  demnach  die  Substitution  eine  hyperbolische,  wenn  A,  p  real, 
wenn 


(a  +  d)*>4 
^    dagegen  haben  wir  für 
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(«  +  d)*<4, 
da  in  diesem  Falle  Ä,  ft  conjugirte  complexe  Grössen  sind, 

und  die  Substitution  ist  demnach  eine  elliptische.     Wenn  endlich 

(«  +  d)2  =  4 

ist,  so  ist  die  Substitution  parabolisch  und  ihr  Doppelpunkt  ein  Punki 
der  realen  Axe. 

Die  von  den  Doppelpunkten  der  Substitutionen  der  Gruppe  fr  ge- 
bildete Punktmenge  liegt  also  ganz  auf  der  realen  r-Axe.  Da  nun  eine 
Substitution  mit  ganzzahligen  Coefficienten  niemals  eine  infinitesimal« 
im  Sinne  der  Nr.  202  (Bd.  II,  1,  S.  280)  sein  kann,  so  folgt  hierauf 
nach  den  Ergebnissen  jener  Nummer,  dass  die  Gruppe  fr  in  jeden 
Punkte  der  r-Ebene,  der  nicht  der  realen  Axe  angehört,  jedenfalls 
eigentlich  discontinuirlich  ist. 

Irgend  ein  Zweig  der  Function  t  von  z  erfährt,  wenn  z  einer 
einfachen  Umlauf  um  einen  der  Punkte  0,  1,  oo  vollzieht,  nothwendig 
eine  parabolische  Substitution  der  Gruppe  fr.  Also  können  di 
Punkte  0,  1,  oo  der  #-Ebene  nur  Doppelpunkten  parabolischer  Suk 
stitutionen  von  fr,  und  somit  niemals  Punkten  der  r-Ebene  mit  vo_ 
Null  verschiedenem  Coefficienten  von  i  entsprechen.  Daraus  folgt,  das 
der  Existenzbereich  der  Function  z  von  r  noth wendig  die  ganze  ober 
r- Halbebene  umfassen  muss,  denn  wir  können  von  einem  Punkte  diese 
Halbebene  aus,  für  den  die  Existenz  der  Function  z  feststeht,  zu  jede* 
anderen  Punkte  derselben  Halbebene  durch  eine  Folge  von  in  einande 
greifenden  Kreisen  übergehen,  die  weder  in  ihrem  Innern  noch  ac 
ihrer  Peripherie  mit  der  realen  r-Axe  Punkte  gemein  haben,  so  das 
wir  also  immer  zu  Stellen  r  kommen,  die  Stellen  z  entsprechen,  L 
deren  Umgebung  sich  r  als  Function  von  z  und  folglich  auch  z  sZ 
Function  von  r  regulär  verhält.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Die  Function  z  von  r  existirt  in  der  ganzen  obere 
r-Halbebene  und  verhält  sich  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  - 
deren  Coefficient  von  i  wesentlich  positiv  ist,  regulär. 

• 

273.   Discussion  der  Punkte  der  realen  Axe.    Die  ganzzahligen  um 
modularen  Gruppen  M  und  M2.    Satz  von  Kiemann  und  Dedekin* 

Da  die  Werthe  von  r,  die  zu  einem  von  0,  1,  oo  verschiedenen 
gehören,  wie  wir  bewiesen  haben,  stets  in  der  oberen  Halbebene  liege 
da    sich    ferner    die    Doppelpunkte    parabolischer    Substitutionen    cK 
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G nippe  fr,  die  allein  den  singulären  Stellen  z  =  0,  1 ,  oo  entsprechen 
iönnen,  auf  der  realen  r-Axe  befinden,  so  schliessen  wir,   dass  eine 
analytische  Portsetzung  der  Function  z  von  r  nach  der  unteren 
r-Halbebene  hin  nicht  möglich  ist. 

Es  wird  demnach  im  Sinne  [der  Erörterungen  der  Nummern  203, 
204  die  reale  Axe  mit  der  daselbst  definirten  abgeschlossenen  Punkt- 
in enge  P  identisch  sein,  und  in  der  That  trennt  dieselbe  zwei  Continua, 
nämlich  die  beiden  r- Halbebenen,  innerhalb  deren  die  Gruppe  fr  eigent- 
lich discontinuirlich  ist,  von  einander;  eines  dieser  Continua  ist  der 
Existenzbereich  der  eindeutigen  Function  z  von  r  (vergL  den  Satz  der 
Nr.  204,  Bd.  H,  1,  S.  287). 

Wir  wollen  nun  noch  einen  directen  Nachweis  dafür  liefern,  dass 
die  Punktmenge  Q  der  Doppelpunkte  aller  parabolischen  Substitutionen 
der  Gruppe  fr  auf  der  realen  r-Axe  überall  dicht  ist,  und  gehen  zu 
dein  Ende  etwas  genauer  auf  den  arithmetischen  Charakter  der 
Gruppe  fr  ein. 

Die  Gesammtheit  aller  ganzzahligen  projectiven  unimodularen 
Substitutionen  bildet  offenbar  eine  Gruppe,  die  wir  im  Folgenden  stets 
durch  M  bezeichnen  wollen.  Diejenigen  unter  den  Substitutionen 
von  M}  die  der  Congruenzbedingung 

C  9 = (± j  ± B  <-„) 

Genüge  leisten,  bilden  zufolge  der  in  der  vorigen  Nummer  (S.  52) 
Nachgewiesenen  Eigenschaften  derselben  ebenfalls  eine  Gruppe  Mn,  die 
also  in  M  als  Untergruppe  enthalten  ist  und  die  wir  mit  Herrn  Klein 
als  die  Hauptcongruenzgruppe  n*6*  Stufe  bezeichnen.  Die  Haupt- 
congruenzgruppe  zweiter  Stufe  Jf2,  deren  Substitutionen  durch  die 
Congruenz 

»  c  o s  (o  ?)  (mod 2) 

charakterisirt  werden,  enthält,  wie  wir  gesehen  haben,  die  Gruppe  fr 
jedenfalls  als  Untergruppe  in  sich. 

Wir  wollen  nachweisen,  dass  sie  mit  dieser  Gruppe 
geradezu  zusammenfällt. 

Zu  dem  Ende  brauchen  wir  nur  zu  beweisen,  dass  sich  jede  Sub- 
stitution von  M,  die  der  Congruenz  (6)  Genüge  leistet,  durch  Compo- 
sition  aus  den  beiden  Substitutionen  Aiy  A2  zusammensetzen  lässt. 

Es  ist  offenbar  für  alle  ganzzahligen  (positiven  und  negativen) 
Werthe  von  m  und  n 

Am_  /l     2w\         An  —(      l       °V 
A*~  \0    1    )'  *  ~\-2n    l) 
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Sei  nun 

so  haben  wir 

AAl  =  («-29»?    J). 

Man  kann  nun  offenbar  die  Zahlen  m,  n  so  wählen,  dass 

|2my  +  *|<|y|, 
jy-2»<J|<|d| 

ist.     Bilden  wir  also  die  Folge  von  Substitutionen 

U.    8.    f. 

so  kann  man  über  die  Zahlen 


mi>  ni>  mi7  n*> 


so  verfügen,  dass 

KKIH,   InKKI,   I^KIrJ,   |y,KI*,l,--- 

so  lange  nicht  eine  der  Zahlen  yX7  8X  verschwindet.    Wir  erhalte] 
diese  Weise  eine  Folge  von  ganzen  Zahlen 

V,  Si>  Yi,  s*,  Y*>  "•• 

die  dem  absoluten  Betrage  nach  abnehmen,   bis  eine  derselben  g 
Null  wird.     Je  nachdem  diese  verschwindende  Zahl  ein  y  oder 
ist,  erhalten  wir  also 

AA?A?...A?A?-  (Jja), 
oder 

Der  letztere  Fall  ist  aber  ausgeschlossen,  da 

ßx  =  ri_t  =  0  (mod  2) 

sein  muss  und  folglich  nicht 

sein  kann.     Im  ersteren  Falle  muss 
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also   entweder  aX)  äx  beide   gleich   +  1   oder   beide  gleich  —  1  sein. 

Da  ferner 

ßx  =  0  (mod  2) 
ist,  so  haben  wir 

ax(*x 

(«x   0A_  j~~r- 
VO    dj-^      > 

also  ist  in  der  That  A  als  Product  von  Potenzen  der  Ax ,  A2  darstell- 
bar.     Wir  erhalten  also  den  wichtigen  Satz: 

Die  projective  Monodromiegruppe  der  Differentialglei- 
chung (L)  ist  die   Hauptcongruenzgruppe  zweiter  Stufe  M2. 

Wir  betrachten  nun  irgend  eine  parabolische  Substitution 


CO 


der     Crruppe  fr  oder  (wie  wir  sie  nunmehr  nennen  können)  M%.    Dann 
Ä"k     »Jso 

(«  +  «)■ -4, 
u**«!      der  Doppelpunkt  dieser  Substitution  hat  den  Werth 

5         a  —  d 
A  =  — 

y 

a*~    können  z.  B. 

a  +  d  =  2 

VOx"Ä\issetzen,   da  die  andere  mögliche  Annahme    durch  Multiplication 
Tier  Coefficienten  mit  —  1  auf  diese  zurückgeführt  wird;  dann  ist, 
We8en  ad  —  ßy  =  1 , 

a  —  1 ß 

y  a  —  1 

Utt<*     folglich 

y  a  —  1 


^utet  nun  m9  n  irgend  ein  Paar  zu  einander  theilerfremder  Zahlen, 
11  **     setzen  wir 

SO  n 

°x-lalten  wir  nach  (7) 

a  =  1  +  g  ■  mn, 

ß  =  —g.m  , 

y=d'n*> 

d  =  1  —  g  •  mn, 

^°  9  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet.     Da   aber  die  Substitution  der 
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Gruppe  augehören  soll,  muss  g  als  gerade  Zahl  2g  gewählt  werden,  dann 
ist  also 

(8)  (l  +  29 »»        —  2#w2  \ 

\      2gr?  1  —  2g  mn/ 

für  willkürliches  ganzzahliges  g  eine  parabolische  Substitution,  die  der 
Gruppe  3f2  angehört  und  den  Doppelpunkt 

n 

besitzt,  und  zwar  ist  (8)  die  allgemeinste  in  M2  enthaltene  Sub- 
stitution von  dieser  Beschaffenheit. 

Hieraus  folgt  zunächst .  die  Richtigkeit  der  Behauptung,  dass  die 
Punktmenge  Q  auf  der  realen  r-Axe  überall  dicht  ist,  und  wir  haben 
sogar  die  Einsicht  gewonnen,  dass  jeder  rationale  Punkt  der  realen 
r-Axe  als  Doppelpunkt  von  unendlich  vielen  parabolischen  Substitutionen 
von  M2  erscheint. 

Die  Substitution  (8)  lässt  sich  offenbar  in  der  Form  schreiben 

(l  +  2gmn       —  2gm*  \  =  /l  —  2mn  2m2     \~9 

\      2gn%         l  —  2gmn)       \    —  2n        1  +  2mn)    ' 

wir  sehen  also,   dass  alle   parabolischen  Substitutionen   von  M%7   die 

denselben  Doppelpunkt  —  besitzen,   als  Potenzen  einer  einfachsten 

unter  ihnen  darstellbar  sind.  Die  Gesammtheit  dieser  einfachsten 
parabolischen  Substitutionen  von  M%  ist  folglich  der  Gesammtheit  der 
realen  rationalen  Zahlen  eindeutig  zugeordnet,  wenn  wir  eine  solche 
Substitution  derjenigen  rationalen  Zahl  zuordnen,  die  ihren  Doppel- 
punkt liefert. 

Von  diesen  einfachsten  parabolischen  Substitutionen  der  Gruppe  Mt 
können  wir  nun  zeigen,  dass  sie  sich  in  Tripel  anordnen  lassen  von 
der  Beschaffenheit,  dass  ein  solches  Tripel  genau  die  Substitutionen 
darstellt,  die  ein  Zweig  des  Integralquotienten  r  erfährt,  wenn  z  ein- 
fache positive  Umläufe  um  die  drei  singulären  Punkte  0,  1,  <x>  voll- 
zieht. Zu  dem  Ende  haben  wir  nur  zu  zeigen,  dass  jede  Substitution 
von  der  Form 

/g\  /l  —  2mn         2m       \ 

K  J  \  —  2n*       1  +  2mn) 

aus  einer   der   drei  Substitutionen  Ai9  A2f  A9  durch  Transformation 
mit  einer  Substitution  der  Gruppe  M2  gewonnen  werden  kann. 
In  der  That  ist,  wenn 


CS) 
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*ct 


L- 


irgend  eine  Substitution  von  Jf2  bedeutet 


2 


oO^-Cr*  ,+*U 


l  +  2ac> 

(11){cd)Ä*{cd)={-2cf      l  +  2bd)> 

n  5Tk  (a  h\  A   (a  bY-  (l-2(-a+bX-c+d)  2(-a+bf        \  . 

^^\cd)^\cd)—\    _2(—  c+df  l+2(— a+b)(— c+d))' 

ist  eine  Substitution  (9),  für 

»e=1,     n  =  0  (mod  2) ,  in  der  Form  (10) , 

m  =  0,     n  iE :  1  (mod  2),  in  der  Form  (11), 

m  :■£:  1 ,    «  ee  1  (mod  2),  in  der  Form  (12) 

teilbar,   und   die   drei  Substitutionen  (10),  (11),  (12)    stellen   das 
^^■ij^el  von  Substitutionen  dar,  welches  der  Zweig 

**  cr  +  d 

dös       Integralquotienten  r  bei  einfachen  positiven  Umläufen  von  z  um 

dr«      Punkte  0,  1,  co  erfährt.     Die  Doppelpunkte   dieser  drei  Substitu- 

^oncn  sind  folglich  nichts  anderes  wie  die  Eckpunkte  des  schraffirten 

«cks,  welches  aus  dem  Ausgangsdreiecke  durch  Abbildung  mittelst 

linearen  Function  (13)  hervorgeht.    Wir  haben  also  den  von  Rie- 

n  und  Herrn  Dedekind  herrührenden  Satz: 

Alle  rationalen  Punkte  der  realen  r-Axe  sind  Eckpunkte 

Dreieckstheilung  der  die  obere  xr-Halbebene  schlicht  und 

enlos  bedeckenden  Fläche  F.     Und  zwar   entspricht  ein 

onaler  Werth 

m 

l        "**-      Eckpunkten  r  =  cx>,  0,  — 1    des  Ausgangsdreiecks,   d.  h. 

~^~^       singulären  Punkten  a  =  07  1,  oo  der  Differentialgleichung 

jenachdem 

m  =  1 ,     ueeO 

m  =  0,    w  =  1 

; «  *.  m  =  1 ,    n  =  1  ) 


d 


d 

ia 


(mod  2) 


4  Entwickelungen  in  der  Umgebung  der  singulären  Stellen. 
Verhalten  bei  der  Annäherung  an  diese  Stellen. 

Wir  stellen  der  Vollständigkeit  wegen  noch  die  Entwickelungen 
*    ^    z  als  Function  von  r  in  der  Nähe  der  Stelleu 
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r  =  oo,  07  —  1 

zusammen,  wie  sie  sich  im  Sinne  der  Nummern  196  und  203  (Bd.  H,  1, 
S.  254,  283)  aus  den  Formeln  der  Nummern  248,  249  (Bd.  II,  1,  S.  479  S.) 
ergeben. 

Für  z  =  0  ist,  wenn  wir  in  Uebereinstimmung  mit  den  Bezeich- 
nungen der  Nr.  196 

\  =  K,    t)2  =  K'i,      ^  =  m01,    *8  =  mü2 

setzen,  die  durch  die  Gleichungen  (2)  bez.  (3)  jener  Nummer  definirte 
Substitution  nach  den  Gleichungen  (9),  (16)  der  Nummern  248,  249 
(Bd.  II,  1,  S.  480, 482) 

/      i  0    \ 

also  ist  nach  Gleichung  (5a)  der  Nr.  196  (Bd.  II,  1,  S.  255) 

*-$(e4U*Vjr'), 

dies  ist  aber  nichts  anderes  wie  die  Entwickelung  (40)  der  Nr.  265 
(S.  22),  die  wir  darum  gleich  in  der  Form 


00 


x  =  l  x=l 

schreiben  können.  Für  hinreichend  kleine  Werthe  von  z  ist  nach 
Nr.  203  (Bd.  II,  1,  S.  284)  der  reale  Theil  von 

4  log  2  •  %%% 

sehr  gross  negativ,  also  der  absolute  Betrag  von  q  sehr  klein.  Die 
Reihe  (14),  die  in  einer  gewissen  Umgebung  von  q  =  0  convergirt, 
kann  nach  einem  bekannten  Principe  der  Functionentheorie  nur  an  einer 
Stelle,  in  deren  Umgebung  die  Function  z  von  q  nicht  regulär  ist,  zu 
convergiren  aufhören.  Wie  wir  gezeigt  haben,  ist  aber  z  in  der  Um- 
gebung jeder  Stelle  r,  deren  Coefficient  von  i  wesentlich  positiv  ist, 
und  folglich  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  q,  deren  absoluter  Betrag 
wesentlich  kleiner  ist  wie  Eins,  regulär,  die  Reihe  (14)  convergirt 
folglich  innerhalb  des  Einheitskreises 

der  q- Ebene. 

Andererseits  wissen  wir,  dass  die  Function*  z  von  t  nur  in  der 
oberen  t- Halb  ebene  existirt,  während  die  reale  r-Axe  überall  dicht 
besetzt  ist  mit  Doppelpunkten  nicht  elliptischer  Substitutionen  der 
Gruppe  M%}  d.  h.  (vergl.  Nr.  204,  Bd.  II,  1,  S.  286)  mit  Unbestimmt- 
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heitsstellen  dieser  Function.  Also  existirt  die  Function  z  von  q  nur 
innerhalb  des  Einheitskreises  der  9- Ebene,  und  die  Peripherie  des  Ein- 
heitskreises ist  mit  Unbestimmtheitsstellen  überall  dicht  besetzt. 

Die  Reihe  (14)  stellt  also  die  Function  z  von  q  in  ihrem 
ganzen  Existenzbereiche  dar. 

Wenn  q  in  beliebiger  Richtung  in  den  Nullpunkt  einrückt,  so 
rückt  z  in  den  singulären  Punkt  z  =  0  ein.  Wenn  also  r  eine  be- 
liebige Folge  von  Zahlen 

wi>  w*>  ws>  '  '  * 
durchlauft,  deren  Coefficienten  von  i  positiv  sind,  und  für  welche 

lim  w  =  co 

n 
1» 

ist,  so  ist  auch  der  Grenzwerth,  dem  sich  die  Werthe  von  z  für  diese 
Werfchenfolge  von  r  nahern,  streng  gleich  Null  (vergl.  Nr.  203,  Bd.  II,  1, 
S.    284). 

In   analoger  Weise   können  wir   die  Entwickelungen   von   z  —  1 

und  von  —  in   der  Nähe   der   beiden  anderen  Eckpunkte  r  =  0  und 


—  1    des    Ausgangsdreiecks    herstellen.     Die   Entwickelung   von 
1  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  (14),  wenn  wir  die  in  der  Nr.  248 
l.  II,  1,  S.  481)  abgeleiteten  Gleichungen 

K(z)  =  K'(l-z); 

K'(z)  =  K(l  —  z) 

l>es.«hten,  aus  denen  für  den  Integralquotienten 

Setzen  wir  also  in  (14)  an  Stelle  von  zy  1  —  z,  so  kommt 

OO  XTfl 


(*ö>  \-z=y.s_e 


X=>1 


l?ür  —  haben  wir  in  der  Bezeichnung  der  Nr.  190  (Bd.  II,  1) 


9i  =  ^,     %  =  K'i,      *i  =  wooi>     *2  = 


u 


«2  > 


ist  nach  den  Gleichungen  (19)  der  Nr.  249  (Bd.  II,  1,  S.  484) 


co- 


1  > 

T  ¥ 

2ilog2      Z-  —  2ilog2 


UTid  somit  nach  Gleichung  (5)  der  Nr.  196  (Bd.  II,  1,  S.  255) 


L 
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Die  Reihen  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (16),  (17) 
convergiren  für  alle  Punkte  der  oberen  r-Halbebene  und  stellen  folglich 
ebenso  wie  (14)  die  Function  z  in  ihrem  ganzen  Existenzbereiche  dar. 
Wenn  r  in  einer  Folge  von  Zahlen  mit  positivem  Coefficienten  von  i 
in  den  Punkt  0  beziehungsweise  —  1  einrückt,  so  nähert  sich  z  streng 
den  Werthen  1  beziehungsweise  oo. 

Da  wir  in  Bezug  auf  jedes  Dreieck  der  Theilung  der  oberen 
r-Halbebene  die  analogen  Schlüsse  machen  können,  so  haben  wir  als 
Ergänzung  zu  dem  oben  aufgestellten  Satze  das  Ergebniss: 

Die  Function  z  von  r  nähert  sich  streng  einem  der  Werthe 

z  =  0,  1,  oo, 

wenn  r  eine  beliebige  Folge  von  Zahlen  mit  positivem  Coeffi- 
cienten von  i  durchläuft,  deren  Grenzwerth  eine  reale  ratio- 
nale Zahl  ist.  Und  zwar  kommt  der  Werth  0,  1,  oo  zum  Vor- 
schein, jenachdem  für  diese  rationale  Zahl  der  Zähler  un- 
gerade und  der  Nenner  gerade,  der  Zähler  gerade  und  der 
Nenner  ungerade,  Zähler  und  Nenner  beide  ungerade  sind. 


Fünftes  Kapitel. 

275.  Ableitung  weiterer  Eigenschaften  der  Modulfunction  aus  der 
Darstellung   durch   die  Thetafunctionen.     Beziehung   zwischen   den 

Gruppen  M  und  M%. 

Die  Entwickelungen  (14),  (16),  (17)  der  vorhergehenden  Nummer 
sind  den  Entwickelungen  einer  periodischen  Function  nachFourier'schen 
Reihen  analog.  Dieselben  sind  aber  nicht  als  die  wirklich  naturgemässen 
Darstellungen  der  Function  z  anzusehen,  vielmehr  ist  die  aus  den  Glei- 
chungen (VI)  der  Nr.  267  (S.  30)  sich  ergebende  Darstellung 

(18)  *=^-,    l-i-^Ö. 

diejenige,  die  für  die  numerische  Berechnung  und  die  Auffindung 
weiterer  Eigenschaften  der  Function  z  am  geeignetesten  ist. 

In  der  That  lassen  sich,  wenn  man  von  der  expliciten  Darstellung 
der  Functionen  &(r),  &2(r)}  ^(t)9  wie  sie  in  der  Nr.  267  (S.  29)  gegeben 
worden  sind,  ausgeht,  zunächst  die  bisher  gefundenen  Eigenschaften  der 
Function  z  von  x  herleiten,  sofern  man  den  Satz  als  bewiesen 
ansieht,  dass  der  Coefficient  von  i  in  r  für  jeden  Werth  von  z 
(ausgenommen  0,  1,  oo)  einen  wesentlich  positiven  Werth  hat. 
Man  hat  zu  dem  Ende  nur  zwei  Gleichungssysteme  aufzustellen,  die 
sich  aus  den  Formeln  der  Nr.  267  (S.  29)  unmittelbar  ergeben  und 
die  uns  auch  noch  zu  weiteren  Erörterungen  führen  werden. 

Zunächst  folgt  aus  den  Gleichungen  (I),  (II)  der  erwähnten  Nummer 


(19) 


I  ♦.'<•>- t ».'fr). 

l  •>  w  -  4- *.*(^i)  ? 


ferner  liefern  die  Entwickelungen  der  drei  #- Functionen  ohne  weiteres 
die  Gleichungen 
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(20) 


ni 


Setzen  wir  endlich 


l^(r+l)  =  64^(r). 


Z  =  — 2 —  =  ®(t) 


und  verwandeln  -(-  i  in  —  t ,  so  folgt 

-  _  16e~  *  *'(!  +  e~*rni  H )A 

d.  h.  wir  haben 

(21)  *=#(—  i). 

Ans  (19),  (20)  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (18) 

(22)  o(=±)  =  i-Z}      4^+1)  =  ^. 
Setzen  wir 

so  sind  dies  zwei  Substitutionen  der  Gruppe  M,  und  wir  haben  ofl 

At  =  Sx  ,      ^12  =  S2  Sj  S2 ; 

hieraus  lassen  sich  nun  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (21),  (22)  die  si 
liehen  uns  bereits  bekannten  Eigenschaften  der  Function  4>(r 
Leichtigkeit  herleiten.  Die  Gleichungen  (21),  (22)  gestatten  uns 
auch  noch  Eigenschaften  dieser  Function  aufzufinden,  die  wir 
nicht  kennen  gelernt  haben.  Wir  schicken  folgende  Bemerkungen  v 
Betrachten  wir  zwei  Substitutionen 

der  Gruppe  M ,  die  so  beschaffen  sind,  dass 

a  ■==«,,    ß  =  ßl}    y^yt,    ö i  =  S,  (mod  2), 

oder  wie  wir  kurz  schreiben 


dann  ist  offenbar 


C$H2Ö<-' 


also  eine  Substitution  der  Gruppe  Jtf"  .     Bezeichnen  wir  mit 


275.   Beziehungen  zwischen  M  und  M*. 
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wo 


ao>     ßo>     ^o*     *o 
Zahlen,  deren  Determinante  gleich  Eins  ist,   und  die  beziehungs- 
kleinste Reste  der  Zahlen 

a,     ß,     y,     S 

dem  Modul  2  darstellen,  dann  ist  also 

C:  #c  r— * 

Substitution  von  Jf„.    Jede  Substitution  S  von  M  lässt  sich  dem- 
in  die  Form  setzen 

-*4  eine  Substitution  von  M9  bedeutet.     Die  Substitution 

m 


$>■ 


Vr0   V 


sann   nur  eine  ganz  beschränkte  Anzahl  von  verschiedenen  Gestalten 
besitzen. 

Für  S  ergeben  sich  nämlich,  modulo  2  betrachtet,  nur  die  folgen- 
den  Möglichkeiten 


1)    «  =  1, 


2) 
3) 
4) 
5) 
6) 


a  =  1, 

«=i, 
«=i, 

«e=0, 


0  =  0 
0  =  0 
0  =  1 
0  =  1 
0  =  1 


«  =  0,     0  =  1 


<J=1, 

y  =  l,  *  =  1, 

y  =  0,  *  =  1, 

y  =  l,  *  =  0, 

y  =  l,  *  =  1, 

y  =  l,  d  =  0, 


(mod  2) ; 


ö     Substitutionen  von  M  zerfallen  also  in  sechs  Typen  modulo  2,  je- 
na<i**ciem  sie  nämlich  mit  einer  der  sechs  Substitutionen 


mo 


*1  — (o    l)'         *2_(-l    l)'     *3-(o    l)' 

^^lo  2  congruent  sind.     Die  mit 


h- 


(5  -!)• 


<„  = 


(?-J) 


'x  =  l 


.   8**uenten  Substitutionen  von  M  sind  nichts  anderes,  wie  die  Sub- 
^^tionen  von  M^  wir  können  also  sagen: 

Jf„    M^,    M,t3,    M,tt,    Jft*6,    M^ 

«ttio.  jene  g  Typen  von  Substitutionen  der  Gruppe  M,  und  die  Gruppe  M 
I      *■*  sich  in  der  Form 

m  Schlesinger,  Differentialgleichungen.   II,  2.  5 
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(23)  jf-jf,(i,  *„  t,,  tlftt,  g 

schreiben,  wo  die  rechte  Seite  als  ein  symbolisches  Product  an- 
zusehen ist.  Durch  Ausführung  dieser  symbolischen  Multiplication, 
d.  h.  indem  man  jede  Substitution  von  M%  mit  jeder  der  in  den  Paren- 
thesen stehenden  Substitutionen  componirt,  erhält  man  alle  Substitutionen 
von  M  und  jede  nur  ein  einziges  Mal.  Wir  nennen  darum  die  Ge- 
sammtheit  der  Substitutionen 

(i,  h,  '„  K,  h,  K) 

den  Quotienten  der  Gruppe  M2  in  Bezug  auf  die  Gruppe  Jf. 

Die  Substitutionen  t$  und  t6  sind  nichts  anderes  wie  unsere  Sub- 
stitutionen Sl9  S%]  aus  diesen  setzen  sich  die  übrigen  t%  in  folgender 
Weise  zusammen 

(24)  h  =  hh,    h  =  V«    *i-W.i 

hieraus  folgt  zunächst,  dass  die  sämmtlichen  Substitutionen  von 
M  sich  aus  Potenzen  der  beiden  Substitutionen  Sl7  S2  durch 
Composition  zusammensetzen  lassen,  d.  h.  es  bilden  z.  B.  die 
drei  Substitutionen 

si>  s*>  iS8=srlfifr1= (_  i  o) 

eine  Basis  der  Gruppe  M. 

Bedeutet  S  irgend  eine  Substitution  von  M,  so  ist  (Nr.  140, 
Bd.  II,  1,  S.  36)  die  Untergruppe 

mit  M2  innerhalb  M  gleichberechtigt.  Da  aber  für  eine  Substitution  A 
von  Mt  offenbar 

also  S~~lAS  selbst  eine  Substitution  von  M%  ist,  so  ist 

d.  h.  M2  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  von  M. 

276.  Moduln,  die  durch  lineare  Transformation  des  elliptischen  Inte- 
grales entstehen.    Biquadratische  Form;  ihre  ganzen  Invarianten  und 

die  absolute  Invariante  J. 

Wenn  auf  r  die  beliebige  Substitution  mit  realen  Coefficienten 
und  positiver  Determinante 


C  *)' 


ad  —  ßy  >  0, 

angewandt  wird,  so  besitzt  der  Coefficient  von  i  in 
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yt  +  S 

«dasselbe  Vorzeichen,  wie  der  Coefficient  von  i  in  r,  und  zwar  ist,  wenn 
"wir  den  Coefficienten  von  i  einer  complexen  Grösse  durch  ein  vor- 
gesetzes  J  bezeichnen, 

Bieraus  folgt,  dass  die  Function 

C26)  <*(£*), 

^vo  S  eine  beliebige  Substitution  mit  ganzzahligen  Coefficienten  und 

positiver  Determinante  bedeutet,  für  alle  Werthe  von  r,  deren  Coefficient 

i  positiv  ist,  existirt.    Wenn  die  Determinante  von  S  gleich  n  ist, 

stellt  die  Function  (26)  das  Quadrat  des  Moduls  eines  elliptischen 

Integrals  erster  Gattung  dar,  welches  aus  dem  Integrale  mit  dem  Modul 

x  =  |/je 

durch  eine  Transformation  nter  Ordnung  hervorgeht.     Für  n  =  1, 

d-    Ji.  wenn  S  eine  Substitution  von  M  ist,  liefert  also  die  Function  (26) 

Quadrat  des  Moduls  eines  elliptischen  Integrals,  welches  aus  dem 

Modul  x  gehörigen  durch  eine  Transformation  ersten  Grades  oder 

lineare  Transformation  entsteht.    Mit  diesen  linearen  Trans- 

ft>jrxö.ationen  entsprechenden  Moduln  haben  wir  uns  einen  Augenblick 

beschäftigen. 

Da  sich  jede  Substitution  S  von  M  in  der  Form 

S  =  Ät 

X 

^-^^^eiben  lässt,  wo  A  eine  Substitution  von  Mi  und  x  eine  der  Zahlen 
,  3,  4,  5,  6  ist,  so  haben  wir 

^88  also  nur  die  sechs  Functionen 

0(txt)  (x  =  l,2,3,4,5,6) 

etrachten   sind.     Diese   lassen   sich    aber   mit   Rücksicht   auf  die 
lungen  (22)  und  (24)  sofort  angeben.     Es  ist  nämlich  nach  (22) 

nach  (24) 

*(tsr)  =  *(tttst)  -  1  -  *(*,*)  -  j-L_, 

•(«4») -«(V.*)-^, 
«önnen  also  den  folgenden  wichtigen  Satz  aussprechen: 

6* 


1 


Gl 
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Durch  Anwendung  einer  Substitution  S  der  Gruppe  M 
auf  die  unabhängige  Variable  der  Function 

z  =  0(t) 

verwandelt  sich  diese  Function  beziehungsweise  in 

II                              z 
z  =  T.  z ,         —  =  T9  z ,         r  =  T-Z , 

je  nachdem  die  Coefficienten  von  S  modulo  2  das  durch  die 
Congruenzen  1) — 6)  (S.  65)  fixirte  Verhalten  zeigen. 

Die  sechs  linearen  Substitutionen  (27)  sind  genau  diejenigen,  welche, 
wie  in  der  Nr.  73  (Bd.  I,  S.  261  ff.)  gezeigt  wurde,  auf  die  unabhängige 
Variable  einer  Differentialgleichung  der  Gauss  'sehen  Reihe  angewandt, 
diese  Differentialgleichung  in  eine  ebensolche  überführen,  in  welcher  die 
a,  ß,  y  mit  den  entsprechenden  Grössen  der  ursprünglichen  Differential- 
gleichung durch  lineare  Gleichungen  (a.  a.  0.  S.  262  oben)  verknüpft 
sind.     In  unserem  Falle 

geht  die  Differentialgleichung  (L)  durch  Anwendung  dieser  Substitutionen 
auf  die  unabhängige  Variable  in  sich  selbst  über. 

Wir  hatten  bereits  in  der  Nr.  73  (Bd.  I,  S.  265)  hervorgehoben, 
dass  die  sechs  Substitutionen  (27)  eine  Gruppe  bilden  und  dass  sie 
die  verschiedenen  Werthe  des  Doppelverhältnisses  von  vier  Punkten 
bei  den  vierundzwanzig  möglichen  Permutationen  derselben  darstellen. 
Diese  Deutung  der  sechs  Substitutionen  (27)  lässt  in  dem  uns  jetzt 
beschäftigenden  Falle  eine  interessante  analytische  Begründung  zu,  die 
uns  zu  weiteren  Untersuchungen  hinleiten  wird. 

Gehen  wir  nämlich  von  einer  beliebigen  ganzen  Function  vierten 
Grades  mit  von  einander  verschiedenen  Nullstellen  a19  a2,  as,  a4, 

/•(|)  =  (i-o1)(|-o2)(S-as)(S-a4) 
aus,  und  transformiren  das  elliptische  Integral  erster  Gattung 

J  Vir® 

durch  die  Substitution 

so  verwandelt  sich  dasselbe  in 

dx 


j 


_N    > 


yx{x  —  1)  (x  —  z) 
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d.  h.  in  die  von  uns  stets  benutzte  Normalform,  und  das  Quadrat  des 
Moduls  ;  erhalt  den  Werth 

(TL)  z  =    l      4    ^      4 


Es  wird  also  z  gleich  dem  Doppel  Verhältnisse  der  beiden  Punkte  ax ,  a% 
in  Bezug  auf  die  beiden  Punkte  a4,  a$. 

Permutiren  wir  nun  in  dem  Ausdrucke  (I)  die  vier  Punkte 
ai  ?  a%f  as  >  a4  au^  a^e  m<>glichen  Arten,  so  erhalten  wir  neue  Normal- 
formen des  gegebenen  elliptischen  Integrals,  die  offenbar  durch  lineare 
Transformationen  der  Integrationsvariabein  aus  einander  hervorgehen. 
Die  entsprechenden  Quadrate  der  Moduln  gehen  dann  aus  z  gerade 
durch    die   sechs    Substitutionen  (27)  hervor,    so  dass   also    die   sechs 

Ausdrücke 

l  z         z  —  i  1  1  

die  sechs  verschiedenen  Werthe  des  Quadrates  des  Moduls  darstellen, 
die  zu  einem  und  demselben  elliptischen  Gebilde  gehören. 

Nun  ist  das  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten  ein  rein  geo- 
metrischer Begriff,  der  von  der  Wahl  des  Coordinatensystems  un- 
abhängig ist.  Deuten  wir  in  üblicher  Weise  die  Variable  \  geome- 
trisch durch  die  Punkte  einer  geraden  Linie,  indem  wir 

»-? 

setzen  und  |x,  %%  als  die  mit  bestimmten  constanten  Factoren  multi- 
plicirten  Abstände  eines  Punktes  unserer  Geraden  von  zwei  festen 
Fundamentalpunkten  auffassen,  so  entspricht  einer  Aenderung  der 
beiden  Fundamentalpunkte,  d.  h.  einer  Aenderung  des  Coordinaten- 
systems auf  der  Geraden,  die  Ausübung  einer  linearen  Substitution 

mit  nicht  verschwindender  Determinante  auf  die  |  ,  £2. 

Die  vier  Punkte 

6  — a17  a2,  as,  a4 

werden  durch  die  biquadratische  Form 

(IV)     8,7(0  =  «o«/  +  *«trt  +  K^C  +  4«SM/+  «Js\ 

deren  Nullstellen  sie  sind,  gegeben,  ihr  Doppelverhältniss  z  muss  also 
ungeändert  bleiben,  wenn  wir  von  der  Form  (IV)  durch  die  lineare 
Substitution  (III)  zu  einer  neuen  Form  übergehen.  D.  h.  mit  anderen 
Worten,  das  Doppelverhältniss,  oder  genauer,  die   sechs  Werthe  (27) 


(in) 


70 


XIIL   Theorie  der  elliptischen  Modulfunciion.   Kapitel  5. 


desselben  sind  absolute  Invarianten  für  die  linearen  Transforma- 
tionen (III),  also  absolute  Invarianten  im  gewöhnlichen  formentheore- 
tischen  Sinne. 

Nun  hat  die  biquadratische  Form  (IV)  bekanntlich  die  beiden  von 
einander  unabhängigen  ganzen  rationalen  Invarianten 


&>  = 


aÄ     at 


a. 


cc. 


OL. 


cc< 


cc. 


a, 


die  erstere  vom  Gewichte  4,  die  letztere  vom  Gewichte  6;  aus  denei 
sich  die  Discriminante  A  in  der  Form 

zusammensetzt.    Es  ist  dann  A  vom  Gewicht  12,  also 

T       9?        ,     ,    27  g3* 

eine  absolute  (rationale)  Invariante  der  Form  (IV).    Drückt  man  gi  , 
durch  die  Wurzeln  al9  a2,  a8,  a4  der  Form  (IV)  aus,  so  ergiebt  sie 

_  4(1  — g  +  r2)8 

und   man   erkennt   leicht,   dass  die  Wurzeln   der   Gleichung   sechst^^ 
Grades,   der  hiernach  z  als  Function  von  J  genügt,   genau  durch 
sechs  Grössen  (27)  dargestellt  werden. 

Die  rationale  Function  J  von  z  hat  folglich  die  Eigei 
schaft,  ungeändert  zu  bleiben,  wenn  man  auf  z  die  seel 
linearen  Substitutionen  (27)  ausübt. 


(28) 


J  = 


277.  Zwei  neue  eindeutig  umkehrbare  Dreieoksfonotionen,  von  den^^ 
die  eine  algebraisch  ist.    Discussion  dieser  algebraischen  Function—^ 

Setzen  wir   nun   in  die  Gleichung  (28)   für  z  seinen  Werth 
Function  von  r  ein,  so  verwandelt  sich  J  in  eine  ebenfalls  eindeutig 
Function  von  r 

J(r), 

diese  Function  hat  zufolge  des  Satzes  der  Nr.  276  (S.  68)  ui 
des  eben  ausgesprochenen  Theorems  die  Eigenschaft,  u 
geändert  zu  bleiben,  wenn  man  auf  r  irgend  eine  Substitutiv 
der  Gruppe  M  anwendet. 
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Fassen  wir  umgekehrt  r  als  Function  von  J  auf,  so  geschieht  dies 
zweckmässigsten;  wenn  wir  erst  r  als  Function  von  z  und  dann  z 
Function  von  J  betrachten.  Zu  einem  willkürlichen  (nicht  singu- 
n)  Werthe  von  J  gehören  die  sechs  Werthe  (27)  von  z\  dem  Werthe 

^sprechen  dann  vermöge  der  Gleichung 

JL  irgend   eine  Substitution  der  Gruppe  Jf2  bedeutet,   genau   die 
aus    t  durch  die  Substitutionen 

terv ergehenden  Werthe  von  r.     Also  entsprechen  einem  willkürlichen 
W*e:rthe  von  J  genau  die  sämmtlichen  aus  x  durch  die  Substitutionen 

der     Crruppe  M  hervorgehenden  Werthe.    D.  h.: 

Die  Function  J(x)  bleibt  nicht  nur  bei  den  Substitutionen 

▼  oo.    M.  ungeändert,  sondern  wenn  für  ein  x    die  Gleichung 

J(z)  =  J(r') 

"©steht  und  x  einen  willkürlichen  Punkt  der  oberen  Halb- 
ebene  bedeutet,  so  geht  x  aus  x  nothwendig  durch  eine  Sub- 
stitution von  M  hervor. 

Wir   sind  hier   auf  zwei  Functionen   der   absoluten  Invariante  J 
fi^ftihrt  worden.    Die  eine,  zy  ist  eine  algebraische  und  hat  die  Eigen- 
^k^ft,  dass  ihre  sämmtlichen  Zweige  durch  einen  derselben  mit  Hülfe 
er    Formeln  (27)  dargestellt  werden,   d.  h.  also  mittelst  der  Substitu- 
tion  einer   endlichen   projeetiven  Gruppe,    die  andere,   r,    ist  eine 
^Uscendente  von   der  Beschaffenheit,   dass  ihre  sämmtlichen  Zweige 
^    einem  derselben  durch  die  Substitutionen  der  projeetiven  Gruppe  M 
.     ^"Vorgehen.     Beiden  Functionen  gemeinsam  ist  die  Eigenschaft,  dass 
re    Umkehrungsfunction  eindeutig  ist. 

Wir  schliessen  hieraus  zunächst  (ähnlich  wie  in  der  Nr.  215,  Bd.  II,  1, 
•  **38);  dass  für  beide  Functionen  die  Schwarzsehen  Ableitungen 

,  ^ heutige  Functionen  von  J  sind;  insbesondere  muss,  da  z  eine  alge- 
^^*Bche  Function  von  J  ist, 

(*9>  "  (J)  -  r& 

**^   rationale  Function  von  J  sein. 
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Ferner  ist  aber  nach  Nr.  180  (Bd.  II,  1,  S.  184) 


'tö-'tö^+'ö 


also  muss,  da  in  unserem  Falle  (vergl.  die  Gleichg.  (3);  (5)  der  Nr.  268, 
S.  32,  worin  dt  =  <J2  =  <$3  =  0  zu  nehmen  sind) 

ist,  der  Ausdruck 

(3i)  ^  (})  -  e(j) 

jedenfalls  eine  algebraische  Function  von  J  und  demnach  ebenfalls 
eine  rationale  Function  von  J  sein.  Es  handelt  sich  nun  um  die  Be- 
stimmung der  beiden  rationalen  Functionen 

r(J),     «(J). 

Von   den   sechs  Wurzeln   der   Gleichung   (28)   können   zwei   mi 
einander  identisch  sein: 

1)  für  *  =  1.     Dann  ist 

die  Determinante  A  der  biquadratischen  Form  (IV)  verschwindet,  d.     "1 
es  fallen  zwei  ihrer  Wurzeln  zusammen; 

2)  wenn  das  Doppel verhältniss  der  vier  Punkte  alf  a%7  as,  a4  cL^ 
Werth  —  1  hat,  d.  h.  wenn  die  vier  Punkte  harmonisch  liegen,  d&t* 
ist  etwa 

3)  wenn  das  Doppel  verhältniss  ein  äqui  anharmonisch  es  i  ^ 
dann  ist  z.  6. 

,-r4*-r8«--J(i  +  »/8)-« 
rl*-rl*-r<*-4-(i-..-ys)-i-8| 

Also  sind  die  Punkte 

J=0,  1,  oo 

die  einzigen  Verzweigungspunkte   der  algebraischen  Function  ss  von 
und  zwar  ist  in  der  Umgebung  von  J  =  1  und  von  J  =  oo  jeder 
von  £  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von 

i_  A 

(eT —  1)     beziehungsweise  l-y)    , 


J=0. 
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und  in  der  Umgebung  von  J=0  nach  ebensolchen  Potenzen  von 

entwickelbar. 

Hieraus  schliessen  wir,  dass  die  Differentialgleichung  (29)  den 
Quotienten  zweier  Integrale  einer  Differentialgleichung  der  Gaus 8 'sehen 
Reihe  definirt,  d.  h.  dass  die  Function  z  von  J  eine  Dreiecks funetion 
(Nr.  270,  S.  44)  ist;  und  zwar  haben  wir,  wie  eben  gefunden  wurde, 

m  *,-■*-,  «,-4-,  *.-■£■, 

^-    h.   z  ist  nichts  anderes,  wie 

Z  =  S\T>  T>  ¥>  'V* 

ll*id.    die  rechte  Seite   der  Differentialgleichung  (29)  lautet  nach  Glei- 
chung (3)  der  Nr.  268  (S.  32) 

/tn_  JL  f_  JL  JL_i. L_ JL  _J__1 

rW  4    |         9    j*  4    (1_j)S  9    J(l-J)}- 

*^~ix-  haben  also  auf  diese  Weise  einen  Fall  kennen  gelernt,  in  welchem 
ü^     Differentialgleichung  der  Gauss'schen  Reihe   algebraisch   inte- 
5  *"i  ibar  und  überdies  so  beschaffen  ist,  dass  die  unabhängige  Variable  J 
rationale  Function  des  Integralquotienten  z  erscheint. 
Wenn  wir  uns  in  der  z-  Ebene  die  reguläre  Vierecks-  beziehungs- 
se  Dreieckstheilung  denken,  die  die  Abbildung  der  J- Ebene  durch 
diö    verschiedenen  Zweige  der  ^-Function  liefert,  so  kann  dieselbe,  da 
z     ^ine  sechswerthige  Function  von  J  ist,  nur  aus  sechs  Vierecken  be- 
8^^len.     Die  J-  Ebene   werde  wieder   durch   die    beiden   von  0  und  1 
axz*^  längs  der  realen  Axe  nach  dem  Unendlichen  hin   gelegten  Quer- 
^Vinitte  lt ,  J2  zerschnitten,  dann  haben  wir  also  als  Begrenzungslinien 
^^t  sechs  Vierecke  diejenigen  Curven  der  z-  Ebene,  die  den  beiden  Ufern 
^*n  l  }  l2   entsprechen    und   als  Diagonalen   die    den    realen   Werthen 
^>n  J  zwischen  0  und    1   entsprechenden   £- Curven.     Wenn   wir   also 
erhaupt  die  z- Curven  construiren,  die  realen  J- Werthen  entsprechen, 
KD  erhalten  wir  die  Theilung  der  £-Ebene   in  zwölf  Dreiecke,   die  ab- 
^Vechselnd  die  Abbildungen  der  oberen  und  unteren  J-  Halbebene  dar- 
stellen. 

Nun  ist  aber   offenbar  nach  Gleichung  (28)  J  für  reale  Werthe 

Aron  z  ebenfalls  real;   wir  können   also  immer  bestimmte  Zweige  z  so 

üxiren,  dass  für  gewisse  reale  Werthe  von  J  die  Werthe  dieser  Zweige 

:real  ausfallen,    d.  h.  die   reale  z-Axe  ist  in   ihrer  ganzen  Ausdehnung 

Begrenzung  der  Dreieckstheilung.    Bilden  wir  nun  die  der  realen  #-Axe 

entsprechende  Spiegelung 
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G?)s 


und  setzen  dieselbe  mit;  allen  Substitutionen  der  Monodromiegruppe 

(1,  T%,  Ts,  Tt,  TB,  Te) 
der  Function  z  von  J  zusammen,  so  müssen  in  der  Form 

T~e 

alle  Spiegelungen  über  die  Seiten   unserer  Dreieckstheilung  enthalten 

sein.    Wir  erbalten  folglich  alle  diese  Seiten,  wenn  wir  diejenigen  Cnrven. 

a  —  Ttz 

nehmen,  die  reale  Kreise  darstellen.     Dies   ist  für  «  =  1,2,3,6    de*r- 
Fall,  und  zwar  haben  wir 

für     x  =  2,         22=1, 

für     x  =  3,         (*  —  1)  (i—  1)=  1, 

für     x  =  6,         *  +  *=!, 
so  dass  also  die  in  der  Fig.  21  dargestellte  Theilung  der  «-Ebene  i— 


zwölf  Kreisbogendreiecke   entsteht.     Als  Ecken  erscheinen   die  Pun£4^^-  " 
co,    -  1,   0,   \,    1,   2,   *,    1  —  e, 
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und  wir  wissen  nach  dem  Vorhergehenden  schon,  wie  sich  dieselben 

auf  die  singulären  Punkte 

J=0,  1,  oo 
vertheilen. 

Betrachten  wir  z.  B.  das  Dreieck 

so    entsprechen  den  Ecken  desselben  in  der  angegebenen  Reihenfolge 

die   Punkte 

J=  oo,   1,   0, 

also  ist  das  Dreieck  selbst  die  Abbildung  der  unteren  J*- Halbebene, 
md  folglich  das  Spiegelbild  desselben  in  Bezug  auf  die  Seite  i^,  1 — £K 
lie   den  realen  J-Werthen  zwischen  0  und  1  entspricht,  d.  h.  das  Dreieck 

li^  Abbildung  der  oberen  J"- Halbebene.  Das  durch  Vereinigung  dieser 
fielen  Dreiecke  entstehende  Viereck 

(o,|,  1,1-*) 

8t  demnach  die  Abbildung  der  durch  die  Querschnitte  l  f  l%  zerschnit- 
*°"0.«n  J-  Ebene,  und  die  Substitution 

^^^rch  welche    die    dem    negativen   Ufer    von    l%    entsprechende   Seite 

W  ,  1  —  s)  in  die   dem  positiven  Ufer  von  lx  entsprechende  (0,  1 — a) 

^^"ansformirt  wird,  ist  diejenige,  welche  der  betrachtete  #-Zweig  erfahr^ 

^enn  J  den  Querschnitt  lx  einmal  in  positiver  Richtung  überschreitet. 

Ebenso  erleidet  z  die  die  Seite  (0,  -A  in  (y,   l)  transformirende  Sub- 
stitution 

wenn  J  den  Querschnitt  l2  einmal  in  positiver  Richtung  überschreitet. 
Damit  ist  nun  die  Verzweigungsart  der  Function  z  von  J  vollständig 
charakterisirt. 

278.    DisouBsion  der  absoluten  Invariante  J  als  Function  des 

Periodenquotienten. 

Wir  könnten  jetzt  mittelst  der  Formel 
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die  rechte  Seite  der  Differentialgleichung  (31)  ausrechnen,  ziehen  es 
aber  vor,  die  Form  von  Q(J)  durch  functionentheoretische  Betrach- 
tungen zu  bestimmen. 

Zunächst   ist   evident,    dass   die   einzigen   singulären   Stellen    der 
Function  x  von  J  die  Punkte 

J=0,    1,    oo 

sind,  so  dass  also  r  ebenfalls  eine  Dreiecksfunction  von  J  ist.  Es 
handelt  sich  nur  noch  um  die  Bestimmung  der  entsprechenden  Werthe 
von  S17  <J2,  <?,. 

Die  Abbildung  der  zerschnittenen  J- Ebene  auf  die  r-Ebene  wir 
nach   den   allgemeinen  Erörterungen   der  Nummern  269  und  270 
Kreisbogenviereck  sein,  welches  durch  die  den  realen  J-Werthen  zwisch 
0  und  1   entsprechende  Diagonale   in   zwei   symmetrische  Kreisbogö 
dreiecke   zerfällt.     Die  Winkel  eines  solchen  Kreisbogendreiecks  si 
die  mit  %  multiplicirten   dl7  <?2,  <?3.     Durch   successive    Spiegelun 
dieses  Kreisbogendreiecks  erhalten  wir  die  der  Function  J  entspreche 
Theilung  in  der  r- Ebene,  und  diese  muss  so  beschaffen  sein,   dass. 
sechs  Dreiecke  derselben  sich  zu  einem  Dreiecke  der  der  Functio 
entsprechenden  Theilung  zusammenfügen. 

Nehmen  wir  also  z.  B.  das  Ausgangsdreieck  ( — 1,  0,  oo)  *3L«r 
Fig.  20  (S.  47),  welches  die  Abbildung  der  unteren  #-Halbebene  dL^*»*m 
stellt,  so  muss  dasselbe  entsprechend  der  Theilung  der  unteren  tf-H^i^*" 
ebene  in  sechs  Kreisbogendreiecke,  wie  sie  in  der  Fig.  21  dargesfc^^^ 
ist,  in  sechs  Dreiecke  der  der  Function  J  entsprechenden  Theilung  *i*r 
r-Ebene  zerfallen.  Wir  können  die  r-Curven,  die  den  Begrenzungscur^"^11 
der  in  der  z- Ebene  gefundenen  Theilung  entsprechen,  sofort  angel^^^11. 

Zunächst  entsprechen,  wie  wir  bereits  wissen,  den  Werthen  vot^  z 
auf  der  realen  Axe  die  Seiten 

r  +  r  =  0,     r-fr  =  —  2,     2ri  +  r  +  r  =  0 

des  Ausgangsdreieckes  der  r-Ebene.    Ferner  ist  für  den  Einheitskr0  :äS 

zz  =  1 

der  z-  Ebene 

l 

z  J 

also    für    die   entsprechenden    r -Werthe,    da    nach    den   Formeln        ™^ 
Nr.  275  (S.  64) 

gefunden  wird, 


oder  allgemeiner 
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-*-H-Tl). 


4- 

-wo  A  eine  Substitution  der  Gruppe  M^  bedeutet.    Also  entspricht  dem 
Einheitskreise  der  z  -Ebene  z.  B.  der  Kreis 

(33)  rr  +  r  +  r  =  0 
der  t- Ebene.     Für  den  Kreis 

der  z  -Ebene  haben  wir 

z  — 17 
also  lauten,  da 

*  =  *(-*),     _!_-*(,  +  l) 

ist,  die  Gleichungen  der  entsprechenden  Curven  der  r-Ebene 

-i-A(t+l), 

wir  erhalten  also  für  A  =  1  die  Gerade 

(34)  r  +  x  =  -  1. 

Endlich  ist  fQr 

#  +  £  =  1,     z  =  1  —  #, 
*ko  haben  wir,  da 

^  als  Gleichungen  der  entsprechenden  r- Curven 

UI*d    fftr  A  =  1  insbesondere 

(35)  Ti_i. 

**    der  Fig.  22  sind  die  Curven  (33),  (34),  (35)  nebst   ihren  Spiegel- 
bildern  in  Bezug  auf  die   laterale   r-Axe  in   den  Fundamentalbereich 
(*er    Function  z  von  r  eingezeichnet;  wir  sehen,  in  welcher  Weise  der 
■^  undamentalbereich,    entsprechend    der   in    der   Fig.   21    dargestellten 
**eilung  der  z-  Ebene,  in  zwölf  Kreisbogendreiecke  der  der  Function  J 
sPx*echenden  Theilung  zerfällt,  auch  ist  sofort  zu  erkennen,  wie  die 
r^xecte    der   Figuren  21    und  22   einander    gegenseitig    entsprechen. 

e****Xen  wir  z.  B.  das  Dreieck  (l,  — ,  1  —  e)  der  unteren  z- Halbebene, 

so 

°*Xtspricht  demselben  das  Dreieck  (0,  i,  s  —  1)  der  r-Ebene,  ebenso 


^**    I)reiecke  (0,  --,   1 — s)  der  #-Ebene  das  Dreieck  (oo,  i,  € — 1) 

i»  "*:-Ebene.     Also  stellt  das  Dreieck  (0,  i,  £ — 1)   der  r-Ebene  die 

j.      Bildung  der  unteren,  sein  Spiegelbild  (oo,  i,  s  —  1)  in  Bezug  auf 

Seite    (i,  e  —  i)    die   Abbildung    der    oberen   J- Halbebene    dar; 
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und  zwar  entspricht  die  Ecke  *  —  1  dem  Punkte  J— =  0,  die  Ecke  i  dem 
Punkte  J=  1,  während  die  Ecken  oo  und  0  dem  Punkte  J=  0  za- 
gehören.     Wir   haben   folglich   in   den   Winkeln    bei    0,  i,  s — 1    die 

Werthe  von 


d.  h. 


:  Function  t  von  J  stellt  sich  demnach  in  der  Form 


."■:  ■    ■■.■■■  *™  i™.,-..  .;:...■   M 


dar,  und  die  rechte  Seite  der  Differentialgleichung  (31)  lautet 

OCn_l/_l   '         8         I  28        l       ) 

VK    }  4   (         »    J*  4    (1-J)'         »  J<1  — J)J 

Die  Fundamentalsubstitutionen,  die  t  bei  einfachen  Umlaufen  von  J 
um  die  singulären  Punkte  0,  1,  oo  erleidet,  lassen  sich  auch  sofort 
angeben.     Wenn  J  den    Querschnitt  \   einmal    in   positiver  Richtungfc*-* 
überschreitet,  so  erfährt  r  die  Substitution 


welche  die  dem  negativen  Ufer  von  lx  entsprechende  Seite  (0,  t  —  1)^-  ' 
in  die  dem  positiven  Ufer  von  l%  entsprechende  Seite  (oo,  s  —  1)  über- — "" 
führt,  und  ebenso  verwandelt  sich  t  in 
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A  ==i 

renn  J  den  Querschnitt  Z2  einmal  in  positiver  Richtung  durchquert, 
reil  diese  Substitution  die  dem  negativen  Ufer  von  lt  entsprechende 
leite  (oo ,  i)  in  die  dem  positiven  Ufer  von  l2  entsprechende  Seite  (0,  t) 
Lberfuhrt.  In  Uebereinstimmung  mit  den  allgemeinen  Ergebnissen  der 
fr.  269  (S.  39)  setzen  sich  die  Substitutionen  At ,  A2  aus  den  den 
»eiten  des  Dreiecks  (0,  i7  s  —  1)  entsprechenden  Spiegelungen 

B*  =  (~o   i)'   B°~(i   o)'  B-1==(~i   l) 

der  Form 

A1  =  B0B-1>         A,  =  B»B0 

Lsainmen.     Das  Kreisbogenviereck 

(oo,  e  —  1,  0,  i,  oo), 

elches  in  unserem  Falle,  wo  die  beiden  Seiten  (0,  %)  und  (if  oo)  in 
ne  Gerade  fallen,  eigentlich  ein  Kreisbogendreieck  ist,  stellt  die  ein- 
stig conforme  Abbildung  der  durch  die  Querschnitte  lt ,  l%  zerschnit- 
ten J-Ebene  dar.  Durch  Anwendung  der  Substitutionen  von  M  auf 
esen  Fundamentalbereich  oder  durch  successive  Spiegelung  des 
ixsgangsdreiecks  (0,  i,  s — 1),  ergiebt  sich  die  der  Function  J 
"tsprechende  Theilung  der  oberen  r-  Halbebene. 

S.   Beziehungen  zur  Theorie  der  binären  quadratischen  Formen 
£»*£  negativer  Disoriminante.    Uebersioht  über  die  im  gegenwärtigen 

Abschnitte  erlangten  Resultate. 

Wenn  wir  die  J-  Ebene  nicht  durch  die  Querschnitte  l  f  li7  sondern 
^Vrch  einen  von  1  über  0  nach  oo  längs  der  realen  Axe  hin  erstreckten 
^Tmitt  zerschneiden,  so  kann  als  das  Abbild  der  so  zerschnittenen 
^  Ebene  das  Viereck 

(oo,  «— 1,  t,  «,  oo)  =  g0 

*agesehen  werden,  welches  aus  unserem  bisherigen  Fundamentalbereiche 
Lurch  erlaubte  Abänderung  (Nr.  210,  Bd.  II,  1,  S.  315)  hervorgeht. 
Die  correspondirenden  Seiten  dieses  neuen  Fundamentalbereiches  gehen 
lurch  die  beiden  Substitutionen 


si  =  (o   i)'    Ss  =  (i      o) 


on  denen  wir  in  der  Nr.  275  (S.  64)  ausgegangen  waren,  in  einander 
iber,  auch  knüpft  sich  an  diese  Gestalt  des  Fundamentalbereiches  eine 
owohl  sachlich  als  auch  historisch  bemerkenswerte  Beziehung  zwischen 
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unserer  Theorie  und  der  arithmetischen  Theorie  der  binären 
quadratischen  Formen,  wie  sie  Gauss  zuerst  systematisch  ent- 
wickelt hat. 

Betrachten  wir  nämlich  eine  quadratische  Form 

ax  +  2bxy  +  cy  =  (a,  b}  c), 
wo  af  b,  c  ganze  Zahlen  sind.     Setzen  wir 

ax2  +  2bx  +  c  =  0, 


so  ist 


a 


wo  wir  mit 

B  =  b2  —  ac 

die  Discriminante  (nach  Gauss   den  Determinanten)  der  quadra- 
tischen Form  bezeichnet  haben. 

Sei  D  negativ  und  wählen  wir  z.  B.  x  als  einen  Punkt  der  oberen. 

Halbebene,  sei  ferner 

a>0,     c>0, 

d.  h.  die  Form  eine  positive;  dann  ist  durch  Angabe  von  x  und  D  die 
Form  vollkommen  bestimmt.  D.  h.  unter  den  positiven  Formen,  die 
zu  einer  bestimmten  negativen  Discriminante  gehören,  wird  jedes  In- 
dividuum durch  den  zugehörigen  Werth  von  x  vollkommen  bestimmt« 
Geht  man  durch  eine  Substitution  der  Gruppe  M 

«r+Ö 
yt  -f-  o 

zu  der  dem  x    entsprechenden  Form  (a'}  b',  c)  über,  so  ist 

a\ax+ßyf+2bXax+ßy)(yx+dy)+c\yx+öy)i=ax2+2bxy+cySi 

d.  h.  die  Formen 

(a,  b,  c) ,      (a',  b'}  c) 

sind  in  der  Bezeichnung  von  Gauss  eigentlich  äquivalent.    Wenn 
innerhalb    des  Fundamentalbereiches  g0   liegt,   so    muss   für   die   en  - 

sprechende  Form 

c^>a>2\b\ 

sein,  d.  h.  die  Form  ist  im  Sinne  von  Gauss  eine  reducirte.  Auf  Grun^ 
dieser  Bemerkungen  lassen  sich  nun  die  von  Gauss  arithmetisch  b» 
wiesenen  Sätze  über  die  Aequivalenz  quadratischer  Formen  mit  negS 
tiver  Discriminante  ohne  weiteres  aus  den  Eigenschaften  der  de^ 
Function  J  oder  der  Gruppe  M  entsprechenden  Theilung  der  oberem 
r-Halbebene  ablesen.  Auch  die  uneigentliche  Aequivalenz  findet 
ihre  Interpretation  durch  die  mit  einer  Spiegelung  in  Bezug  auf  ein» 
Seite  des  entsprechenden  Bereiches  componirten  Substitutionen  von  Jfl 
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Diesen  Zusammenhang  der  Theorie  der  Function 

z  =  0  (t) 

m£"fc  der  Theorie  der  quadratischen  Formen  hat  Gauss  selbst  bemerkt, 
w£  *s  aus  den  nachgelassenen  Aufzeichnungen,  besonders  den  Bemerkungen 
atL^ff*  S.  386  und  477,  478  des  dritten  Bandes  der  von  Herrn  Schering 
hö:r-»isgegebenen  „Gesammelten  Werke  von  C.  F.  Gauss"  deutlich  her- 
geht. 

Unsere   von   der   Betrachtung   der   Differentialgleichung  (L)   aus- 
enden  Untersuchungen   haben   uns    zu   drei    Fällen   von   Dreiecks- 
^xxxcjtionen  geführt,  für  welche  die  Umkehrungsfunction  eine  eindeutige 
Zwei  von  diesen  Fällen,  nämlich 

»-«(0,0,0,*), 

r  =  s(y>  t>  °>  J)> 


m  transcendente  Umkehrungsfunctionen,  die  nur  für  Punkte  der 
°öeien  t- Halbebene,  oder  allgemeiner,  wenn 

'      y*+ s 

beliebigen  Integralquotienten  bedeutet,  innerhalb  eines  gewissen 
ises  existirten.     Dieser  Kreis  ergab  sich  für  die  Function 

r  =  5(0,  0,  0,  z) 

der  Orthogonalkreis  der  drei  Seiten  des  Ausgangsdreiecks.    Offenbar 
er  aber  auch  für  die  andere  Function 


t  =  s(t>  ¥>  °»  J) 


^««lbe  Bedeutung;  denn  für  die  t- Ebene,  wo  jener  Kreis  in  die  reale 
degenerirt,  schneidet  derselbe  die  drei  Seiten  des  Ausgangsdreiecks 
Function  J  in  der  That  unter  rechten  Winkeln,  das  Gleiche  findet 
auch  in  der  Ebene  eines  beliebigen  Integralquotienten  r\  statt,  da 
^*^    Abbildung  durch  die  monogene  Function 

at+J 
y%  +  8 

winkeltreue  ist. 

Von  besonderem  Interesse   ist  der  Umstand,  dass  die  projectiven 
pen  My  -5f2,   die   auf  das  Argument  %  der  beiden  Functionen  J 
ehungsweise   z  angewandt  dieselben  nicht  verändern,   in    einfacher 
^ise   arithmetisch   charakterisirt   werden   können.     Wir   heben  noch 
o^^lrücklich   hervor,    dass    zufolge    der    Sätze    der  Nr.  215  (Bd.  H,  1, 
*    ^36)  jede    eindeutige   Function  von  r,    die    bei   den  Substitutionen 
M2  ungeändert  bleibt  und  innerhalb  des  Fundamentalbereiches  das 

Qhlesinger,  Differentialgleichungen.   II,  2.  G 
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Verhalten  einer  rationalen  Function  zeigt,  rational  durch  z}  und  jede 
eindeutige  Function  von  r,  die  die  Substitutionen  von  M  zulässt  und 
innerhalb  des  entsprechenden  Fundamentalbereiches  den  Charakter  einer 
rationalen  Function  besitzt,  rational  durch  J  ausdrückbar  ist. 
Die  elliptische  Modulfunction 

z  =  0  (r) 

ist  zuerst  von  Herrn  Herrn ite  als  selbstständige  Transcendente  in  die 
Analysis  eingeführt  worden  und  spielt  bei  den  auf  die  Transformation 
der  elliptischen  Functionen  bezüglichen  Untersuchungen  eine  funda- 
mental wichtige  Rolle.  Ihre  grosse  Bedeutung  für  die  Theorie  der 
durch  die  allgemeine  Differentialgleichung  der  Gauss 'sehen  Reihe  defi- 
nirten  Function  wird  später  hervortreten. 

Von  wesentlich  anderem  Charakter  als  die  beiden  eben  erwähntem 
Dreiecksfunctionen  ist  die  dritte 


*  —  8\T'  T>   *'  J)> 


die  den  Uebergang  zwischen  den  beiden  ersten  vermittelt.  Ihre  Um  . 
kehrung  ist  rational  und  existirt  demzufolge  in  der  ganzen  unendlichen: 
#•  Ebene,  d.  h.  für  alle  complexen  Werthe  der  unabhängigen  VariabebM 

Die    aus    dem    Ausgangsdreiecke    ( 1 ,  -r- ,   1  —  s )    der  Fig.  21    durchs 

successive  Spiegelung  entstehenden  Dreiecke  erfüllen  die  ganze  z- Ebenem 
nicht  wie  in  den  beiden  ersten  Fällen   der  Functionen  z  und  J  von  — 
nur  das  Innere  eines  Kreises.    Es  liegt  dies  daran,  dass  im  Fall» 
der  Function  J  von  z  ein  Orthogonalkreis  für  die  drei  Seite* 
des  Ausgangsdreiecks  nicht  vorhanden  ist. 

Diese  Bemerkung  liefert  uns  einen  Fingerzeig  für  die  Untersuchung 
der  allgemeinen  Dreiecksfunction 

in  welcher  dl9  d27  da  reeiproke  ganze  Zahlen  oder  Null  sind,  und  die» 
wie  wir  wissen,   alle  Fälle   liefern  muss,   in   denen   die  Umkehrung^ 
funetion  z  von  rj  eindeutig  ist.    Wir  wenden  uns  jetzt  dieser  allgemeiner: 
Untersuchung  zu. 


Vierzehnter  Abschnitt. 
Theorie  der  eindeutig  umkehrbaren  Dreiecksfanctionen. 

Erstes  Kapitel. 

280.    Einige  geometrische  Sätze  über  Kreise. 

Wir  beginnen  mit  einigen  einfachen  geometrischen  Betrachtungen. 
Seien  drei  Kreise  in  der  17-  Ebene  gegeben 

*o  =  W  +  aori  +  W  +  \  =  °> 

K  =  vv  +  w  +  *%n  +  \  =  °, 

wo  a0,  alf  a2  beliebige  complexe,  &0,  blf  b2  reale  Grössen  bedeuten, 
und  betrachten  wir  mit  Hesse  die  Gesammtheit  von  Kreisen,  die  durch 
die  Formel 

(I)  a^  +  ^  +  yt.-O 

für  willkürliche  reale  a,  ß,  y  dargestellt  werden,  so  gehören  die  ge- 
meinsamen Secanten  je  zweier  dieser  Kreise  dem  durch  die  Gleichung 

*o  -  *i  +  *  (*o  -  *,)  =  0 

dargestellten  Strahlenbüschel  an,  wo  k  einen  realen  Parameter  bedeutet. 

Der  Mittelpunkt  oder  Träger  dieses  Strahlenbüschels  ist  folglich  nach 

bekannten  geometrischen  Sätzen  so  beschaffen,  dass  die  Länge  der  von 

ihm  aus  an  die  Kreise  (I)  gelegten  Tangenten   für   alle  diese  Kreise 

dieselbe  ist,   d.  h.  wenn  wir  die  Coordinaten  dieses  Punktes  mit  m,  n 

bezeichnen  und 

rj0  =  m  +  ni 

setzen,   so  ist  rj0  der  Mittelpunkt  desjenigen  Kreises,  der  die  sämmt- 
lichen  Kreise  (I)  unter  rechtem  Winkel  schneidet. 

Das    Quadrat    des   Radius    dieses,    wie    wir    ihn    nennen    wollen, 
Orthogonalkreises  wird  durch  den  Ausdruck 

c — %  %+%  VQ+%  %+bo=%  %+ai  V0+äi%+bi=%  %+at  %+a*%+\ 

6* 
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gegeben.  Je  nachdem  dieser  Ausdruck  positiv  oder  negativ  ist,  besitzt 
die  Kreissehaar  (I)  einen  realen  oder  einen  imaginären  Orthogonalkreis; 
wenn  c  verschwindet,  so  schrumpft  der  Orthogonalkreis  auf  einen 
einzigen  Punkt,  den  Punkt  rj0  zusammen,  in  welchem  sich  dann  die 
sämmtlichen  Kreise  (I)  schneiden.  Wenn  für  c  =  0  der  Punkt  1?0 
insbesondere  noch  in's  Unendliche  rückt,  so  degeneriren  die  Kreise  (I) 
in  die  sämmtlichen  geraden  Linien  der  Ebene. 

Wir  werden  im  Folgenden  nicht  nur  mit  realen,  sondern  auch  mit 
imaginären  Kreisen  zu  operiren  haben,  und  setzen  darum  fest,  dass 
wir  unter  einem  imaginären  Kreise  stets  die  Gesammtheit  von  imagi- 
nären Punkten  der  r\ -Ebene  verstehen,  die  einer  Gleichung  von  der  Form 

dr^rj  -f-  ay  +  äy  +  &  =  0 
genügen,  wo  a  beliebig  complex,  b,  d  real  und  die  Determinante 

—  aä  +  6d>0 

ist.  Ein  imaginärer  Kreis  hat  also  stets  einen  realen  Mittelpunkt,  und 
das  Quadrat  des  Radius  ist  eine  negative  Grösse. 

Unter  den  Kreisen  (I)  ist  allemal  einer  vorhanden,  der  mit  dem 
Orthogonalkreise  concentrisch  ist.  Sei  die  Gleichung  des  Orthogonal- 
kreises 

(H)  ('?-%)(^-^o)-c  =  °> 

so  lautet  die  Gleichung  des  concentrischen,  der  Schaar  (I)  angehörigen 

Kreises 

(ni)  (^_,o)^_^)  +  c  =  o. 

Da  ferner  offenbar  die  beiden  Geraden 

(IV)  V  +  V  =  Vo  +  V0> 

(V)  V  —  V  =  %  —  % 

den  Kreis  (II)  unter  rechtem  Winkel  schneiden,  so  gehören  die  drei 
Curven  (III),  (IV),  (V)  der  Schaar  (I)  an;  wir  können  folglich  die  Ge- 
sammtheit der  den  Kreis  (II)  rechtwinkelig  schneidenden  Kreise  auch 
in  der  Form 

(VI)  a[(i?— %)(ri— %)+c]+h(ri—  %+y—  %)— ii^— %-ij+%)=0    i 

darstellen,  wo  a,  b,  c  reale  Constanten  bedeuten. 

Wenn  drei  reale  Kreise  gegeben  sind,  die  sich  in  realen  Punktezo^- 

schneiden,   so  können  wir  die  Bedingung  für  das  Eintreffen  der  dre^- 

Fälle 

c>0,    c  =  0,    c<0 

geometrisch    dahin   formuliren,    dass    die    beiden   Durchschnittspunk^^^ 
zweier   der   gegebenen   Kreise   im    ersten  Falle   zur   selben    Seite  £^  <j 
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dritten  (d.  h.  beide  innerhalb  oder  beide  ausserhalb)  im  letzten  Falle 
zu  verschiedenen  Seiten  des  dritten  (d.  h.  der  eine  innerhalb,  der  andere 
ausserhalb)  gelegen  sind,  während  im  zweiten  Falle  die  drei  Kreise 
durch  einen  Punkt  hindurchgehen. 

Die  drei  Kreise  begrenzen  im  Allgemeinen  acht  Kreisbogendreiecke 
mit  hohlen  Winkeln,  die  sich  in  vier  Paare  von  Dreiecken  mit  gleichen 
Winkeln  anordnen  lassen.  Bezeichnet  man  die  Winkel  des  einen 
Paares  mit 

*S1>      *S%7      *sz> 

*o  also  äj',  d2'9  d8'  positive  Zahlen  bedeuten,  die  zwischen  Null  und 
Eins  liegen,  so  sind  die  Winkel  der  drei  anderen  Paare  durch 

*(1-<V),   *(i -*,'),      ns; 

gegeben,  und  für  das  eine  dieser  vier  Paare  ist  die  Summe  der  drei 
Winkel  ein  Minimum.  Wir  bezeichnen  die  einem  Dreiecke  dieses 
Paaires  angehörenden  Winkel  durch 

Man  übersieht  diese  einfachen  geometrischen  Verhältnisse  am  besten, 
wexxn  man  sich  die  17-  Ebene  durch  eine  lineare  Function 


vr\  -f-  q 


{lQ-fi**0) 


80    auf  eine  g- Ebene  abgebildet  denkt,  dass  zweien  der  gegebenen  Kreise 

*^**  rj- Ebene  gerade  Linien  der  g- Ebene  entsprechen  (vergl.  die  Fig.  23). 
*^«r  Schnittpunkt  pi  dieser   beiden 
Geraden  liegt  dann  im  Falle  eines 
realen  Orthogonalkreises  0  (c  >  0) 
ausserhalb,    im  Falle    eines   imagi- 
nären Orthogonalkreises  (c<0)  inner- 
halb   des    dem    dritten   Kreise    der 

17 -Ebene  entsprechenden  Kreises  der 

£-Ebene,    wahrend   im   Falle    eines 

Orthogonalkreises  mit  verschwinden-    j 

dem    Radius    (c  =  0)    auch    dieser 

dritte  Kreis  der  g- Ebene  zur  geraden 

Linie  wird,  wenn  man  dem  gemeinsamen  Punkte  der  drei  Kreise  der 

rj -Ebene  den  Punkt  £  =  00   der  g- Ebene  entsprechen  lässt.     Man  hat 

also  für  c  >  0  in  der  That  zwei  Dreiecke  mit  den  Winkeln 


jtd  ,     xdi9     %d 


2 


3> 
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von  denen  das  eine  ganz  im  Innern,   das  andere  ganz  ausserhalb  des 
Orthogonalkreises  0  liegt,  zugleich  übersieht  man,  dass  in  diesem  Falle 

ndl  +  jrtf2  + jrtfs<* 

sein  muss.     Für  c  =  0  tritt  ein  wirkliches  Dreieck  mit  den  Winkeln 

xdlf    itd2,    tcSs 

und  der  Winkelsumme 

srdj  +  itd2  -f-  itö3  =  % 

auf,  endlich  ist  für  c  <  0 

281.    Arteintheilung  der  Dreiecksfunctionen. 

Betrachten  wir  die  Dreiecksfunctionen,  die  den  von  drei  Kreis^^n 
der  rj- Ebene  begrenzten  Kreisbog$ndreiecken   entsprechen,   so  könn^sn 
wir  uns,  da  wir  hauptsächlich  die  Behandlung  der  Fälle  im  Auge  habe*:», 
wo  die  Differenzen  der  Wurzeln  der  zu  den  singulären  Punkten  0, 1, 
gehörigen    determinirenden    Fundamentalgleichungen    reciproke 
Zahlen  oder  Null  sind  (vergl.  Nr.  271,  S.  45),  darauf  beschranken, 
Ausgangsdreieck    eines    derjenigen    zu    nehmen,    welche    die    klein^^te 
Winkelsumme,  also  die  Winkel 

besitzen.    In  der  That  lehrt  ein  Blick  auf  die  Tabelle  (a)  (S.  85),  da— ss, 
wenn  eines  der  Dreiecke  die  Winkel 

n        it        it 
Tiy    lh'    Tz 

hat,  wo  glf  g2,  g9  von  Eins  verschiedene  positive  ganze  Zahlen  o*  "^ 
unendlich  sind,  die  Winkelsumme  in  keinem  der  anderen  Dreien1  c*e 
einen  kleineren  Werth  haben  kann,  so  dass  also  in  diesen  Fällen 

9x  1?      9%  '  *'      9z  » 

ist.    Wir  können  also  sagen: 
Die  Dreiecksfunctionen 

«(*i,  **>  *»,  «), 

wo  die   dl7  8%7  d3  reciproke  positive  ganze  Zahlen  oder 
sind,  ordnen  sich  in  drei  Arten,  je  nachdem 

i)  *i  +  *i  +  *l<i, 

2)  ti  +  9t  +  tt-i, 

3)  d1  +  *2  +  *,>l 
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ist.  Die  drei  Kreise,  welche  die  Seiten  des  Aasgangsdreiecks 
bilden,  besitzen  für  die  erste  Art  einen  realen  Orthogonal- 
kreis  mit  nicht  verschwindendem  Radius,  für  die  zweite 
schneiden  sich  die  Dreiecksseiten  in  einem  Punkte,  auf  den 
der  Orthogonalkreis  zusammenschrumpft,  für  die  dritte  ist 
der  Orthogonalkreis  imaginär.  D.  h.  kurz  ausgesprochen:  für 
die  drei  Arten  ist  beziehungsweise 

c>0,    c  =  0,    c<0. 

Wir  hatten  bereits  in  der  Nr.  271  (S.  49)  den  Satz  angemerkt  und 
angewandt,  dass  die  Spiegelung  in  Bezug  auf  einen  Kreis  jeden  Ortho- 
gonalkreis  desselben  ungeändert  lässt.  Wir  wollen  durch  eine  einfache 
Rechnung  zeigen,  dass  dieser  Satz  nicht  nur  für  die  realen,  sondern 
auch  für  die  imaginären  Orthogonalkreise  und  für  die  mit  verschwin- 
dendem Radius  richtig  ist. 

Sei  nämlich 

(ß)        driri  +  ari  +  ätj  +  6  =  d(rj  —  1?0)  (^  —  ij0)  —  c  =  0, 

wo  &,  c,  d  real,  d  insbesondere  nicht  negativ,  a  beliebig  complex  ist, 
die  Gleichung  des  gegebenen  Kreises  (der  auch  imaginär  sein  kann), 
dann  lautet  die  Gleichung  eines  beliebigen,  diesen  Kreis  rechtwinkelig 
schneidenden  Kreises  nach  einer  oben  gemachten  Bemerkung 

Wenden  wir   in    dieser   Gleichung   die    dem   gegebenen    Kreise    ent- 
sprechende Spiegelung 

an,  so  geht  die  Gleichung  in  der  That  in  sich  selbst  über. 

Denken  wir  uns  nun  in  der  77 -Ebene  das  Ausgangsdreieck  irgend 
einer  Dreiecksfunction  und  die  aus  demselben  durch  wiederholte  Spiege- 
lungen entstandene  Theilung,  ebenso  wie  die  entsprechende  projective 
Monodromiegruppe  &  gegeben. 

Dann  ist  zunächst  evident,  dass  die  Seiten  eines  jeden  Drei- 
ecks der  Theilung  den  Orthogonalkreis  der  drei  Seiten  des 
Ausgangsdreiecks  unter  rechtem  Winkel  schneiden,  und  zwar 
gleichgültig  ob  die  betrachtete  Dreiecksfunction  der  ersten,  zweiten 
oder  dritten  Art  angehört.  Hieraus  folgt  aber  nach  dem  vorhin  be- 
wiesenen Satze,  dass  jede  Spiegelung  in  Bezug  auf  eine  Seite  irgend 
eines  Dreiecks  der  Theilung  den  Orthogonalkreis  in  sich  selbst  trans- 
formirt.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Der  Orthogonalkreis  der  drei  Seiten  des  Ausgangsdreiecks 
einer  beliebigen  Dreiecksfunction  wird  durch  alle  Substitu- 
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tionen  der  entsprechenden  Monodromiegruppe  0*  in  sich  selbst 
übergeführt. 

Im  Falle  wo  die  Dreiecksfanction  der  zweiten  Art  angehört,  gehen 
also  alle  Seiten  der  entsprechenden  Dreieckstheilurig  der  rj -Ebene  durch 
einen  und  denselben  Punkt  17  =  rj0  hindurch,  und  dieser  Punkt  ist  ein 
gemeinsamer  Doppelpunkt  aller  Substitutionen  der  zugehörigen  Mono- 
dromiegruppe  lh 

282.  Eigenschaften  projectiver  Substitutionen,  die  einen  Kreis  in  siel—: 

selbst  transformiren. 

Wir  müssen  nun  einige  Eigenschaften  der  projeetiven  Substitutioner^ 

kennen  lernen,  die  einen  Kreis  (mit  realem,  imaginärem  oder  vei^m 
schwindendem  Radius)  in  sich  selbst  transformiren.  Wir  wollen  diese  =s 
Kreis 

(n  —  %)  (i  —  %)  —  c==0 

im  Folgenden  auch  stets  den  Orthogonalkreis  nennen  und  bezeichn 
denselben  demgemäss  mit  0. 

Die  Gesammtheit  der  Substitutionen  A,  die  den  Kreis  0  in  si 
selbst  überführen,  bildet  offenbar  eine  Gruppe,  und  zwar  eine  al 
braische  Untergruppe  der  projeetiven  Gruppe,  die  von  zwei  Paramete 
abhängt,  da  die  Bedingung,  dass  der  Kreis  0  bei  einer  Substitution 
ungeändert  bleiben   soll,    eine   algebraische   Beziehung   zwischen    d 
Coefficientenverhältnissen  der  Substitution  A  festsetzt. 

Setzen  wir  in  die  Gleichung  von  0  an  Stelle  von  i\  die  Grösse 
ein,  so  erhalten  wir  nach  Multiplication  mit 

die  Gleichung 

[ari+ß-rj0(yV  +  d)][raij  +  ß-ij0(y^  +  S)]  —  c(yV  +  d)(yij  +  d) 

die  mit  der  Gleichung  von  0  übereinstimmen  muss.     Setzen  wir  sLZ 

Z  =  n  —  y0, 
«!  =  «  —  %v,   ßl  =  ß  +  Vo(a  —  s)—%?>   vx  =  v>    *i  =  *  +  ^, 

so  ist 

ai*i  —  ftyi  — *> 

und  es  muss 

9{%\ -  c)  =  («t £  +  ßj  (S,  t  +  ßj-  <Vl  t  +  *J  (yt  t  +  *,) 
sein,  wo  q  einen  von  £  unabhängigen  Factor  bedeutet. 
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Wir  erhalten  demnach  die  Gleichungen 

Q  =  aJi  —  cYiSi> 
0  =  ä1ß1  —  eylSl> 

-ct  —  ßÄ  —  cdÄ, 

woraus  sich,  wenn  e  Ton  Null  verschieden  ist,  entweder 

«!  =  —  dlt     ß1  =  —  cyl,     p  =  — 1 
odei 

e**grjebt,  so  dass  also  im  ersten  Falle 

m 

lx*i  zweiten  Falle 

CVm)    (,  _  Vo)  (^  —  ^0)  —  c  =  |  yri  +  d  |2  [(V—  i?0)  (^ '—  ^0)  —  c] 

^^in  muss.  Wir  bezeichnen  die  Substitutionen  Ay,  je  nachdem  für 
**ieselben  die  Gleichung  (VII)  oder  (VIII)  erfüllt  ist,  als  negative 
beziehungsweise  positive. 

Für  negative  Werthe  von  c  involvirt  die  Gleichung  (VII)  einen 
Widerspruch;  im  Falle  eines  imaginären  Orthogonalkreises 
sind  also  alle  projectiven  Substitutionen,  die  diesen  Kreis 
ungeändert  lassen,  positive. 

Für  positive  Werthe  von  c7  d.  h.  im  Falle  eines  realen  Orthogonal- 
kreises 0  mit  nicht  verschwindendem  Radius,  haben  die  positiven  Sub- 
stitutionen offenbar  die  Eigenschaft,  dass  sie  Punkte,  die  innerhalb 
von  0  liegen,  wieder  in  Punkte  innerhalb,  und  Punkte  die  ausserhalb 
von  0  liegen,  in  Punkte  ausserhalb  verwandeln,  während  durch  eine 
negative  Substitution  Punkte  im  Innern  von  0  in  Punkte  ausserhalb 
und  umgekehrt  übergeführt  werden. 

Wir  werden  es  in  der  Theorie  der  Dreiecksfunctionen  erster  Art 
und  ebenso  auch  in  späteren  allgemeineren  Untersuchungen  ausschliess- 
lich mit  positiven  Substitutionen  zu  thun  haben;  in  der  That  lässt 
sich  leicht  einsehen,  dass  die  Substitutionen  der  zu  einer  Drei- 
ecksfunction  erster  Art  gehörigen  Monodromiegruppe  &  stets 
positive  sind. 

Wie  wir  schon  in  der  Nr.  271  (S.  49)  bemerkt  haben,  wird  näm- 
lich durch  Spiegelung  in  Bezug  auf  einen  Kreis  jeder  Punkt,  der  im 
Innern  eines  diesen  Kreis  rechtwinkelig  schneidenden  Kreises  liegt, 
wieder  in  einen  innern  Punkt,  und  jeder  Punkt  der  ausserhalb   eines 
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solches  Orthogonalkreises  liegt,  in  einen  äussern  Punkt  verwandelt. 
Man  kann  diesen  geometrisch  evidenten  Satz  auch  analytisch  sofort 
einsehen,  denn  wenn  wir  in  der  für  die  Variable  rj'  geschriebenen 
linken  Seite  der  Gleichung  (y)  (Nr.  281,  S.  87),  die  einen  beliebigen, 
den  Kreis  (ß)  (ebenda)  rechtwinkelig  schneidenden  Ereis  darstellt,  die 
der  Spiegelung  über  den  Ereis  (ß)  entsprechende  Substitution  (<J) 
machen,  so  verwandelt  sich  diese  linke  Seite  in  sich  selbst  multiplicirt 
mit  dem  für  positives  c  stets  positiven  Ausdrucke 


d(v  —  n0)  (n  —  %)' 


so  dass  also  die  linke  Seite  der  Gleichung  (y)  für  r[  dasselbe  Vorzeiche 
besitzt,  wie  für  das  Spiegelbild  rj  von  r[  in  Bezug  auf  den  Kreis  (/}). 

Wir  haben  also  den  allgemeinen  Satz: 

Substitutionen,  die  sich  aus  Spiegelungen  in  Bezug  au 
Kreise,  die  einen  realen  Kreis  0  rechtwinkelig  schneiden 
zusammensetzen,  sind  stets  positive  Substitutionen, 

aus  welchem  die  Richtigkeit  der  für  die  Monodromiegruppe  de: 
Dreiecksfunctionen  aufgestellten  Behauptung  unmittelbar  erhellt. 

Um  weitere  Eigenschaften  der  Substitutionen  A,  die  den  Kreis 

ungeändert  lassen,  zu  erforschen,  betrachten  wir  zunächst  eine  ni 

parabolische   Substitution  A  und   denken   uns   dieselbe  in   der  can 

nischen  Form 

v'—  i  _  j^i  —  * 
n—  p         n  —  #* 

geschrieben.    Wir  wollen  der  Einfachheit  wegen  annehmen,  dass  d 

Nullpunkt  der  Mittelpunkt  des  Orthogonalkreises  0  sei,  so  dass  al 

die  Gleichung  desselben 

rjri  —  c  =  0 
lautet.     Setzen  wir  dann 

so  können  wir  die  Gleichung  von  0  in  der  Form 
(,)  *—1-  lj—*  -c-0 

w  r-i    t-i 

schreiben.     Setzen  wir  hierin  £'  an  die  Stelle  von  £,  so  erhalten  wi. 

pKt-l  m  *Kt  —  i  _  c  =  o 
K£-l      Kt—  l  ' 

und  diese  Gleichung  muss,   da  die  Substitution  A  den  Kreis   0 
geändert  lassen  sollte,  mit  (e)  übereinstimmen.    Dies  liefert  nach  E 
fernung  der  Nenner  und  durch  Coefficientenvergleichung  die  Relation»* 
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ftfi  —  c  =  Q^ijlKK —  cKK), 

Xji,  —  c  =  Q(kjiK — cK)j 

Ä  ft  —  c  =  q(J.(iK  —  c  K) , 

XX  —  c  =  q(IX  —  c) , 

o   q   einen   jedenfalls    nicht   verschwindenden   Proportionalitätsfactor 
bedeutet. 

Wenn  nun  c  <  0  ist,  so  mnss  jedenfalls 

AÄ=f=  c}      fifi  =f=  c 

»^in,  und  wir  haben  folglich 

f  —  1,      M— 1, 

Ji.  die   Substitution  A  ist   eine   elliptische.     Da   ferner  K  nicht 
Eins  sein  kann,  muss 

kjl  =  C7        \\L  =  C 

,  d.  L  die  Doppelpunkte  f*,  X  sind  harmonische  Pole  (Spiegelbilder) 
in    Bezug  auf  den  imaginären  Orthogonalkreis  0. 
Wenn  c  >  0  ist,  und  man  hat 

so     igt  wiederum 

Ul*<i   wenn  auch 

; *  ...  PP  +  * 

ls^>      so  ergiebt  sich  wie  oben 

KK=1,     Xji  =  c)     Äf*  =  c, 

^^  Substitution  ist  also  wieder  eine  elliptische,  und  zwar  ist  sie,  da 
^  ^i^n  positiven  Werth  1  hat,  offenbar  positiv;  ihre  Doppelpunkte 
®lxr^i  harmonische  Pole  in  Bezug  auf  den  jetzt  realen  Orthogonalkreis  0. 
*^**       dagegen 

nn  nicht  auch 

kji  =  c 

2  da  sonst  k  =  \i  sein  müsste.     Also  folgt 


d. 


K  =  K  =  ±, 


x         —  K  ist  real,   die   Substitution   demnach   im   Allgemeinen   hyper- 
°  1  isch  und  nur  für 

JT--1,      p  =  -l 

*  optisch.     Da  K  nicht  gleich  Eins  sein  kann,  so  muss  auch 

AÄ  =  c 
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sein,  d.  h.  die  Doppelpunkte  p,  X  liegen  auf  dem  Orthogonalkreise. 
Je  nachdem  K  positiv  oder  negativ  ist,  ist  auch  die  Substitution  positiv 
oder  negativ. 

Für  c  =  0  muss  entweder  X  oder  \i  verschwinden. 

Sei  endlich  die  Substitution  A  eine  parabolische  und 

l      _     l , 

ihre  canonische  Form.     Setzen  wir  dann 

1     =£       _! y 


7)  —  il  '  1)    1 

so  lautet  die  Gleichung  des  Orthogonalkreises 


=  c, 


und  wenn  wir  £'  an  Stelle  von  £  setzen,  erhalten  wir 

U  +  *r  +  i  Ü+iy  +  i^ 

f+y  f+y 

Die   beiden   letzten   Gleichungen   müssen  wieder  übereinstimmen,  wir  - 
finden  also  durch  Coefficientenvergleichung 

XX  —  c  =  q(XX  —  c), 

X  =  (f(XXy  +  X  —  cy), 

X  =  (f(XXy  +  X  —  cy), 

l  =  p[(Ay+l)(Äy  +  l)  +  cyy], 

wo  q  einen  Proportionalitatsfactor  bedeutet.     Wäre  nun 

XX  =)=c, 
so  müsste  y  gleich  Null  sein.     Es  ist  also  nothwendig 

XX    —     C,  Q     =     1, 

d.  h.  die  Substitution  ist  eine  positive  und  der  Doppelpunkt  liegt  aufft 
dem  Orthogonalkreise.     Für  ein   nicht  positives  c  kann  demnach  der* 
Fall  einer  parabolischen  Substitution  niemals  vorkommen. 
Wir  erhalten  also  die  folgenden  Sätze: 

1.  Die  Substitutionen  A,  die  einen  Kreis  0  mit  nichts 
verschwindendem  Radius 

0?  —  Vq)  (v  —  Vo)  —  c  =  0 

ungeändert  lassen,  können  niemals  loxodromische  sein. 

2.  Wenn  c  positiv  ist,  so  liegen  die  Doppelpunkte  der  - 
hyperbolischen  und  parabolischen  Substitutionen  A  auf  dem  - 
Kreise  0,  die  elliptischen  Substitutionen,  deren  Multiplicator  * 


t 
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nicht  gleich  — 1   ist,  sind  positive  Substitutionen  und  ihre 
.Doppelpunkte  sind  Spiegelbilder  in  Bezug  auf  den  Kreis  0. 

3.  Wenn  c  negativ  ist,  so  sind  alle  Substitutionen  A 
elliptische  und  ihre  Doppelpunkte  A,  ft  befriedigen  die 
GHeichung 

(*  —  %)  0  —  %)  = c- 

4.  Wenn  c  verschwindet,  so  sind  die  Substitutionen,  die 
den  Punkt  rj0  ungeändert  lassen,  einfach  diejenigen,  die  diesen 
Punit  zum  Doppelpunkte  haben. 

Die  beiden  ersten  Sätze  enthalten  den  in  der  Nr.  272  (S.  53)  für 
*i  t*  i  modulare  Substitutionen  mit  realen  Coefficienten  abgeleiteten  Satz 
tpecieüen  Fall    In  der  That  lassen  Substitutionen  mit  realen  Coeffi- 
die  reale  Axe,  die  dann  die  Rolle  des  Orthogonalkreises  spielt, 
und  sind  positive  Substitutionen,  wenn  ihre  Determinanten 
Werth  Eins  haben. 


-^^3.     Verschiebungen  in  der  Ebene.    Differentialinvariante.    Linien- 
element einer  Fläche  von  constantem  Krümmungsmaass. 

"  Betrachten  wir  den  Fall  c  —  0 ,  und  denken  wir  uns  den  Punkt  fy 
TTnendliche  verlegt;  dann  haben  die  Substitutionen  A,  die  diesen 
ungeändert  lassen,  die  Form 

rj'  =  Arj  =  arj  -f-  ß- 

sondern  dieselben  in  zwei  Kategorieen,  je  nachdem  |  a  \  =  1  oder 
■   oc  I    ^^  1  ist.     Für  die  erste  Kategorie  ist  offenbar 

W  \  =  \dri\> 

l>ezeichnen   diese  Art   von   Substitutionen   als  Verschiebungen. 
-Anwendung   derselben   auf  die  Punkte   einer  Figur   der  i\- Ebene 

nämlich  diese  Figur  in  eine  ihr  congruente  verwandelt. 
iHir  die  zweite  Kategorie  ist 

\drl'\  =  \a\\drl\} 

bezeichnen  diese  Art  von  Substitutionen  als  Aehnlichkeitstrans- 
ationen,   da  bei  Anwendung  derselben   eine  Figur  der  77 -Ebene 
^ixie  ähnliche  Figur  verwandelt  wird. 

In  den  Fällen,   wo  c  von  Null  verschieden   ist,  zeigen  die  Sub- 

**tionen   A9    die    den   Kreis    0   ungeändert   lassen,    ein    den    Ver- 

■j^  Ziehungen  analoges  Verhalten.    Um  Weitläufigkeiten  zu  vermeiden, 

j^  ^     ftlr  das  Folgende  ohne  Bedeutung  sind,   beschränken  wir  uns  im 

^*-*^  c>0  auf  die  Betrachtung  positiver  Substitutionen^.,  wir  handeln 

^°,   wie  wir  kurz  sagen   können,  von  Substitutionen  A,  die 
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die  Gleichung  (VIII)  (S.  89)  befriedigen.  Für  einen  gegebenen 
Kreis  0  bildet  die  Gesammtheit  dieser  Substitutionen  offenbar  eine 
Gruppe. 

Sei  ,   * 

dann  ist  bekanntlich 

di\  1 


und  folglich 

drf 


(IX) 


dr\ 


(vn  +  *)(rn  +  *) 

Mit  Bücksicht  auf  die  Gleichung  (VIII)  erhalten  wir  also 

dr\'\ \dr\ 


Der  Differentialausdruck 

dt} 


^  '  (n  —  ioXö  —  no)  —  *: 

ist  demnach  eine  bei  allen  Substitutionen  A,  die  die  GleS 
chung  (VIII)  befriedigen,  unveränderliche  Grösse.  Es  ist  ein-J 
Differentialinvariante  der  von  diesen  Substitutionen  gebiE 
deten  Gruppe. 

Wenn  c  =  0  ist,  so  ist  der  Differentialausdruck  (1)  nur  für  dio» 
jenigen  unter  den  Substitutionen,  die  den  Punkt  rjQ  ungeändert  lasse«: 
invariant,   die   den  Verschiebungen  im  Falle  rj0  =  oo  entsprechet: 
Diese  sind   aber  offenbar  nichts  Anderes,   wie  die   parabolischen  übt 
elliptischen  unter  den  Substitutionen   mit   dem  Doppelpunkte  rjof  uir 
für  diese  ist,  wie  eine  einfache  Rechnung  zeigt,  in  der  That  die  Gles 
chung  (VIII)  erfüllt. 

Der  Differentialausdruck   (1)  spielt  also   allgemein   bei  von  Nu 
verschiedenem  c  für  alle  positiven  Substitutionen  A,  bei  verschwinde 
dem  c  für  die  parabolischen  und  elliptischen  unter  diesen  Substitution 
eine  ähnliche  Rolle,   wie  der  Ausdruck  |  dv\  |   für  die  Verschiebung 
der  yj  -Ebene.    Da  nun  |  drj  |  nichts  Anderes  ist,  wie  das  Linienelem 
einer  Curve  der  rj- Ebene,  so  wollen  wir  jetzt  allgemein   den  Dif 
rentialausdruck  (1)   als   das   Linienelement   einer   Curve 
einer  gewissen  noch  näher  zu  bestimmenden  Fläche  anseJ 

Wir  werden  dann  auf  diesen  Differentialausdruck  die  von  Qt 
in  den  „Disquisitiones  circa  superficies  curvas"  begründeten  Metb 
anwenden  und  dadurch  zu  einem  Zusammenhange  zwischen  der  1 
unserer   Substitutionen  A  und   der   Geometrie   auf  gewissen  Fl 
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grefahrt  werden,  welcher  auch  für  spätere  allgemeinere  Untersuchungen 
^on  Wichtigkeit  ist. 

Wir  spalten  die  complexe  Grösse  17  in  ihren  realen  und  imaginären 

■XTheil 

schreiben  die  Gleichung  des  Orthogonalkreises  in  der  Form 

)       0?  —  V0)  (fl  —  % )  —  c  =  &  ~  w)2  +  (2  —  w)8  —  c  =  °- 
soll  dann 


C^3J  ds*=  4|dl]|2  —  4(V  +  «tf> 


[Ol  —  ilo) «  —  ^0)  —  «31       [d>-w)2  +  (2-n)s-c]8 
das  Quadrat  des  Linienelementes  einer  Curve  auf  einer  Fläche  auf- 
tfasst  werden ;   auf  der  wir   uns  p,  q   als   krummlinige  Coordinaten 
en.    Die  gewöhnlichen  rechtwinkeligen  Coordinaten  gx,  %i7  |3  eines 
Ptsnktes  dieser  Fläche  sind  dann,  als  Functionen  von  p,  q  gegeben, 

61  —  9i(ft  ff)i       k  —  9>i(ft  «)»       58  =  930;  ff); 

xxrtd    es  werde  nach  Gauss 

*-£<&)■  *-£££•  °-2Q' 

X  —  l  X  =  l  X=*l 

gesetzt     Aus  der  von  Gauss  gegebenen  Form  des  Linienelementes 

ds*  =  Edp*  +  2  Fdpdq  +  Gtf28 
8cUiessen  wir  dann;  dass  für  unsere  Fläche 
(4)  E=G  =  - s — = f,     1^=0 

!at.      j)^  Gauss'sche  Erümmungsmaass  für  die  Fläche  ist  folglich  nach 
^^   19  der  genannten  Gauss'schen  Abhandlung  durch  die  Formel 


*   A    W.i 


4<E 


(«[03*+ (£)']- "*(£+??)) 


**^*"8f^stellt;  setzt  man  hierin  für  E  und  seine  partiellen  Ableitungen 
^e  sich  aus  (4)  ergebenden  Werthe  ein,  so  findet  man  durch  einfache 
"^^^^Jxnung  für  das  Krümmungsmaass  den  Werth 

Je  =  —  c. 

Unsere  Fläche  hat  also  die  constante  Krümmung  —  c,  sie 
demnach,  wenn  c  negativ  ist,  auf  eine  Kugel  vom  Radius 

1 


l/-c 

^    ****  c  verschwindet,  auf  eine  Ebene,  und  wenn  c  positiv  ist,  auf  eine 
^^«iosphärische  Fläche  von  der  Krümmung  —  c  abwickelbar.    Ferner 
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ist  die  Fläche,  wenn  wir  p7  q  als  rechtwinkelige  Coordinaten  der 
rj  -Ebene  deuten ,  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlich  d.  h.  winkeltreu  auf 
die  rj  -Ebene  abgebildet,  da  ja  das  Linienelement  ds  auf  der  Flache 
dem  Linienelemente 

|  dv  |  =  Vdp*  +  d? 
in  der  17 -Ebene  proportional  ist. 

Betrachten  wir  irgend  eine  rectificirbare  Curve  6  auf  der  Fläche, 
dann  wird  ihre  Länge  zwischen  zweien  ihrer  Punkte  (jp1?  q^),  (pi9  q2) 
durch  das  längs  &  genommene  Integral 


© 


f«-fVi*= 


dp2  +  dq* 


"02  +  (2-*)2-c]2 

dargestellt.  Wir  sehen,  dass  für  den  Fall  eines  positiven  c  diese  Lange 
stets  einen  endlichen  Werth  hat,  wenn  kein  Punkt  der  Curve  die 
Gleichung 

(6)  O  —  mf  +  (q  —  nf  -  c  =  0 

befriedigt.     Für  verschwindendes  c  ist  die  Curvenlänge  nur  unendlich, 

wenn  der  Punkt 

p  =  m,     q  =  n 

auf  der  betrachteten  Strecke  liegt.  Für  negatives  c  kann  für  kein 
reales  Werthesystem  (p,  q)  die  Gleichung  (6)  befriedigt  werden,  d.  h. 
die  Curvenlänge  besitzt  stets  einen  endlichen  Werth. 

284.    Geodätische  Linien  auf  der  Fläche.    Geodätische  Polarcoordi- 

naten.     Inhalt  eines  Flächenstückes. 

Bestimmen  wir  nunmehr  die  geodätischen  (kürzesten)  Linien 
auf  unserer  Fläche. 

Die  Differentialgleichung  für  die  geodätischen  Linien  ergiebt  sich 
aus  den  Formeln  des  Art.  18  der  Gauss 'sehen  Disquisitiones  in  der  Form 

(wj_*l  TÄlW  —  lWtdGdq^dG/dq^.-tfq] 
V^  "T  dp  *)  \  dp  2   3q  "T  'cp   dp^  2    ~dq  \dp)  "+"  ^  ~rf  j 

(F+^ßM1    M        cE  dq        tdF         1    *G\tdq\*  *q\ 

-  V  +  di  <*)  IT  Jj+H  di  +  Va7~T  Jj/Xäi)  +FTp*\  =  0' 

also  lautet  dieselbe  für  unsere  Fläche,  wo  E,  Fy  G  die  Werthe  (4)  haben: 
[(p_^+(3_M)*_c]g_2(l,_m)gi)S+2(2-«)(g)i 

_2(p-»)g  +  2(a-»)-0. 


r 
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-Das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
«rgiebt  sich  leicht  in  der  Form 

CT)    a[(?-mf  +  (q-nf  +  c]  +  2b(p-»,)  +  2c(q-n)  =  0, 

ivo  die  a,  b,  C  willkürliche  (Integrations-)Constanten  bedeuten.  Diese 
GFJeichung  stimmt  aber  mit  der  Gleichung  (VI)  der  Nr.  280  (S.  84) 
oberem,  d.  h.: 

Die  geodätischen  Linien  auf  der  Fläche  sind  diejenigen 
Curven,  die  solchen  Kreisen  der  17-Ebene  entsprechen,  welche 
de xx  Orthogonalkreis  (2)  unter  rechtem  Winkel  schneiden. 

Wählen   wir   die   a,  b,  c   als    reale   Constanten,    so   ist   die   ent- 
sprechende  geodätische  Linie   für   nicht   positive  Werthe   von   c  stets 
-  die  Gleichung  derselben  lässt  sich  nämlich  in  die  Form  setzen 

für  c  <  0  ist  ja  stets 


r> 


-  c  +  K  +  -l-  >  0. 

er        er 
en  sind  für  ein  positives  c  nur  diejenigen   geodätischen  Linien 
für  welche 

b"  +  c2  —  a2c>0 

Betrachten  wir  die  Gesammtheit  der  geodätischen  Linien,  die  durch 

Punkt 

p  =  m ,      q  =  n 

durchgehen,  so   muss  für  dieselben,   wenn  c  von  Null  verschieden 
O  verschwinden,  d.  h.  ihre  Gleichung  lautet 

(8)  h(p  —  m)  +  c(q  —  w)  =  0. 

die  Abbildung  der  Fläche  auf  die  17-  Ebene  eine  winkeltreue  ist,  so 
Neigungswinkel  q>  der  geodätischen  Linie  (8)  zu  der  Curve 

q  =  n 
die  Formel 

<p  =  arctg  (=-) 

8eSel>en.  Tragen  wir  nun  auf  den  geodätischen  Linien  des  Büschels  (8) 
vom  Ptmkte  (m}  n)  aus  constante  geodätische  Längen  r  ab,  so  ist  für 
die  Endpunkte  (p,  q)  derselben 

(P,9) 


=  2  f]/ ? 


lp*  +dq* 


f  +  ti-nf-cf 


oehi  

^•inger    Differentialgleichungen.    II,  2. 


=e  der  t**"* 


w**1 l 


*  — -  c 


et»,  ^  -  *)  ^og3 


*o*"**°      ^^/^C»^^ 


0  «tnrttä*    l9  ? 


^ 


Ö\\et\ 


«°  ^"ST***   <*  so  **■*  ^    o 

«     ..„  tatet«  TT' 

•«lV\  •  ri\    Act    *»"* 

^  »  n    **»*    U>'  PIA***  ^ 


VT«*  *?J-*  e  **^' 


^ffetvde  Co^-  -     •  ^ 


***&>■         ^>°' 


0 


"^      ***** 

80  t0       Aet  (« - ttl^   + 
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(12)  e  =  Ätgy     für   c  =  —  k2<0, 

beziehungsweise 

(13)  q = h  4--t4  für  c = *2  >  ° 

besitzt.  In  beiden  Fällen  bestimmen  die  Grössen  r7  q>  ein  System  von 
sogenannten  geodätischen  Polarcoordinaten  auf  der  Fläche. 

Wir  wollen  nun  noch  den  Inhalt  einer  von  einer  geschlossenen 
<7urve  begrenzten  Figur  auf  unserer  Fläche  zu  bestimmen  suchen. 

Nimmt  man  als  Flächenelement  den  Inhalt  eines  unendlich  kleinen, 

den  vier  Curven 

P>  P  +  dp,      q,   q  +  dq 

nzten  Rechtecks,  so  wird  dieser  Inhalt  nach  Art.  17  der  ö auss- 
en „Disquisitiones"  durch  die  Formel 

dpdqVEG— 1\ 
in  unserem  Falle  durch 

Adpdq 


v2    i    /-  ~\Ü  vi* 


jben.     Der  Inhalt  des  von  einer  geschlossenen  Curve  6  begrenzten 

*^  -l^t^henstückes  ist  demnach  gleich  dem  Doppelintegrale 

J  JJ  KP-™?  +  (ff  -  nf-cf  JJ  (<>2  -  cf  ' 

"treckt  über  das  Innere  dieser  Curve. 


-    Verschiebungen   auf  der  Fläche   von   constanter  Krümmung, 
uperfloielle  Länge  und  superflcieller  Inhalt.    Beziehungen  zur 

Nicht-Euklid'schen  Geometrie. 

Betrachten  wir  jetzt  irgend  eine  projeetive  Substitution 

r  A  <**]  +  ß 


at 


den  Orthogonalkreis  (2)  ungeändert  lässt.     Setzen  wir 

V  =P  +Q*> 

ntspricht  also  die  Ausübung  der  linearen  Substitution  A  auf  einen 
der  r\ -Ebene  dem  Uebergange   von   einem  Flächenpunkte  (j),  q) 
«m  Punkte  (p'}  q').  Wenn  für  die  Substitution  A  die  Gleichung  (VIII) 
m         Nr.  282  (S.  89)  erfüllt  ist,  so  bleibt  bei  Anwendung  derselben  das 
^  **i«nelement  ds  ungeändert,    d.  h.  wenn    wir  den  Punkt  (p,  q)  eine 
T1^~^e  auf  der  Fläche  durchlaufen  lassen,  so  durchläuft  der  Punkt  (//,  q) 
Curve   von   derselben  Länge.     Dies    ist   also    für  c  =j=  0   für  alle 
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positiven  Substitutionen  A,   für  c  =  0  für  die   elliptischen  und  para- 
bolischen unter  denselben  der  FalL 

Ferner  folgt  daraus,  dass  die  Abbildung  der  Flache  auf  die 
t\  -Ebene  eine  winkeltreue  ist,  dass,  wenn  wir  den  Punkt  (p,  q)  zwei 
Curven  auf  der  Flache  beschreiben  lassen,  die  sich  unter  einem  gewissen 
Winkel  q>  schneiden,  die  entsprechenden  von  dem  Punkte  (j)}  q)  durch- 
laufenen Curven  den  selben  Winkel  q>  mit  einander  einschliessen  müssen. 
Endlich  ist  nach  der  Transformationsformel  für  Doppelintegrale  und 
mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (VIII) 

dp dq 


IJ  [(p- 


tS  > 


=   f  f(l£  dJL £HL  *JL)    (vn  +  *?  tin  +  *fdpdq 

Jj\cp    cq  cq    cp)   [(1)_W)2+  (g_n)*__c]*  ' 

Nun  ist  aber  für  die  monogene  Function  p'  +  q  i  von  p  -f-  qi 

cp  cq  dp cq_ 

cp  cq  '  Cq  Cp  7 

di\'  =  dp     .     .  dg    =         .  cp     ,    dg 
dr\  dp     '       dp  dq     *     cq  ' 

wir  haben  folglich 

^  '                                    dp    cq         cq  dp         I  dr\ 
und  demnach,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (IX)  der  Nr.  283  (S.  94) 
4  rr  dp  dg =4  r  r dpdq 

JJ[(p-fnf  +  (g-nf-cf         JJ  [{p  -  tu)*  +  (g  -  nf  -  c]3 

d.  h.  wenn  der  Punkt  (p,  q)  eine  geschlossene  Curve  beschreibt,  so 
beschreibt  der  Punkt  (p'y  q)  eine  ebenfalls  geschlossene  Curve,  und  die 
von  beiden  Curven  umschlossenen  Flacheninhalte  haben  denselben  Werth. 

Aus  diesen  drei  Bemerkungen  (von  denen  übrigens  die 
dritte  eine  unmittelbare  Folge  der  beiden  ersten  ist)  ergiebt 
sich,  dass  der  Anwendung  einer  Substitution  A,  die  der 
Gleichung  (VIII)  genügt,  auf  die  complexe  Variable  rt  eine 
Transformation  der  Punkte  unserer  Fläche  vom  constanten 
Krümmungsmaasse  — c  entspricht,  bei  der  jede  auf  der  Flache 
gezeichnete  Figur  in  eine  ihr  congruente  Figur  übergeht. 

Wir  sehen  also,  dass  die  Flache  vom  constanten  Krümmungs- 
maasse —  c  im  allgemeinen  Falle  für  die  Substitutionen  Ay  die  der 
Gleichung  (VIII)  genügen,  genau  dasselbe  Verhalten  zeigt,  wie  die  ge- 
wöhnliche rj-  Ebene  in  dem  Falle 

c  =  0,      riQ  =  m  +  w/  =  oc  , 
den  wir  in  der  Nr.  283  (S.  93)  betrachtet  hatten,  für  die  Verschiebungen. 
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Die  von  der  Gesammtheit  der  Substitutionen  Af  die  die  Gleichung 
(VIII)  befriedigen,  gebildete  Gruppe  liefert,  aufgefasst  als  Gruppe  von 
Transformationen  der  Punkte  (j)f  q)  unserer  Fläche,  die  doppelt  unend- 
liche Mannigfaltigkeit  der  Verschiebungen  der  Fläche  in  sich  selbst. 

Kommen  wir  überein,  die  Fläche,  welche  die  Abbildung  der 
17 -Ebene  oder  für  c>0  der  Punkte  im  Innern  des  Orthogonalkreises 
darstellt,  als  eine  „Ebene"  zu  bezeichnen,  nennen  wir  ferner  die  geo- 
dätischen Linien  dieser  Fläche  „Geraden",  so  erhalten  wir  in  dieser 
„Ebene"  eine  Geometrie,  die  für  c  =  0  mit  der  gewöhnlichen  Euklid- 
schen,  ftlr  c>0  mit  der  von  Lobatscheffskij  und  J.  Bölyai  be- 
gründeten, für  c<0  mit  der  sogenannten  Riemann'schen  übereinstimmt. 

In  der  That  ist  z.  B.  zufolge  des  Satzes  der  Nr.  281  (S.  86)  die 
Summe  der  Winkel  eines  „geradlinigen"  Dreieckes  in  dieser  „Ebene",  je 
nachdem  c  gleich  Null,  positiv  oder  negativ  ist,  gleich,  kleiner  oder 
grösser  als  it,  eine  Eigenschaft,  die  sich  übrigens  aus  den  entwickelten 
flächentheoretischen  Formeln  auch  leicht  ableiten  lässt. 

In  Uebertragung  dieser  Verhältnisse  auf  die  rj -Ebene  werden  wir 

uns  allgemein  für  c  p  0  J)ei  der  Betrachtung  von  Gruppen  von  Sub- 
stitutionen A,  die  der  Gleichung  (VIII)  genügen,  der  folgenden  Be- 
zeichnungen bedienen. 

Eine  Substitution  A,  die  der  Gleichung  (VIII)  genügt,  heisst  eine 
Verschiebung.  Punkte,  die  durch  eine  Verschiebung  aus  einander 
hervorgehen,  heissen  correspondirend,  ebene  Figuren,  die  durch  einö 
Verschiebung  aus  einander  entstehen,  heissen  congruent.  Für  eine 
Curve  S,  die  zwischen  zwei  Punkten  r\l7  ^2  verläuft,  heisst  das  längs 
derselben  erstreckte  Integral 
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ihre  super ficielle  Länge,  für  eine  geschlossene  Figur  das  über  die- 
selbe genommene  Integral 


4  ff <1PJ<L . 

-*  i.     _ 


ihr  superficieller  Inhalt.     Es  gelten  dann  nach  den  vorhergehenden 
Betrachtungen  die  folgenden  Sätze: 

1)  Wenn  c>0  ist,  so  liegen  die  mit  einem  Punkte  inner- 
halb des  Orthogonalkreisos  correspoudirenden  Punkte  eben- 
falls innerhalb  des  Orthogonalkreises. 
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2)  Für  c  =  0  haben  congruente  Figuren  in  correspondi 

den  Ecken  gleiche  Winkel.  Congruente  Curven  haben  gle 
superficielle  Länge,  congruente  geschlossene  Figuren  gleic 
superficiellen  Inhalt. 

3)  Die  superficielle  Länge  einer  Curve,  die  keinen  Pr 
mit  dem  Orthogonalkreise  gemein  hat,  besitzt  einen  < 
liehen  Werth.  Ebenso  der  superficielle  Inhalt  einer 
schlossenen  Figur,  die  keinen  Punkt  des  Orthogonalkre 
in  ihrem  Innern  enthält.  Für  c<0  gilt  dieser  Satz  also 
jede  beliebige  Curve  und  jede  beliebige  geschlossene  Fi 
selbst  wenn  sich  dieselbe  in's  Unendliche  erstreckt. 
c^>0  ist  die  superficielle  Länge  einer  Curve,  die  den  Or 
gonalkreis  trifft,  unendlich  gross. 

Wenn  c  einen  negativen  Werth  hat,  so  sind  alle  Substitution* 
die  den  Orthogonalkreis  ungeändert  lassen,  Verschiebungen.  Für 
tives  c  sind  es  nur  die  positiven  unter  diesen  Substitutionen,  für  c 
nur  die  elliptischen  und  parabolischen.  Allemal  bildet  aber  die 
sammtheit  aller  Verschiebungen  eine  Gruppe,  da  offenbar  zwei 
Schiebungen  hintereinander  angewandt  wieder  eine  Verschiebung  g 
Ferner  ist  klar,  dass  eine  Gruppe,  die  aus  einer  gewissen  Anzahl 
Verschiebungen  als  Basis  gebildet  ist,  nur  Verschiebungen  (d.  h.  als 
Falle  c=0  nur  elliptische  und  parabolische  Substitutionen)  enthalten  1 

Dass  es  für  c  =  0  nebst  den  Verschiebungen  noch  Substitut! 
giebt,  die  den  Punkt  rj0  ungeändert  lassen,  jedoch  den  Differe: 
ausdruck  (1)  mit  einer  von  Eins  verschiedenen  Constanten  multipli« 
nämlich  diejenigen  Substitutionen,  die  den  für  rj0  =  oo  als  Aehi 
keitstransformationen  bezeichneten  entsprechen,  bedingt  die  specii 
Eigenthümlichkeit  der  dem  Falle  c  =  0  entsprechenden  Euklide 
Geometrie,  wonach  es  in  dieser  Geometrie  eine  Aehnlichkeit  von  Fij 
giebt,  was  weder  für  die  Lobatscheffskij-Bölyai'sche  noch  fu 
Riemann'sche  Geometrie  der  Fall  ist.  Es  möge  noch  hervorgel 
werden,  dass  in  der  Euklid'schen  Geometrie  der  Ebene,  von  der 
die  Rede  ist,  die  sämmtlichen  geraden  Linien  der  Ebene  als  c 
einen  und  denselben  „unendlich  fernen  Punkt"  hindurchgehend 
zustellen  sind,  eine  Vorstellung,  die  ja  auch  der  Darstellung  der 
plexen  Grössen  durch  die  Punkte  einer  Ebene  zu  Grunde  liegt, 
die  gegenüber  der  in  der  projeetivischen  Geometrie  üblichen  Ann 
einer  „unendlich  fernen  Geraden"  nur  den  einen  Nachtheil  hat, 
dem  „unendlich  fernen  Punkte"  andere  Eigenschaften  zukommen, 
den  im  Endlichen  gelegenen  Punkten. 
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In  Bezug  auf  die  parabolischen  Substitutionen   ist   für   den   Fall 

eines  realen  Orthogonalkreises  (c^O)  noch  Folgendes   zu  bemerken: 

Setzen  wir  für 

_i  ___i , 

X  der  Gleichung 

(X  —  1?0)  (k  —  %)  =  c 
genügt,  wie  oben 

so  bewegt  sich,  wenn  £  eine  gerade  Linie  durchläuft,  der  correspon- 
dirende  Punkt  £'  auf  einer  parallelen  Geraden.  D.  h.  wenn  rj  einen 
duroli  den  Punkt  k  hindurchgehenden  Kreis  beschreibt,  so  durchläuft 
der  oorrespondirende  Punkt  r[  einen  Kreis,  der  den  von  rj  beschriebenen 
*™.  Punkte  k  berührt  Bewegt  sich  also  r\  auf  einem  Kreise  C0,  der 
den  Orthogonalkreis  0  in  k  unter  rechtem  Winkel  schneidet,  so  be- 
schreibt r[  einen  Kreis  Cx ,  der  0  ebenfalls  in  k  unter  rechtem  Winkel 
schneidet  und  C0  berührt;  ebenso  beschreibt 

ffK)  =  Äxrj  (x=*±  i,  +  *,  +  v  •) 

emen  Kreis  <7x,  der  C0,  Cx ,  •  •  •  in  k  berührt.   Da  aber  (Nr.  109,  Bd.  II,  1, 
8.  269) 

lim  A*ri  =  k 


ls*>  so  nähern  sich  die  Kreise  Cx  mit  wachsenden  Werthen  von  |  x  | 
Unbegrenzt  dem  Doppelpunkte  k.  Wir  schlicssen  hieraus  den  für  das 
*°Igende  wichtigen  Satz: 

Hüne    Curve,    die    den   Orthogonalkreis    nicht   schneidet, 
**nn  stets  nur  eine  endliche  Anzahl  der  Kreise  C   treffen. 


Zweites  Kapitel. 

286.    Ansatz  zum  Discontinuitätsbeweise   für  die  Gruppe  gewisser 

Dreiecksfunetionen. 

Wir  kehren  nun  zur  Untersuchung  der  Dreiecksfunetionen 

V  =  *(*!>  ö%>  *s>  *) 

zurück,    wo   dl9  <?2,  <?3    reeiproke    ganze    positive    Zahlen    oder   Null 
sind.     Sei 

0?  —  %)  0?  —  %)  —  c  =  0 

die  Gleichung  des  Orthogonalkreises  0,   der  zu   den  Seiten  sQf  $l7  s^ 
des  Ausgangsdreieckes  (A1 ,  X2 ,  A3)  gehört,  und  setzen  wir  fest,  dass  wir, 
falls   c  >  0  ist  (in  Uebereinstimmung  mit  der  bereits  in  der  Theori 
der  Modulfunction  festgehaltenen  Convention)  von  den   beiden  Kreis 
bogendreiecken  mit  den  Winkeln 

xdl,    %d%,    jr<J3, 

von  denen  (Nr.  280,  S.  86)  das  eine  ganz  innerhalb,  das  andere 
ausserhalb  des  Orthogonalkreises  liegt,  immer  das  im  Innern  von 
gelegene   als  Ausgangsdreieck   ansehen  wollen.    Dann   haben  wir 
die  Dreiecksfunetionen   der  in  der  Nr.  281  (S.  86)  unterschiedenen  dre: 
Arten  zunächst  die  folgenden  Resultate. 

In  allen  drei  Fällen  schneiden  die  Seiten  der  sämmtlichen  Dreiecks 
der  Theilung  unserer  Fläche  2**,  die  über  der  rj  -Ebene  ausgebreitet  dii 
Verzweigung  der  Function  z  darstellt,  den  Orthogonalkreis  unter  rechte] 
Winkel  (Nr.  281,  S.  87)  und  die  Substitutionen  der  projeetiven  Mono- 
dromiegruppe  #  sind  Verschiebungen. 

Für  ein  negatives  c  folgt  das  letztere  unmittelbar  aus  dem 
der  Nr.  281  (S.  87),  wonach  die  Substitutionen  von  &  den  Orthogonal— 
kreis  in  sich   selbst  transformiren,  für  ein  positives  c  aus  dem 
der  Nr.  282  (S.  89).     Für   c  =  0   sind   die   Fundamentalsubstitutionei 
Alf  A2   (da   dl9  d2   reale  Grössen   sind)  elliptische   oder  parabolii 
Substitutionen,  also  Verschiebungen;  nach  den  Ergebnissen  am  Schlusse^^^ 
der  vorigen  Nummer  gilt  folglich  das  Gleiche  auch  für  alle  Substitu- 
tionen von  0". 
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Für  die  Dreiecksfunctionen  zweiter  Art  sind  also  alle  Substitutionen 
ö*  elliptische  oder  parabolische  von  der  Form 

iehungsweise 

1  i        , 

n  —  %      n  —  %        ' 

an  r}0  den  Punkt  bedeutet,  in  welchem  sich  die  drei  Kreise  sQ}  sv  s^ 
neiden. 

Für  die  Dreiecksfunctionen  dritter  Art  sind  die  Substitutionen  der 
uppe  fr  elliptische.  Für  die  Dreiecksfunctionen  erster  Art  endlich 
inen  elliptische,  parabolische  oder  hyperbolische  Substitutionen  vor- 
umen;  über  die  Lage  der  Doppelpunkte  geben  die  Sätze  der  Nr.  282 
92)  erschöpfenden  Aufschluss. 

Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe  zu  beweisen,  dass  unter 
für  die  dlf  <?2,  <?3  gemachten  Annahme   die  Gruppe  fr  stets 

^   discontinuirliche,   d.  h.  dass  die  Function  z  von   rj   eine 

-  deutige  ist. 

Das  Fundamentalpolygon  F0,  welches  durch  Spiegelung  des  Aus- 
fcgsdreieckes  (Xlf  A2,  A3)  in  Bezug  auf  die  Seite  s0  entsteht,  ist  ein 
LÜchtes  Kreisbogen viereck,  welches  für  die  Dreiecksfunctionen  erster 
t  jedenfalls  ganz  innerhalb  des  realen  Orthogonalkreises  liegt.  Die 
8  F0  durch  die  Substitutionen  der  Gruppe  fr  hervorgehenden  Bereiche 

F 

i  *i »  i  x2 »  "  *  i  *v 

ld  untereinander  und  mit  F0  congruent  und  befinden  sich  für  die 
inetionen  erster  Art  ebenfalls  ganz  innerhalb  des  Kreises  0.  Es  sind 
in  zwei  Fälle  als  möglich  in's  Auge  zu  fassen. 

1)  Die  Bereiche  F.        .  .       lagern  sich  schlicht  und  lücken- 

s  nebeneinander,  d.  h.  die  Fläche  F  bedeckt  die  rj  -Ebene  nirgends 
jhrfach;  dann  ist  nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  216  (Bd.  II,  1,  S.  344ff.) 
3  Gruppe  fr  discontinuirlich. 

2)  Dies  ist  nicht  der  Fall,  sondern  es  kommt  vor,  dass  mehrere 
ler  Bereiche  übereinander  greifen. 

In  den  Fällen 

*1  =  1>       Ö1=Y>       *3  =  0' 

A    —  i.        A    —  1       A    —  1 
°l  3  »      °S         2  '        8         2 


106  XIV.   Theorie  der  Dreiecksfunctionen.   Kapitel  2. 

hatten  wir  gezeigt,  dass  nur  die  unter  1)  angegebene  Möglichkeit  ei 
treten  kann.     Um  dies  auch  in  dem  allgemeinen  Falle 

1        9i'        2        9*'        8        9*' 

wo  glf  </a,  gz  positive  ganze  Zahlen  oder  unendlich  sind,  beweisen 
können,  müssen  wir  uns  einer  Methode  bedienen,  die  Herr  Poinca 
für  die  Untersuchung  analoger  Fragen  von  viel  grösserer  Allgemeinh« 
angegeben  hat.     Der  Grund,  weshalb  die  im  Falle 

*1  =  *»  =  *s  =  ° 

angewandte  Beweismethode  (Nr.  272,  S.  50)  im  Allgemeinen  nicht  ai 
reicht,  ist  in  dem  Umstände  zu  suchen,  dass,   wenn  nicht  alle  drei 
verschwinden,  nothwendig  Ecken  von  FQ  vorhanden  sein  müssen,  c 
nicht  auf  dem  Orthogonalkreise  liegen.    Es  sind  dies  nämlich  die  Ecke 
die  Doppelpunkte  elliptischer  Substitutionen  sind. 

Im  Falle  einer  Dreiecksfunction  erster  Art   liegen   alle   Bereic 

F 

i  *ii  i  *2»  ■  *  *  i  *v 

nothwendig  innerhalb  des  Orthogonalkreises  0,  da  jeder  ihrer  Punk 
mit  einem  Punkte  von  F0  correspondirt.  Die  von  der  Gesammth« 
dieser  Bereiche  gebildete  Fläche  F  kann  also  nicht  über  den  Kreis 
hinweggreifen.  Für  die  Dreiecksfunctionen  zweiter  Art  ist  der  Punkt  % 
durch  den  alle  Seiten  der  mit  F0  congruenten  Bereiche  hindurchgehe 
keinesfalls  ein  Punkt,  der  im  Innern  der  Fläche  F  liegt.  Für  d 
Functionen  dritter  Art  kann  F  dagegen  die  ganze  rj -Ebene  erfüllen. 
Denken  wir  uns  einen  Punkt  a  im  Innern  des  Fundament! 
bereiches  F0  und  einen  beliebigen  Punkt  6  der  17 -Ebene.  Legen  w 
von  a  nach  6  hin  eine  Curve  S,  die  sich  nicht  unendlich  oft  wind« 
und  verfolgen  wir  den  Verlauf  dieser  Curve  in  der  Fläche  F.  D 
Curve  ©  wird  F0  über  eine  gewisse  Seite  hinweg  verlassen  und  in  d 
benachbarten  Bereich  F     eintreten,  wird  dann  diesen  Bereich  aberms 

(Ol  7 

über  eine  Seite  hinweg  verlassen,  um  in  den  benachbarten  Bereich  jF 

zu  gelangen  u.  s.  w.    Wenn  wir  auf  diese  Weise  fortfahrend  die  Rei 

der  Bereiche 

FF       F       F 

bestimmen,    die    von    der    Curve  (5    durchquert   werden,    so   sind  zv 
Fälle  möglich. 

Es  wird  sich  entweder  ein  Bereich  F  t    ergeben,  den  die  Curve 

nicht  mehr  verlässt,  dann  befindet  sich  der  Punkt  b  in  diesem  Bereicl 
d.  h.  6  liegt  jedenfalls  in  dem  von  der  Fläche  F  bedeckten  Theile  <1 
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1?- Ebene  und  S  verläuft  ganz  innerhalb  F.     Wenn  der  Bereich  JE^  , 

den  die  Curve  nicht  mehr  verlässt,  nach  einer  endlichen  Anzahl  von 
Schritten  erreicht  wird,  so  sagen  wir,  die  Curve  6  sei  von  der 
ersten  Art. 

Oder  man  wird,  wie  weit  man  auch  gehen  mag,  niemals  auf  einen 
Bereich  der  Fläche  F  stossen,  den  die  Curve  6  nicht  verlässt,  dann 
sagen  wir,  S  sei  von  der  zweiten  Art. 

Wenn  der  Punkt  b  so  beschaffen  ist,  dass  jede  Curve  6,  die  den- 
selfcen  mit  a  verbindet,  von  der  zweiten  Art  ist,  dann  liegt  b  offenbar 
ausserhalb  des  von  der  Fläche  F  bedeckten  Theiles  der  rj-  Ebene. 

Giebt  es  dagegen  Curven  ©x ,  S2 ,  •  •  •  erster  Art,  die  a  mit  b  ver- 
bin, den,   und   endet  {$,    in  Fa  ,   (L  in  Fa  ,  •  •  •,    so   befindet   sich   der 

— ^  1  s 

Punkt   b   innerhalb    des   von    der   Fläche  F   bedeckten    Gebietes    der 
*]-  Ebene,  und  zwar  lagern  sich  in  der  Nähe  von  b  die  Bereiche  F  }Fa  ,••• 

übereinander.    Wenn  also  die  Gruppe  fr  eine  discontinuirliche  sein  soll, 
s<>     müssen  die  Bereiche 

J4  Ji  *   •    • 

lr*     denen   die  von  a  nach  b  gelegten  Curven   erster  Art  endigen,  mit 
ei*i^nder  identisch  sein. 

Lassen  wir  6  mit  a  zusammenfallen,   so  sind   die  Curven  (S  ge- 
lossen,   und  es  giebt  unter  ihnen  jedenfalls  solche,  die  von  erster 
sind.     Für   die    Discontinuität    der    Gruppe   fr   ist    dann    offenbar 

II  o  fch wendig,  dass  der  Bereich  Faf  in  welchem  irgend  eine  von  a 
aUsgehende  geschlossene  Curve  erster  Art  endet,  mit  F0  identisch  ist. 
™i  ureichend  für  die  Discontinuität  von  fr  ist,  dass  jede  von  a  aus- 
sehende, innerhalb  der  Fläche  F  verlaufende  Curve,  die  zu  demselben 
"^okte  rj  =  a  zurückführt,  auch  in  dem  Bereiche  F0  endet,  d.  h.  eine 

III  der  Fläche  F  geschlossene  Curve  ist,   denn  aus  der  Congrucnz  der 
*^i-«siche 

***ifc   F   folgt  dann,  dass  jede  Curve,  die  von  einem  beliebigen  Punkte 

**es    von  der  Fläche  F  bedeckten  Theiles   der  r\  Ebene   ausgeht,    ganz 

1nnerhalb  F  verläuft  und  zu   demselben  if-Wertho  zurückkehrt,    auch 

*-in©    innerhalb    F   geschlossene    Curve    sein    muss,    und    dies    besagt 

niclit8  anderes,  als  dass  sich  die  Fläche  F  an   keiner   Stelle   mehrfach 

überdeckt. 
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287.    Beweis  eines  Hülfssatzes.    Sätze  über  Dreiecksfunctionen. 

Discontinuitätsbeweis. 

Wir  beweisen  zuvörderst  den  folgenden  Hülfssatz: 

Jede  Curve  ©  die  von  a  ausgeht  und  nach  einem  Punkte 

hinführt,  ohne  den  Orthogonalkreis  0  zu  treffen,  ist  von  den«:  ^3bj 

ersten  Art. 

Denken  wir  uns  die  Reihe  der  von  6  durchquerten  Bereiche 

F  .   I        I 

bestimmt,  und  bezeichnen  wir  mit  l    das  innerhalb  F     gelegene  StücMT^^fc 

der  Curve  E,  mit  lQ  das  innerhalb  FQ  verlaufende  Stück  dieser  Curve^^  ~e, 
so  ist  also 

Das  Curvenstück  l    verbindet   offenbar   zwei  Punkte   der  Begrenzung  -ig 
von  F    :   diese  Punkte  können  entweder  auf  zwei  in  einer  Ecke  a'^ 
von  F     zusammenstossenden  Seiten  dieses  Bereiches  liegen,  wir  sager'    n 

dann,  l    umspannt  die  Ecke  A^,  oder  sie  gehören  zwei  nicht 
nachbarten  Seiten  von  Fw    an.    Wenn  l    keine  Ecke  umspannt,  so  coi 

struiren  wir  die  mit  l    congruente,  innerhalb  des  Fundamentalbereidu 

FQ  verlaufende  Curve  ^0) ;  dann  umspannt  ^0)  auch  keine  Ecke  von  F{ 

die  superficielle  Länge  von  Z*0)  hat  demnach  einen  endlichen,  von  Nu Ü 

verschiedenen  Werth,  der  eine   bestimmte  angebbare  Grösse  K  übe     —be- 
treffen muss.    Also  ist  auch  die  superficielle  Länge  von  l   selbst 
wie  K. 

Da  die  Curve  6  den  Orthogonalkreis  0  nicht  trifft,  so  hat  ihrr 
superficielle  Länge  einen   endlichen  Werth  L,   die  Anzahl   derjeni 
Curvenstücke,  die  keine  Ecke  umspannen,  ist  also  jedenfalls  kleiner 

L 
K 

Wir  können  folglich  die  positive  ganze  Zahl  q  so  gross  wähl 
dass  alle  Curvenstücke,  die  keine  Ecke  umspannen,  unter  den 

enthalten  sind;  die  folgenden 

umspannen  also  Ecken. 

Betrachten  wir  unter  den  letzteren  zwei  auf  einander  folgende 
den  durch  Vereinigung  derselben  entstehenden  Bogen 

p        p   ■     p  -\  i J 


(P+O 
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dann  können  l  und  l  +1  entweder  dieselbe  Ecke  X(p)  umspannen,  so  dass 
also  m  selbst  diese  Ecke  umspannt,  oder  l,  l,1  umspannen  ver- 
schiedene Ecken. 

Wenn  m    keine  Ecke  umspannt,  so  beginnt  dieser  Curvenbogen  in 

einem  Punkte  einer  Seite  s^  von  F    ,   der  in  der  Ecke  A(r)  mündet, 

überschreitet   die  Seite  (A^,  A*"*"1});   die  die  gemeinsame  Grenze  der 
"beiden  Bereiche  F    ,  F  bildet,    und    endet 

in    einem  Punkte  der  Seite  s^"*"1*  von  F        ,  die 

von    der    Ecke    A0"^    ausgeht    (vergl.   Fig.  24). 

Construiren    wir    die    mit    Z,   l  ,  ,    congruenten  / i^L\    , 

Cuxven  innerhalb  -F0,  so  erhalten  wir  einen  Curven-    K  < 

zug  t»(0)  innerhalb  F0 ,  der  Punkte  von  drei  Seiten 
des  Fundamentalbereiches  mit  einander  verbindet. 
Die  superficielle  Länge   von  »/ü)  besitzt   folglich  Fig  S4< 

einen   endlichen   von   Null   verschiedenen  Werth, 
der  nicht  unterhalb  einer  gewissen  angebbaren  Grenze  K  liegen  kann. 
Die   Anzahl  der  Curvenbogen  m  ,  die  keine  Ecke  umspannen,  ist  dem- 
nach ebenfalls  eine  endliche,  nämlich  kleiner  wie 

L 

K 

Wir  können  also  die  positive  ganze  Zahl  r  so  gross  wählen,  dass 

alle    Curvenstücke 

11 

eine  und   dieselbe  Ecke  A(r)  umspannen.     Es  sind  dann  zwei  Fälle 

möglich. 

Die  Ecke  A(r)  kann  Doppelpunkt  einer  elliptischen  Substitution 

der  Gruppe  #  sein.      Diese   Substitution   geht   dann   nothwendig   aus 

einer  der  drei  Substitutionen 

Alf   Ai}  A.s 

«irrch  Transformation  mittelst  einer  Substitution  von  0-  hervor.  Ihr 
^**Ifciplicator  hat  also  die  Form 

e         =  e     .  (x=i,s,3). 

s  lagern  sich  folglich  genau  gx  Bereiche  der  Fläche  F  um  den  Punkt  A(r) 
e*~V*jn;  die  Anzahl  der  Curvenstücke  l  9  die  die  Ecke  A(r)  umspannen, 
^t^^1  demnach  nicht  grösser  wie  gx  sein.     In  diesem  Falle  ist  also  ge- 

l^E~t,  dass  die  Anzahl  aller  Curvenstücke 
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Die  Ecke  A(r)  kann  aber  auch  Doppelpunkt  einer  parabolischen*  _■:  91 
Substitution  der  Gruppe  #  sein.  In  diesem  Falle  liegt  X{r)  auf  denr^r*-^T 
Orthogonalkreise  0,   und  die    in   A(r)  mündenden   Seiten   der   Bereich»  mJ~_\ 


F,        ,  .      schneiden  den  Kreis  0  unter  rechtem  Winkel  und  be 

±*1»  ±*2>-  '±*r 

rühren  einander  in  A(r).   Nach  dem  Satze  der  Nr.  285  (S.  103)  kann  ein*  m^m:  in 
Curve,  die  den  Orthogonalkreis  nicht  trifft,   nur  eine  endliche  AnzahaJ^^i 
solcher  sich   in  A      berührender  Kreise  durchschneiden,   die   Curve  Ö         g- 
kann  folglich  auch  nur  eine  endliche  Anzahl   der  sich  um  A(r)  heruiCÄ^^ 
lagernden  Bereiche  von  F  durchqueren,  d.  h.  auch  in  diesem  Falle  ia-  mzjst 
die  Anzahl  der  Curvenstücke 

und  folglich  auch  die  der  Curvenstücke 

h>   h>   h>  "  ' 
überhaupt  eine  endliche. 

Damit  ist  also  der  Beweis  unseres  Hülfssatzes  geliefert. 

Für  die  Dreiecksfunctionen  dritter  Art,    wo   der  Orthogonalkr^^  * 
imaginär  ist,  folgt  hieraus,  dass  jede  in  der  17- Ebene  gelegene  Curve 
von  der  ersten  Art  sein  muss,  das  ist  offenbar  nur  möglich,  wenn 

Anzahl  der  Bereiche 

F 

dr  xi »  i  x2'  ■ "  i  *v 

und  folglich  auch    die  Anzahl   der   Substitutionen   der  Gruppe  0*  cz     ^*ie 
endliche  ist.     D.  h.: 

Für  die  Dreiecksfunctionen   dritter  Art  ist  r]  eine  al 
braische  Function  der  unabhängigen  Variabein  z. 

Für  die  Dreiecksfunctionen  erster  und  zweiter  Art   ist  der  Ortk^^4* 
gonalkreis  real.     Denken  wir  uns  eine  von  a  ausgehende,  ganz  inn 
halb  der  Fläche  F  verlaufende   Curve  ©,   die  den  Orthogonalkreis 
einem  Punkte  trifft  und  die  durch  keine  Ecke  eines  der  Bereiche  r*~  ^^n 
F  hindurchgeht.     Möge  ©  die  Bereiche 

durchqueren,  und  bezeichne  wieder  l    das  innerhalb  F     gelegene  StA- 


e 


r-k 


p  w. 


P 


dieser    Curve.     Dann    ist    die    superficiale  Länge    eines   jeden    solche  ^ 
Stückes  l    eine  endliche,    die   superfizielle  Länge  der  ganzen  Curve 
ist  aber  nach  dem  Satze  3  der  Nr.  28;")  (S.  102)  unendlich  gross;  es  m«-^' 
folglich  die  Anzahl  der  Stücke  l    eine  unendliche  sein.     Da  für  c  >^ 
nicht  jeder  Punkt  des  Orthogonalkreises  eine  Ecke  sein  kann,  und  %*- 
c  =  0  der  Punkt  t;0,  auf  den  der  Orthogonalkreis  zusammenschrumpF^^ 
keine  Ecke  ist  (es  schneiden  sich  ja  alle  Seiten   der  Bereiche  von 
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in  diesem  Punkte),  so  giebt  es  stets  Curven  von  der  für  6  geforderten 
Beschaffenheit.     D.  h.: 

Für  die  Dreiecksfunctionen  erster  und  zweiter  Art  ist 
die  Anzahl  der  Bereiche  von  F  und  folglich  die  Anzahl  der 
Substitutionen  der  Gruppe  #  unendlich  gross,  17  ist  eine 
transcendente  Function  von  z,  und  jede  Curve,  die  den  Ortho- 
gonalkreis in  einem  Punkte  trifft  der  keine  Ecke  ist,  ist  im 
Sinne  der  oben  (Nr.  286,  S.  107)  gegebenen  Definition  von  der 
zweiten  Art. 

Hieraus  folgt  ferner: 

Für  die  Dreiecksfunctionen  erster  Art  bedeckt  die  Fläche 
F  das  Innere  des  Orthogonalkreises  vollständig  und  lücken- 
los. Für  die  Dreiecksfunctionen  zweiter  und  dritter  Art  gilt 
das  Gleiche  für  die  ganze  unendliche  17-Ebene;  nur  ist  bei 
den  Functionen  zweiter  Art  die  Fläche  F  durch  den  Punkt  rj0 
begrenzt,  während  sie  für  die  dritte  Art  unbegrenzt  ist. 

In  allen  drei  Fällen  ist  also  die  Fläche  F  eine  einfach  zusammen- 
hängende. 

DerDiscontinuitätsbeweis  lässt  sich  nunmehr  mit  Leichtigkeit  führen. 

Eine  von  dem  Punkte  a  des  Fundamentalbereiches  F0  ausgehende 

nixd  am  demselben  17-Werthe  zurückkehrende  ganz  innerhalb  der  Fläche 

F     verlaufende  Curve  g  könnte,   da  F  einfach  zusammenhängend  ist, 

mrx-  dann  in  einem  von  F0  verschiedenen  Bereiche  endigen,  wenn  diese 

Curve  einen  Windungspunkt  der  Fläche  F  einschlösse.     Die  Fläche  F 

^fcsitet  aber,  da  die  dlf  <?2,  <?3  reciproke  ganze  Zahlen  oder  Null  sind, 

ui    ihrem  Innern  keinen  Windungspunkt,  also  fährt  jede  Curve  S  noth- 

^endig  in  den  Bereich  F9  zurück.     Etwas  anders  gefasst  lautet  dieser 

tf^weis  so: 

Zwischen  der  Zusammenhangszahl  2  p  +  1,  der  Anzahl  der  Win- 
dwigspunkte  w  und  der  Anzahl  der  Blätter  n  einer  Fläche  besteht 
n*ch  Riemann  die  Beziehung 

w  —  2n  =  2p  —  2, 

ftr  unsere  Fläche  F  ist  p  =  0 ,  w  =  0 ,  folglich 

n  =  1. 
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^VTir  erkennen,  dass  für  die  allgemeinste  Dreiecksfunction 

>,  =  *(($,,    d2,    d3,   *), 
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wo  die  dt ,  d2 ,  ds  reciproke  ganze  Zahlen  oder  Null  sind,  ähnliche  Ver-  - 
hältnisse  bestehen,  wie  im  Falle 

Allemal  ist  die  zugehörige  Monodromiegruppe  fr  eigentlich  discontir 
nuirlich  für  alle  Punkte  der  17-Ebene,   die  nicht  auf  dem  OrthogonaF. 
kreise  liegen.     Dies  ist  für  die  Dreiecksfunctionen  zweiter  und  drittea^cfr; 
Art  unmittelbar  evident,   für  die  Functionen  erster  Art  haben  wir  d^ 
gegen  die  Discontinuität   der  Gruppe  fr  nur  für  die  Punkte  innerhalb 
des  Orthogonalkreises  bewiesen.     Man  braucht  aber  nur  zu  beachter  t^^ej 
dass  die  Punkte   ausserhalb    des   Orthogonalkreises  Spiegelbilder   sutläiJöc 
von  den  Punkten  innerhalb  dieses  Kreises,  um  zu  erkennen,  dass,  wer^^Qm 
wir  von  dem  Spiegelbilde   des  Fundamentalbereiches  F0  in  Bezug  ar-^mMuf 
0  ausgegangen  wären,  die  sämmtlichen  Bereiche,  die  aus  diesem  SpiegMae/- 
bilde  durch  die  Substitutionen  von  fr  hervorgehen,  eine  Fläche  gebÜG^HFet 
hätten,  die  als  das  Spiegelbild  von  F   das  Aeussere   des  Orthogons^al- 
kreises  vollständig  lückenlos  und  einfach  bedeckt. 

Wir  haben  also  für  die  Dreiecksfunctionen  erster  Art  zv^^ei 
Continua  von  Punkten,  innerhalb   derer  die  Gruppe  fr  eigentlich  Ü»- 
continuirlich  ist,    diese  beiden  Continua  werden   durch  die  Peripher"» c 
des  Orthogonalkreises  von  einander  getrennt.    Diese  Peripherie  ist  al»^ 
die   in   der  Nr.  202  (Bd.  II,  1,  S.  280)   charakterisirte   Punktmenge     -^» 
die  aus    der  Gesammtheit  Q  der  Doppelpunkte    der  nicht  elliptisch  ^^^ 
Substitutionen  von  fr  und  aus  der  ersten  Ableitung  Q'  dieser  GesamrÄ^-  *"' 
heit  besteht.     Die  allgemeinen  Resultate  der  Nr.  204  (Bd.  II,  1,  S.  29  *^] 
geben  uns  nunmehr  vollständigen  Aufschluss   über  die  Natur  der  TT 
kehrungsfunction  z  von  rj. 

Wir  hatten  das  Ausgangsdreieck  als  innerhalb  des  Orthogonalkrei; 
gelegen  angenommen,  d.  h.  wir  hatten  uns  den  Integralquotienten  rj 
gewählt  gedacht,  dass  für  einen  bestimmten  regulären  Werth  z  =  -**« 
der  zugehörige  rj  -Werth  im  Innern  von  0  lag.  Halten  wir  an  dieö^^r 
Voraussetzung  fest,  so  ist  also  z  eine  eindeutige  Function  von  17,  «3-  -*e 
ungeändert  bleibt,  wenn  17  eine  Substitution  der  Gruppe  fr  erfährt,  <^  je 
nur  im  Innern  des  Orthogonalkreises  0  existirt  und  für  welche  j^^^e 
Stelle  der  Peripherie  von  0  eine  Unbestimmtheitsstelle  ist.  Die^^6 
Function  z  nimmt  innerhalb  des  Fundamentalbereiches  F0  jeden  Werfc^^ 
nur  ein  einziges  Mal  an,  und  es  ist  jede  eindeutige  Function  von  ^^ 
die  die  Gruppe  fr  zulässt  und  sich  innerhalb  FQ  wie  eine  rational  <^^  * 
Function  verhält,  nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  215  (Bd.  II,  1,  S.  336_^^ 
rational  durch  z  darstellbar. 
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Würden  wir  r\  so  gewählt  haben,  dass  dieser  Integralquotient  für 
sinen  regulären  Werth  von  z  einen  Werth  erhält,  der  ausserhalb  des 
)rthogonalkreises  der  entsprechenden  Gruppe  liegt,  d.  h.  hätten  wir 
las  Ausgangsdreieck  als  ausserhalb  des  Orthogonalkreises  befindlich 
gewählt,  so  würden  wir  zu  einer  eindeutigen,  bei  den  Substitutionen 
ler  Gruppe  unveränderlichen  Function  gelangt  sein,  die  ausserhalb 
lieses  Orthogonalkreises  existirt. 

Die  Gesammtheit  der  eindeutigen  Functionen,  die  bei  den  Sub- 
stitutionen unserer  Gruppe  %•  ungeändert  bleiben,  zerfällt  demnach  in 
swei  Typen.  Der  eine  Typus  existirt  innerhalb,  der  andere  ausserhalb 
ies  Orthogonalkreises  0  dieser  Gruppe.  Der  Uebergang  von  einer 
Function  des  einen  Typus  zu  einer  Function  des  anderen  erfolgt,  indem 
man  z.  B.  in  einer  dieser  Functionen  an  die  Stelle  der  unabhängigen 
Variabein  rj  das  Spiegelbild  derselben  in  Bezug  auf  den  Orthogonal- 
kreis setzt.  Wir  werden  späterhin  eine  Darstellung  dieser  Functionen 
kennen  lernen,  bei  welcher  dieser  Uebergang  in  höchst  anschaulicher 
Weise  vollzogen  werden  kann. 

Wir  heben  noch  einmal  hervor,  dass  also  für  diejenigen  Dreiecks- 
iinctionen,  für  welche 


ad  die  Summe 


.>_  +  j.  +  l<i 

9i        9».        9s 


t,  die  eben  dargelegten  Verhältnisse  Platz  greifen.  Solcher  Dreiecks- 
**ctionen  erster  Art  mit  eindeutiger  Umkehrungsfunction  giebt  es 
Jfenbar  unendlich  viele. 
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Die  Dreieck sfunctionen  zweiter  Art,  die  zu  discontinuirlichen 
ppen  führen,  sind  durch  die  Bedingung 

0  -L  +  i-  +  i  =  i 

9i        9i    '    9s 

*^rakterisirt.  Für  dieselben  ergiebt  sich  sofort  nur  eine  sehr  beschränkte 
^^ahl  von  Möglichkeiten;  in  der  That  besitzt  die  Gleichung  (a),  als 
1  Ophantische  Gleichung  für  die  ganzen  positiven  Zahlen  g  }  gi7  gtJ 
l*%,efasst,  nur  die  folgenden  Lösungen,  wenn  wir  von  Permutationen 
ir    Ui>  9%,  <J*  absehen: 

^«hleiinger,  Differentialgleichungen.    II,  2.  8 
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wir  erhalten  also  die  Dreiecksfunctionen  zweiter  Art: 
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und  die  aus  denselben   durch  Permutation  der  d  ,  <$2,  #s  hervorgehen- 
den.   Von  diesen  Pennutationen  können  wir  aber  absehen,  da  dieselben 
nach   den  Ergebnissen    der  Nr.  73  (Bd.  I,  S.  264)   auf  den  Uebergang 
von   z   zu   einer   linear    gebrochenen   Function   dieser   Grösse   hinaus- 
kommen. 

In  diesen  vier  Fällen  ist  z  eine  in  der  ganzen  rj -Ebene  existirende 
eindeutige  Function  von  rj,  die  nur  in  dem  Punkte  rj  =  rjQf  auf  den  der 
Orthogonalkreis  zusammengeschrumpft  ist,  eine  Unbestimmtheitsstelle 
besitzt.  Wenn  wir  den  Integralquotienten  rj  so  wählen,  dass  der  Punkt 
rj0  in's  Unendliche  fällt,  so  sind  die  Seiten  der  Dreieckstheilung  gerade 
Linien  in  der  rj -Ebene,  die  Substitutionen  der  Gruppe  &  sind  wirk- 
liche Verschiebungen  der  rj  -Ebene,  und  wir  können  uns  nun  auch  mit 
Leichtigkeit  die  entsprechenden  Ausgangsdreiecke  und  Fundamental- 
bereiche construiren. 

Für  die  erste  Function 

s(t>  t»  °>  z) 

ist  die  dem  Umlaufe  um  z  =  00  entsprechende  Substitution  eine  para- 
bolische, ihr  Doppelpunkt,  d.  h.  die  Ecke  A8  des  Ausgangsdreieckes, 
befindet  sich  folglich  in  dem  unendlich  fernen  Punkte  rj0  der  rj -Ebene. 
Die  beiden  anderen  Ecken  k  7  k2  können  wir  noch  nach  Belieben  wählen 
und  dadurch  den  Integralquotienten  rj  völlig  bestimmen.     Sei  z.  B. 

dann  lauten  also  die  Substitutionen  Al7  A2  in  der  canonischen  Form 

Alri  =  —  r1,      A^rj  —  1  =  —  (17—  1), 
da  ja  die  Multiplicatoren 
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e     *  =e     *  =  —  1 
id.     Die  Substitution  A5  lautet  demgemäss 

4^  —  ^  —  2, 

id  der  Fundamentalbereich  F0   hat   die   in  der  Fig.  25   dargestellte 

orm.     Die   Function  z    von    rj 

fc   demnach    eine    einfach-perio- 

ische  Function  mit  der  Periode  2, 

l«  aber  innerhalb  des  Perioden- 

*~eifens,   der  von  den  Parallelen 

ix  lateralen  Axe  in  den  Punkten 

—  1    und    +  1    begrenzt    wird, 


den  Werth  zweimal  annimmt,  "1 
imlich  in  zwei  Punkten  rj  und 
4  i\.  Wir  können  diese  Function 
l  einfachster  Weise  finden,  wenn 
ir  beachten,  dass  nach  den  Glei- 
*trogen  (1)  der  Nr.  2G8  (S.  »2) 
*    unserem  Falle 


genommen  werden  kann.    Es  ist  folglich  z.  B. 


//■<■:■■/  '.  ■     ■' ./,  .■<■'■ 


«s; 


*r 


?.:0 


F. 


:» 


W 


o 


A\ 


Flg.  25. 


Xs=*OC> 


n 


ui 


=  1 


U0i         Z  \  2  '     2  ;     2  7      / 

un  ist  aber,  wie  Gauss  bemerkt  hat, 

t  =  zint-F(~,  y,  -J,   sin**) 


d  demnach 


h.    wir  haben 


wüa  =  arc  sin  ]/#, 


=  sin  U' 


jer 


o,   da  für  jßr  =  0,  y  =  0  und  für  z  =  \}  i]  =  \  sein  sollte, 


Ffir  die  Function 


#  =  sin  -~* 


*'■"*(*'     4'     4~>    V 
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ist  das  Ausgangsdreieck  ein  rechtwinkelig  gleichsch  enkeliges,  der  Funda- 
mcntalbereich  Fu  hat  also  die  in  der  Fig.  26  dargestellte  Form.  Die 
Abbildung  von  F0  mittelst  der  Substitution  At 
liefert  den  Bereich  F1,  der  mit  Fa  zusammen 
ein  Quadrat  bildet.  Innerhalb  dieses  Quadrates 
(Aa,  As',  Ag',  As)  nimmt  die  eindeutige  Function 
z  von  ■!,'  jeden  Werth  zweimal  an  und  zwar 
immer  in  Punkten,  die  der  Gleichung 

V-i,  —  (,-y 

Genüge  leisten.    Insbesondere  hat  also  e  auf  je 
i-ig.  se.  zwei  gegenüberliegenden  Seiten  jenes  Quadrates 

denselben  Werth,   es   ist   demnach  e  eine  ein- 
deutige döppeltperiodische  Function  von  j;  mit  den  Perioden 

roi  ==  ^s  —  *j »     °i  ™  V  ~  ^s » 
die   innerhalb    des  Periodenparallelogramms  jeden  Werth  zweimal  an- 
nimmt.    Da  der  Quotient  der  Perioden 

ü«  =  h!z>  =  ■ 

<°i         *!  —  's        ' 
ist,  so  haben  wir  in  z  eine  lemniscatische  Function  von  ij. 
Für  die  Function 


ist  das  Ausgangsdreieck  ebenfalls  rechtwinkelig,  der  Fundamental- 
bereich Fv  ist  in  der  Fig..27  dargestellt.  Auch  hier  ist  z  eine  doppelt- 
periodische  eindeutige  Function  von  j;  mit  den  Perioden 

die     in     zwei     Punkten     des 

Periodenparallelogrurruns 
(kt,  As',  Aa',  Aj),  die  durch  die 
Gleichung 

4—  *i (.v  —  *,) 

mit   einander   verknüpft    sind, 
denselben     Werth      annimmt 
Der  Periodenquotient  hat  den  Werth 
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Für  die  Function 


'-«(t»    l>  T\*) 


ilich  ist  das  Ausgangsdreieck  ein  gleichseitiges;  die  Fig.  2H  veran- 
laulicht  den  Fundamentalbereich  FQ.  Die  Substitutionen  AL,  Av  As 
iten 


s 


a: 


K 


K 


Fig.  28. 


(x  =  1,  2,  3). 

riegeln  wir  das  Ausgangsdreieck  (At ,  X% ,  A3)  in  Bezug  auf  die  Seite  s%'} 
is  so  entstehende  Dreieck  (Ag,  A3,  Ax')  in  Bezug  auf  die  Seite  (At',  Aa 
u  entstandene  Spiegel- 
ild  (A/,  A/,  A8)  in  Bezug  ^  *'  ** 
af  die  Seite  (A/,  A2'), 
das  neue  Dreieck 
l/,  A2',  As")  weiter  in 
terag  auf  (A2';  A3"),  das 
eue  Dreieck  (A8',  A8",  At") 
i  Bezug  auf  (Aj",  A3"),  so  erhalten  wir  drei  schraffirte  und  drei  un- 
chraffirte  Dreiecke.  Innerhalb  des  Parallelogramms  (Al7  A/,  A2",  A8') 
limnat  dann  die  Function  z  von  17  jeden  Werth  zweimal  an;  und  die 
Gegenüberliegenden  Seiten  dieses  Parallelogramms  bestehen  aus  corre- 
pondirenden  Punkten. 

Es  ist  folglich  z  eine  eindeutige  doppeltperiodische  Function  von  rj7 
ie  innerhalb  des  Periodenparallelogramms  (Ax ,  A/,  A2",  Aa')  jeden  Werth 
reünal  annimmt,  und  die  Perioden  haben  die  Werthe 

hrend  der  Quotient  derselben 

ni 
"*  —  Vi    T 

dnden  wird. 

Die  Darstellung  der  drei  so  gefundenen  doppeltperiodischen  Func- 
len  bietet  hiernach  keine  Schwierigkeiten,  wenn  man  sich  der  aus 

Elementen  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  bekannten 
mein  bedient. 


Drittes  Kapitel. 

290.    Die  möglichen  Fälle  von  Dreiecksfunctionen  dritter  Art. 

Allgemeine  Festsetzungen. 

Durch  die  Betrachtungen  der  beiden  letzten  Nummern  sind  alle 
Fälle  erschöpft,  in  denen  für  eine  Gauss 'sehe  Differentialgleichung  die 
unabhängige  Variable  z  eine  transcendente  eindeutige  Function  des 
Integralquotienten  rj  darstellt.  Wir  haben  nun  noch  die  Dreieeks- 
funetionen dritter  Art  zu  studiren,  für  welche 

1        Vi  '        2        9*  *        <73 

ist,  und  die  ganzen  positiven  Zahlen  gl7  </2,  g6  der  Ungleichung 

(ß)  —  +  -  +  -  >  1 

Genüge  leisten. 

Wir  wissen,  dass  in  diesen  Fällen  die  Gruppe  0*  eine  endliche, 
aus  lauter  elliptischen  Substitutionen  zusammengesetzte  sein  muss,  dass 
also  rj  eine  algebraische  Function  von  z,  und  folglich,  da  die  Gruppe 
discontinuirlich  und  demnach  z  eindeutig  in  rj  ist,  z  eine  rationale 
Function  von  t\  darstellen  muss. 

Da  jede  der  Zahlen  gl7  </2,  gs  grösser  wie  Eins  ist,  ergeben  sich, 
von  Permutationen  abgesehen,  für  diese  Zahlen  gemäss  der  Un- 
gleichung (ß)  nur  die  folgenden  Möglichkeiten: 

I-  #!  =  2,  02  =  2,  //,  =  beliebig  =  », 

H.  ^  =  2,  02  =  3,  ^  =  3, 

ID.  gt  =  2,  </2  =  3,  ^3  =  4, 

IV.  ^  =  2,  </2  =  3,  ^  =  5. 

Dieselben  stellen  alle  Fälle  dar,  in  denen  für  eine  Gauss 'sehe  Differen- 
tialgleichung die  unabhängige  Variable  z  eine  rationale  Function  des 
Integralquotienten  ist.    Der  bereits  früher  aufgetretene  Fall  der  Dreiecks- 

funetion 

/l       l       l        \ 
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(vergl.  Nr.  277,  S.  73),  ordnet  sich  nach  Vertauschung  von  dx  mit  d3 
in  den  Fall  I  ein..  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  in  allen  vier 
angegebenen  Fällen  die  rationale  Function  z  von  r\  wirklich 
aufzufinden  und  die  Integration  der  entsprechenden  Gauss- 
sehen  Differentialgleichung,  beziehungsweise  der  entsprechen- 
den Differentialgleichung  (2)  der  Nr.  268,  S.  32 

m      *?_ -i!*!2"1  4-fi2"1  i  *i2+*32-V-n 
K }      dz2  —  *  r  *»     h  (l-i?  "^      *(i-*)      J  "' 

durch  explicite  Formeln  zu  vollziehen. 

Wir  nehmen  den  Integralquotienten  rj  so,  dass  der  Mittelpunkt  if0 
des  imaginären  Orthogonalkreises  0  in  den  Nullpunkt  fällt,  und  dass 
das  Quadrat  c  des  imaginären  Radius  von  0  den  Werth  —  1  erhält. 
Die  Gleichung  von  0  lautet  dann 

*1V  —  —  If 
und  die  Verschiebungen  der  Fläche,  deren  Linienelement  durch 

*\*n\ 
nn  +  i 

dargestellt  wird,  sind  nach  dem  Satze  3  der  Nr.  282  (S.  93)  von  der  Form 

(2)  n=M,      ^— =  tf^, 
woselbst 

(3)  \K\  =  1,      Aft  =  Aft  =  —  1 

ist.     Wenn 

gesetzt  wird,  so  besteht  nach  Nr.  284  (S.  08)  zwischen  py  q  und  den 
geodätischen  Polarcoordinaten  r,  q>  auf  der  Fläche  vom  constanteu 
Krümmungsmaaase 

die  Beziehung  (vergl.  a.  a.  0.  Glgn.  {0\  (12)) 

Ip  =  q  cos  <p ,      fl  =  Q  sin  <p , 
.      r 
9  =  %  v  • 

Wir  können  jetzt  die  Fläche  vom  constanten  Krümmungsmaasse  1 
speciell  als  eine  Kugel  8  vom  Radius  1  wählen,  dann  sind  also  auf 
dieser  Kugel  die  Grössen  r,  <p  nichts  anderes,  wie  die  Polhöhe  und 
die  geographische  Länge,  und  wenn  wir  demgemäss  durch  die  Formeln 

(^  =  sin  r  cos  <p , 

£2  =  sin  r  sin  qp, 
5a  =  cos  r 
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die  rechtwinkeligen  Coordinaten  eines  Punktes  dieser  Kugel  darstellen,, 
so  erscheint  dieselbe  durch  Vermittelung  der  Gleichungen 


£1  Sa  r       <pi 


ß1 


auf  die  17-Ebene  durch  stereographische  Projection  abgebildet. 
Sei  Ar\  eine  Verschiebung,  und  möge  der  eine  Doppelpunkt 

A  =  tg  -  -  .  e 
sein,  so  hat  der  andere  Doppelpunkt  den  Werth 

P  =  -  j  =  tg  -y-  •  e     , 

d.  h.  die  beiden  Doppelpunkte  entsprechen  den  beiden  Endpunkt«  -n 
eines  Durchmessers  auf  der  Kugel  S.  Die  Verschiebung  selbst  i  8t 
nichts  anderes,  wie  eine  Drehung  der  Kugel  S  um  diesen  Durchmess-i^r 
als  Axe,  und  zwar  eine  Drehung  um  den  Winkel 

ArgJST. 


291.    Abbildung  auf  die  Kugel.     Zusammenhang  mit  den  reguläre» 

Körpern. 


Denken  wir  uns  die  der  projectiven  Gruppe  0*  entsprechen.' 
Theilung  der  17-  Ebene,  insbesondere  den  Fundamentalbereich  F07 
die  Kugel  S  übertragen,  so  entspricht  dem  F0  ein  von  geodätisch. < 
Linien,  d.  h.  also  von  grössten  Kreisen  gebildetes  Viereck,  welctm-^0 
durch  die  Diagonale  in  zwei  Dreiecke  zerlegt  wird,  die  jetzt  in 
auf  den  diese  Diagonale  bildenden  grössten  Kreis  im  gewöhnliche 
Sinne  des  Wortes  symmetrisch  sind.  Wir  bezeichnen  die  Eck^^1 
und  Seiten  dieser  sphärischen  Dreiecke  durch  dieselben  Buchstab «*^** 
wie  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  und  Kreise  der  rj  -Ebene  uuO-4^ 
denken  uns  auch,  wie  in  der  17-Ebene,  das  der  unteren  s-HalbeböX*-^ 
entsprechende  Dreieck  (das  Ausgangsdreieck)  schraffirt.  Die  den 
Bereichen  der  rj- Ebene  entsprechenden  Bereiche  auf  der  Kugel 
dann  mit  dem  dem  Fundamentalbereiche  F0  entsprechenden  sphärisc 
Vierecke  im  gewöhnlichen  Sinne  congruent  und  bestehen  auch  wie 
aus  je  zwei  symmetrischen  sphärischen  Dreiecken,  die  wir  uns  el 
abwechselnd  schraffirt  und  unschraffirt  denken  wollen. 

Die  Kugel  S  erscheint  auf  diese  Weise  mit   einem  Netze  th^ 
schraffirter,  theils  unschraffirter  Dreiecke  überzogen,  von  denen  je  v 
längs  einer  Seite  benachbarte  in  Bezug  auf  den  diese  Seite  bildend^** 
grössten  Kreis  symmetrisch  sind.    Diese  Dreiecke  erfüllen  die  Oberflä^^1  ° 
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der  Kugel  vollständig  und  lückenlos  und  lagern  sich  schlicht  neben 
einander.  Die  Winkel  eines  solchen  sphärischen  Dreiecks  werden  durch 
die   Zahlen 

7t  7t  7t 

Vi7    T*}    & 

g^g^len,  die  sämmtlichen  Dreiecke  haben  demnach  gleichen  Flächen- 
inhalt, nämlich 


it 


= 71. 

0i        92        9z 

Dividiren  wir  also  die  Oberfläche  4«  der  gesammten  Kugel  durch 
ien  Flächeninhalt  J7  so  erhalten  wir  die  Anzahl  der  Dreiecke  unserer 
•ilung,  d.  h.  die  doppelte  Anzahl  der  aus  F0  durch  die  Substitutionen 

Gruppe  01  hervorgehenden  Bereiche,  also  die  doppelte  Anzahl  der 
S'tabstitutionen  von  #. 

Wenn  wir  die  Anzahl  der  Substitutionen  von  &  durch  v  bezeichnen, 
ist  demnach 

4w  4 


2v  = 


n     .     n     .     n  1.1,1  ; 

01        92        9s  9i        92        9s 


finden  also  in  den  vier  möglichen  Fällen 

I.      v  =  2w, 
IL     i/  =  12, 
HI.      i/  =  24, 
IV.      v  =  60. 

Die  Zahl  v  giebt  allemal  zugleich  die  Anzahl  der  Zweige 
*Jer  algebraischen  Function  rj  von  z  an. 

Von  der  geometrischen  Gestalt  der  auf  der  Kugel  entstehenden 
^Dreieckstheilung  können  wir  uns  nun  leicht  eine  klare  Vorstellung 
T)ilden. 

Im  Falle  I  stehen  die  Seiten  (A17  As)  und  (A2,  A8)  des  Ausgangs- 
dreiecks auf  der  Seite  (A1?  A2)  senkrecht  und  schneiden  sich  im  Punkte  A8 

Tt 

unter  dem  Winkel  — ;  der  Punkt  Att  ist  also    der  Pol   des   die  Seite 

(llf  A2)    bildenden  grössten  Kreises,   den  wir  als  den  Aequator  der 

Kugel  auffassen  wollen,     Durch  symmetrische  Abbildung  in  Bezug  auf 

den  Aequator  entsteht  dann  das  Dreieck  (Ax ,  As ,  A3'),  welches  mit  dem 

Ausgangsdreiecke   zusammen   den  Fundamentalbereich  F0  bildet.     Die 

■Ecke  A8'  liegt  der  Ecke  A8  diametral  gegenüber  und  ist  folglich  der 

zweite  Pol  des  Aequatorkreises.     Wir  erhalten  also  die  Kugeltheilung 

in  diesem  Falle,  wenn  wir  von  Ax  ausgehend  den  Aequator  in  2n  gleiche 

Iheile  theilen  und  die  Theilpunkte  mit  den  beiden  Polen  A8,  A8'  durch 
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grösste  Kreise  verbinden.  Die  Ecken  dieser  Theilung  sind  nicht 
anderes  wie  die  Eckpunkte  einer  der  Kugel  eingeschriebenen  Doppel 
Pyramide. 

Denken  wir  uns  mit  Herrn  Klein  in  der  Aequatorebene  ein  den 
Aequatorkreise  eingeschriebenes  regelmässiges  n-Eck,  dessen  eine  Eck 
in  A1  liegt,  doppelt  genommen  und  diese  Doppelfläche  als  die  Begren 
zung  eines  Körpers  (vom  Rauminhalte  Null),  des  sogenannten  Dieders 
aufgefasst,  so  können  wir  kurz  sagen:  Die  Ebenen  der  die  Seiten  unsere 
Kugeltheilung  bildenden  grössten  Kreise  sind  die  Symmetrieebenei 
dieses  Dieders,  und  die  Substitutionen  der  Gruppe  #  sind  nicht 
anderes  als  Drehungen  der  Kugel,  bei  welchen  die  durch  die  Dieder 
ecken  gebildete  Punktgruppe  in  sich  selbst  übergeht.  Bei  denselbei 
Drehungen  bleibt  dann  auch  die  Polarfigur  des  Dieders,  d.  h.  dii 
Gruppe  der  beiden  Punkte  A8,  A3'  und  ebenso  die  Gruppe  der  mit  X 
correspondirenden  Punkte,  die  als  Centralprojectionen  der  Kanten 
halbirungspunkte  des  Dieders  vom  Kugelmittelpunkte  aus  auf  di< 
Kugel  aufgefasst  werden  können,  ungeändert. 

Im  Falle  II  bilden  die  —  =  4  mit  k%  correspondirenden  Eckpunkt« 

der  Dreieckstheilung  die  Eckpunkte  eines  der  Kugel  eingeschriebener 
regelmässigen  Tetraeders,  die  -    =4  mit  A3  correspondirenden  Eck 

punkte   die   Ecken   des  Polar-   oder   Gegentetraeders,   die  —  =  i 

mit  Ax  correspondirenden  Eckpunkte  die  Centralprojectionen  der  Kanten 
halbirungspunkte  beider  Tetraeder  auf  die  Kugel.  Die  Ebenen  de~ 
die  Seiten  der  Dreieckstheilung  bildenden'  grössten  Kreise  sind  di» 
Symmetrieebenen  der  beiden  Tetraeder,  und  den  Substitutionen  de 
Gruppe  #  entsprechen  diejenigen  Drehungen  der  Kugel,  bei  denen  di. 
beiden  Eckenquadrupel  der  beiden  Tetraeder  und  die  Gruppe  der  sechj 
Projectionen  der  Kantenhalbirungspunkte  in  sich  selbst  übergehen. 

Im  Falle  III  bilden  die  ==6  mit  A3  correspondirenden  Ecke^ 
der  Dreieckstheilung  die  Eckpunkte   eines   regelmässigen  Oktaeders* 

V  

die  —  =  8  mit  Ag  correspondirenden  Ecken  die  Eckpunkte  seiner  Pola 

*t 
figur,    d.  i.  eines  Hexaeders,   die  —  =  12  mit  A2  correspondirende* 

y  i 
die  Centralprojectionen  der  Kantenhalbirungspunkte  des  Oktaeder: 

auf  die  Kugel.     Die  Ebenen  der  die  Dreiecksseiten  bildenden  grösste 

Kreise  sind  die  Symmetrieebenen  des  Oktaeders,  und  den  Substitutionen 

der  Gruppe  <&•  entsprechen    diejenigen  Drehungen   der  Kugel,    die  d_ 

Oktaedereckcn,    die  Ilexacderecken    und  die   Projectionen    der  Kanten 

halbirungspunkte  in  sich  selbst  überführen. 
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v 

Im  Falle  IV  endlich  bilden  die  —  =  12  mit  A3  correspondirenden 

Ecken  der  Dreieckstheilung  die  Ecken  eines  regelmässigen  Ikosaeders, 
die  —  =  20  mit  A2  correspondirenden  Eckpunkte  die  Ecken  seiner  Polar- 
figur,  d.  i.  eines    regelmässigen   Dodekaeders,    die        =30   mit   Xt 

correspondirenden  Eckpunkte  die  Centralprojectionen  der  Kanten - 
lalbirungspunkte  des  Ikosaeders  auf  die  Kugel.  Die  Ebenen  der  * 
die  Seiten  der  Dreieckstheilung  bildenden  grössten  Kreise  sind  die 
Symmetrieebenen  des  Ikosaeders,  und  die  den  Substitutionen  der 
Gruppe  #  entsprechenden  Kugeldrehungen  sind  genau  diejenigen,  bei 
denen  die  Ikosaederecken,  die  Dodekaederecken  und  die  Gruppe  der 
Projectionen  der  Kantenhalbirungspunkte  in  sich  selbst  übergeführt 
werden. 

Entsprechend  dieser  von  den  Herren  Schwarz  und  Klein  ge- 
gebenen Deutung  der  den  vier  Fällen  der  Dreiecksfunctionen  dritter 
-Art  mit  eindeutiger  Umkehrungsfunction  entsprechenden  Kugeltheilungen 
«dbarakterisirt  man  diese  Fälle  wohl  auch  kurz  als  die  des  Dieders, 
Tetraeders,  Oktaeders  und  Ikosaeders  und  nennt  die  zugehörige 
<3ruppe  #  die  Dieder-,  Tetraeder-,  Oktaeder-  beziehungsweise  Ikosaeder- 
<3fruppe. 


292.     Analytische    Discussion    der   Dreiecksfunctionen    dritter    Art. 
Homogene  Formen  der  Elemente  eines  Fundamentalsystems. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  analytischen  Untersuchung  der  eben 
geometrisch  charakterisirten  Dreiecksfunctionen. 

Da  rj  eine  v-  deutige  algebraische  Function  von  z  ist,  so  wird, 
^renn  wir  uns  die  rationale  Function  z  von  rj  in  der  Form 

<*>  -$ 

dargestellt  denken,  wo  g(rf),  h(r/)  ganze  rationale  Functionen  ohne  ge- 
meinsamen Theiler  sind,  der  Grad  dieser  ganzen  Functionen  gleich 
-&  sein. 

Die  einzigen  Verzweigungspunkte  der  algebraischen  Function  rj 
"Xon  z  sind  die  singulären  Stellen 

*  =  0,  1,  *> 

der  Differentialgleichung  (1);  in  der  Umgebung  derselben  ist  17  be- 
ziehungsweise nach  ganzen  Potenzen  von 

1  i_  } . 

?1  /  *x^2  /l\r/3 


*  >    c*-1)  '    (7) 
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entwickelbar.    Bezeichnen  wir  durch 

A  =  1>     Ä*9     Ä*9      "Ar 

die  sämmtlichen  Substitutionen  der  Gruppe  #,  so  gehören  zu  einem 
regulären  # -Werthe  die  v  von  einander  verschiedenen  Werthe 

von  r}'  dagegen  fallen  von  diesen  v  Werthen  für  jer  =  0  je  gl9  für  z  =  1 

je  g%  und  für  z  =  oo  je  g%  zusammen. 

Nun  ist  aber 

fllr     s  =  0,        g(ri)  =  0, 

fllr     *— 1,         g(ri)-h(V)  =  Of 

für    £  =  oo,      A(ij)  =  0, 
es  muss  folglich 

(6)  <^)=[/;w]\  9(n)  -  Kv)  -  vm* ,  m-\f,mn 

sein,  wo  ^(ij),  f%{yi)}  /3OO  ganze  rationale  Functionen  von  rj  sind,  die 
lauter  einfache  lineare  Factoren  enthalten.  Zwischen  diesen  drei  ganzen 
Functionen  besteht  die  Beziehung 

(7)  VM*  -  KWl*  -  IfMl*  -  <>■ 

Bezeichnen  wir  mit  Qlf  p2,  q9  die  Grade  der  ganzen  Functionen 
fit  f2>  U>  so  *** 

V  V  V  V 

9i  —  £  —  T'      ps  =  ft'      *»-*» 
wir  haben  also  in  unseren  vier  Fällen  für  diese  drei  Zahlen  die  Werthe: 

I 

I.       «>!  =  »,  ?,  =  »,         ?s  =  2, 

II.    p1  =  6,      p,  =  4,      p,  =  4, 

III.  p1  =  12,    p,  =  8,      p,  =  6, 

IV.  p,  =  30,    p,  =  20,    p,  =  12. 

Da  für  z  =  0,  1,  oo  der  Ausgangszweig  r\  die  Werthe  Xlf  A2,  A8  an 
nimmt,  ist 

r/; (vfl  =  <\  Ufo  - 4A) ,    i/,u)]" = «, Ufo- 4A> > 

x=l  x=l 

V 

[/■,0j)]*-«.Ufo-V»)> 

x  =  l 

wo  die  c  ,  c2,  £s  Constanten  bedeuten. 

In  der  Umgebung  von  z  =  0  ist  ly  —  Ax  in  der  Form 
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dargestellt;  durch  Umkehrung  dieser  Entwickelung  ergiebt  sich 

*  =  /?1(1?-A/1+0g(1?-Al)i'l+1+...,      ft-1, 
und  hieraus  folgt 

(8)         *  =  ßl9l  (,  -  IJ«-1*  ßfa  +  1)  (V  -  1^«+  ■  ■  ■ . 
Analog  ist  in  der  Umgebung  von  rj  =  A2 

und  in  der  Umgebung  von  17  =  As 

(10)        -  7  3i  =  ei*.(*  -  V*~l+  *b&  +  ^  0»  -  As)"S  +  ■  •  •  • 

Aehnliche  Entwicklungen  gelten  in  der  Umgebung  der  mit  kl7  A2 ,  A3 
correspondirenden  17  -Werthe. 

Hieraus  schliessen  wir,  dass  die  ganze  Function  (2v  —  l)ten  Grades 

Kn)g\n)  —  ^\n)9{n) 

für  die  mit  Xx  correspondirenden  Punkte,   d.  h.  für  die  Wurzeln  der 
Gleichung 

von   der  Ordnung  gl  —  1 ,   fQr  die  mit  A2  correspondirenden  Punkte, 
&  h.  für  die  Wurzeln  der  Gleichung 

von  der  Ordnung  g%  —  1 ,   für  die  mit  A3   correspondirenden  Punkte, 
d.  h.  fQr  die  Wurzeln  der  Gleichung 

f3(v)  =  o, 

von  der  Ordnung  g3  —  1  verschwinden  muss.    Bei  geeigneter  Wahl  der 
Constanten  cl9  c2,  cs  ist  demnach 

(ii)    h{n)g\n)-g{n) hxv) - \fM'1~l\f,m9,~1\f,m',~t' 

Für  die  folgenden  Untersuchungen  ist  es  zweckmässig,  die  hier 
auftretenden  ganzen  rationalen  Functionen  von  t\  durch  Multiplication 
mit  geeigneten  Factoren  in  homogene  Functionen  von  zwei  Grossen 
umzuwandeln.     Zu  dem  Ende  führen  wir  die  beiden  Lösungen 

,12;  «-y%,  »,-,y% 

der  Differentialgleichung  (1)  ein,  als  deren  Quotient 
unser  Integralquotient  i]  erscheint. 
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Setzen  wir  dann 
(13)  w*  g(y)  =  ff (fffj ,  «;,) ,      w,*ä(ij)  =  H(wl ,  *,) , 

«"*  U  (v)  =  Fi  K  >  «'*) >       M'i'2  /"»  00  =  *  s  ("i »  »i) » 


(14) 


™?fM  =  F3(wi>  «0» 


so  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  (6)  und  (7) 

G (wt ,  wt)  =  F* (», ,  u>s) ,      #(» , ,  tp,)  =  F°a (w, ,  «>2 ) , 

ÖCtTj,  f»,)  —  H(wlt  w2)  =  F*(tP  ,  ws), 


(15) 


(10)  F,Vi,  »,)  -  Ft*(tclt  «ü  -  F;\1Pi,  <)  =  0. 

Die  Discussion  der  Gleichung  (16),  die  eine  identische  Beziehung 
zwischen  drei  binären  Formen  der  wl9  w%  darstellt,  reicht,  wie 
Halphen  gezeigt  hat,  zur  vollständigen  Bestimmung  der  möglichen 
Gestalten  dieser  Formen  aus.  Wir  wollen  aber  zur  Herstellung  der 
Il9  F27  F^  den  Weg  einschlagen,  den  Herr  Fuchs  ursprünglich  bei 
analogen  Fragen  von  grösserer  Allgemeinheit  angegeben  hat  und  der 
zu  mannigfachen  Eigenschaften  dieser  Formen  führen  wird. 

293.    Reducirtes  "Werthesystem  eines  Integrals.     Begriff  der 

Primformen. 

Sei  u  ein  beliebiger  regulärer  Werth  von  z,  und  betrachten  wir 
die  Form 

(17)  a(wt ,  w2)  —  uH(w1 ,  «g  =  F(wl ,  wt) , 

so  lässt  sich  dieselbe  in  der  Gestalt 

F(U\  7   W2)  =  WlÜ(7i)  —  Uli(v)\ 

schreiben.     Die  Wurzeln  der  Gleichung 

g(rf)  —  uh(rj)  =  0 

r 

sind  offenbar  nichts  anderes,  wie  die  rj  -Werthe,  die  dem  Werthe  z  =  u 
entsprechen,  d.  h.  also  die  Ausdrücke 

V («) ,     A» V (u)  9     As V (w) ;       '  Ärri W- 
Wir  haben  folglich 

V 

F(wx ,  w2)  =  cw'YJblt2)  —  AMU)\> 

x  =  l 

wo  c  eine  Constante  bedeutet. 
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Setzen  wir 

A  7]  =  t-— t  -  ,         n  cl  —  b  c  =  1 , 

*        Kri  +  ax  * 

(x  =  l,3,..») 

so  verwandelt  der  Umlauf  von  zy   durch  welchen  t;  in  .4^   übergeht, 
die  Integrale  ivl?  tv2  in 

^x  ^2  =  +  (Cx  Wl  +  rfx  W?2)- 

Wir  erhalten  demnach 

27(fc«,,(',)+<,»)"'1 

x  =  l 

Nun  ist  aber 

l c      r/  /  l      c      —a)' 


X  X 


und  da  die  Gesammtheit  der  Substitutionen  Ax     mit  der  Gesammtheit 
der  Substitutionen  Ax  identisch  ist,  so  können  wir  auch  schreiben 


V 


JJcMM  +  O*"1 

x  =  l 

Da  u  ein  willkürlicher  fester  Werth  von  z  sein  sollte,  so  können 
wir  auch  17  (w)  als  eine  willkürliche  Constante,  also  auch  die  Werthe 
der  Integrale  wl9  w2  im  Punkte  u 

als   willkürliche  Constanten  ansehen.     Setzen  wir  ferner 

c- =  a, 

v  7 


',rn'(*«r,(io+c,«) 

x=l 

so   ist  auch  C  eine  Constante,  und  wir  erhalten 

V 

(18;      JX«*,,  «g  =  cY\\vx{*fcx  +  'y*t)  +  ^('v*!  +  *',«>.)]. 

x  =  l 

Der  Ausdruek 

ist  nichts  anderes  wie  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  (1); 
die  Gesammtheit  aller  Zweige  von  vr ,  die  durch  alle  möglichen  Umläufe 
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der  unabhängigen  Variabein  z  zum  Vorschein  kommen  können,   ist  in 
der  Formel 

+  bi(vri  +  6x<>  +  r*(cxn\  +  dx^2)] 

enthalten.     Für  unbestimmtes  u  kann  es  sich  nicht  ereignen,   dass  de 

Quotient 

rifox^i  +  Kw2)+ r*(cxu>l  +  dxu>2)  ^ 

yl{a.wl  +  b4w2)  +  y2{c.wx  +  d.w2) 

einen  von  z  unabhängigen  Werth  erhält,  da  sonst  zwei  lineare  Factorev: 

der  ganzen  Function 

g{ri)  —  uh{ri) 

identisch  sein  müssten,  was  wegen  der  Irreductibilität  der  Gleichung    -3 

(j(i])  —  zh{i])  =  0 
nicht  möglich  ist. 

Dagegen  ist  für  u  =  0 

F(wt ,  w2)  =  F* (wx ,  wt) , 
d.  h.  wenn  wir 

"i(0)  =  o,,      w2(0)  =  -at 

setzen,  so  erhalten  wir  in 

ein  Integral  von  (1),  welches  so  beschaffen  ist,  dass  von  den  v  Zwei) 

Öl  K U\  +  KWi)  +  a2  (CxWl  +  dxW*)  Öl  -  1. 1.  •  ■  •  •) 

je  gx  sich  nur  durch  einen  constanten  Factor  unterscheiden. 
Setzen  wir  analog 

^i(1)  =  ^2,     w2(l)  =  —  b1? 

Wi(oo)  =  C2,      tV$(oo)  =  —  Cl7 

so  hat  das  Integral 

nur  q2  Zweige,  die  nicht  durch  Multiplication  mit  constanten  Factoi 
aus  einander  hervorgehen,  und  das  Integral 

nur  q3  Zweige  von  dieser  Beschaffenheit. 

Wir  bezeichnen  mit  Herrn  Fuchs  ein  System  von  Zweigen  eil 
Integrals  w,   in  welchem  keine  zwei  Zweige  enthalten  sind,   die  ein- 
von  z  unabhängigen  Quotienten  haben,  als  ein  reducirtes  Werth 
System  dieses  Integrals.     Die  eben  angestellten  Betrachtungen  liefer" 
dann  den  Satz: 

Für  unbestimmte   y19  y2   besteht   ein   reducirtes  Werth 
System  des  Integrals 
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aus  v  Zweigen,  und  es  giebt  (abgesehen  von  constanten 
Faetoren)  nur  drei  Integrale,  deren  reducirte  Werthesysteme 
weniger  wie  v  Zweige  enthalten.  Es  sind  dies  nämlich  die 
Integrale 

**>!>       *V       W3> 

deren  reducirte  Werthesysteme  beziehungsweise  aus  p  ,  p2,  ps 
Zweigen  bestehen. 

Bezeichnen  wir  durch 

xo    9     XO    ,  •  •  •  tu 

«in  reducirtes  Werthesystem  des  Integrals 

»  — j'i^i  +  j'i«*,, 

so   ist  das  Product 

const.  tt>(1)  tt(2)  •  •  •  to00  =  %(wx ,  w2) 

homogene  ganze  Function  jt-ten  Grades  von  wlf  w%.  Diese  Form  % 
*t  die  Eigenschaft,  dass  sie  sich  nur  mit  einem  constanten  Factor 
ltiplicirt,  wenn  z  irgend  welche  geschlossene  Wege  beschreibt.  Die 
lo^5*arithmische  Ableitung  von  ^  ist  demnach  eine  eindeutige  Function, 
<3  zwar,  da  die  Differentialgleichung  (1)  zur  Fuchs 'sehen  Classe  ge- 
eine rationale  Function  von  z.  Da  aber  5  eine  algebraische 
fSoLxiction  von  z  sein  muss,  so  schliessen  wir: 

Die  Form  5  i8*  gleich  der  Wurzel  aus  einer  rationalen 
Fia.»ction  von  z. 

Nun   ist  F(wlf  w2)   das  Product   der  Elemente   eines   reducirten 
^^«rthesystems  des  allgemeinen  Integrals  w,  die  Formen  • 

81x*<i   beziehungsweise   die  Producte   der  Elemente  je   eines  reducirten 
w ö*thesystems  der  Integrale  tol9  to2,  tt)8;  wir  können  also  sagen: 
Die  Formen 

(lö)        F(wlfwJ,     Fx(wlfw2)7     F%(w19w2)y     Fz(wx,w%) 

*Hci  Wurzeln  aus  rationalen  Functionen  von  z. 

Eine  Form  %{wl7  w2)f  die  gleich  dem  Producte  der  Elemente  eines 

^**cirten  Werthesystems  eines  Integrals  der  Differentialgleichung  (1)  ist, 

e**Hen  wir  nach  Herrn  Fuchs  eine  Primform.    Abgesehen  von  einem 

^^tanten  Factor   stellen  uns  die  Formen  (19)  alle  möglichen  Prim- 

^^en  dar,   und  zwar  enthält  die  Primform  i/-ten  Grades  F(w19  w2) 

5*°**  den  willkürlichen  Parameter  w,  während  diö  Primformen  niedrigeren 

^^   *^ten  Grades  F19  F%y  Fz  vollkommen  bestimmt  sind. 

Schleiinger,  Differentialgleichungen.    1 1,  2.  9 
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294.    Invariante  Formen.     Neue  Definition  der  Primformen. 

Sätze  von  Fuchs. 

Betrachten  wir  allgemeiner  eine  homogene  ganze  Function  voihä: 
w1 ,  w2 ,  die  gleich  der  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  von  z  isfcf* 
so  nennen  wir  eine  solche  Function  (vergl.  Nr.  195,  Bd.  II,  1,  S.  250)^ 
eine  invariante  Form  der  wXJ  wr     Sei 

(20)  M{w, ,  «0  =  <m  (,)  =  B(z) 

eine  so  beschaffene  Form  vom  Grade  r,  also  m(i?)  eine  ganze  Functi 
r-ten  Grades  von  rj,  R(z)  die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Functi 
von  z.  Da  tn(rj)  für  keinen  endlichen  Werth  von  i\  unendlich  wi 
kann  R(z)  nur  so  unendlich  werden,  wie  w*.  Nun  ist  aber  bei 
eigneter  Wahl  von  rj  das  Integral  wx  für  jeden  regulären  Werth  von 
endlich  und  von  Null  verschieden.     Da  ferner 


tO-e)-  -H1+£) 


für  x  =  1,  2  die  Wurzeln  der  zu  «  =  0  und  e  =  1  gehörigen  de 
minirenden  Fundamentalgleichungen, 


Hl  +  s)'    -t(>-Ö 


die  Wurzeln  der  zu  z  =  oo  gehörigen   determinirenden  Fundamen 
gleichung  sind,  so  verschwindet  «? 

für    z  =  0     von  der  Ordnung  [  — — ) , 

für     z  =  l     von  der  Ordnung  (— — ) 

und  wird 

für    z  =  oo  von  der  Ordnung  ( y  +  "ö ) 

unendlich  gross.  Wenn  wir  also,  wie  üblich,  die  Unendlichkeitsst^^J*e 
z  =  oo  als  Nullstelle  von  negativer  Ordnung  auffassen,  so  ist  die  43*  e~ 
sammtzahl  der  Nullstellen  erster  Ordnung  von  wl  gleich 

V      '  2  2    9l  ^    2  2    flr2  2  2    ft  r 

Die  Function  R(z)  hat  demnach  die  Gestalt 

(22)  *(,)  -  , . 2  V     *»/(,_  l)  •  V     */  r(z), 

wo  r  die  Wurzel  aus  einer  ganzen  Function  von  z  bedeutet,  de*&*^ 
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xenßion  in  z  gleich  —  sein  muss,  damit  R{z)  für  z  =  oo  von  der- 
>en  Ordnung  unendlich  werde,  wie  w*.    Setzen  wir 

x=l 

die   ct ,  c% }  •  •  •  cx    sämmtlich    von    einander    verschieden    und    die 
pi7  -  •  •  (ix  positive  rationale  Zahlen  sind,  so  ist  also 

x=l 

Sei  yn  derjenige  innerhalb  des  Fundamentalbereiches  FQ  gelegene 
ferth,  für  welchen  z  den  Werth  c    annimmt,  dann  wird  die  Function 

7  X  7 

yx  und  die  aus  yx  durch  die  Substitutionen  der  Gruppe  &  hervor- 
enden Werthe 

Jchwinden,  und  zwar  wenn  cx  ein  regulärer  Punkt  ist,  von  der  Ord- 
g  /*x,  wenn  cx  =  0  ist,  von  der  Ordnung  pngl}  und  wenn  cu  =  1 
von  der  Ordnung  f*x</2.     Da  aber  ni(rj)  eine  ganze  rationale  Func- 

von  rj  sein  sollte,  so  folgt  hieraus: 

Für  einen  regulären  Werth  cx  ist  fix  eine  ganze  Zahl,  für 
«0  beziehungsweise  cx  =  1  ist  /*x  ein  ganzzahliges  Viel- 
ies  von 

—  beziehungsweise  — • 

Wenn  umgekehrt  diese  Bedingungen  für  die  Exponenten  \ly  eines 
Druckes  von  der  Form  (23)  erfüllt  sind,  so  ist  das  Product 

w-rB{z), 

Ü(z)  durch  die  Gleichung  (22)  und  r  als  ganze  Zahl  durch  die 
ihung  (24)  bestimmt  ist,  eine  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  ij 
autige,  also  unverzweigte  Function  von  17;  dieses  Product  ist 
ich  eine  ganze  Function  von  17,  und  der  Ausdruck  R(z)  stellt  dem- 
eine invariante  Form  von  u\,  w2  vom  Grade  r  dar. 

Hierdurch  ist  die  allgemeine  Gestalt  einer  invarianten 
tu  als  Function  von  z  vollkommen  bestimmt. 

Wenn  eine  invariante  Form  nur  an  einer  Stelle  des  Fundamental- 

iches  FQ  von    der   ersten   Ordnung   verschwindet,   so   ist   dieselbe 

il>ar  eine  Primform.     Wir  können  also  für  die  Primformen  auch 

folgende  Definition  aufstellen: 

9* 
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Eine  invariante  Form  M(u\f  w2)  ist  eine  Primform,  wenn 
das  zu  derselben  gehörige  m(rj)  nur  an  einer  Stelle  des  Fun- 
damentalbereiches und  an  den  sämmtlichen  correspondiren- 
den  Stellen  von  der  ersten  Ordnung  verschwindet. 

Eine  Primform  ist  demnach  durch  Angabe  ihrer  Nullstelle  inner- 
halb des  Fundamentalbereiches  FQ,  abgesehen  von  einem  constanten 
Factor,  vollkommen  bestimmt.  Wenn  diese  Nullstelle  17  =  y  keine 
Ecke  von  F0  ist,  so  ist  die  betreffende  Primform 

Friwi  7  ws)  =  G(wi  7  w*)  —  Mi7Oi  >  ws)  =  *>i*fY(n) > 

wo  u  den  zu  ?/  =  y  gehörigen  Werth  von  z  bedeutet;  sie  ist  also  vom 
v-ten  Grade  und  hat  als  Function  von  z  die  Gestalt: 

(25)  Fy(wv  w2)  =  (*-u)*"*     *  *'(*  -  1)"  *      '  HK 

Die  für  17  =  Xx  verschwindende  Primform  7^  ist  vom  Grade  qx  und  hafcz#^. 
die  Gestalt: 

(26)  *,(„„  O-^*^"*«)^!)^"*«), 

ebenso  lautet  die  fQr  ^  =  A2  verschwindende  Primform 

(27)  Ff(w19  Wg  =  (*-1)*         v  '  9    x  ', 
und  die  für  ^  =  As  verschwindende  Primform  ist 

(28)  *;(*,,  t<g  =  *   x         i;(*-l)  v         2/; 

Aus  dieser  Darstellung  ergiebt  sich  der  Satz: 

Jede  invariante  Form  ist  als  ein  Product  von  Primforme 

darstellbar. 

Dieser  Satz  ist  aber  auch  eine  unmittelbare  Folge  aus  der  Defin 

tion   einer    invarianten   Form.     Wenn   nämlich    die    invariante   For«:-^*1111 

M(wl,  w2)  einen  linearen  Factor 

Vi  wi  +  y* w* 

enthält,  so  muss  sie,  da  sie  sich  als  Wurzel  aus  einer  rationale^^-^,6!1 
Function  bei  jedem  Umlaufe  von  z  nur  mit  einer  Constanten  mult 
pliciren  kann,  die  sämmtlichen  Elemente  eines  reducirten  Werthc 
Systems  des  Integrals  yt  wx  +  y2  w2  ebenfalls  als  Factoren  enthaltet^  ^&D- 
Da  ferner  auch  alle  Elemente  eines  reducirten  Werthesystems  eine^^  ^ 
Integrals  in  M  zur  selben  Potenz  erhoben  auftreten  müssen,  so  fo1  ^^^* 
hieraus  in  der  That,  dass  M  nur  ein  Product  von  Primformen  sein 


1- 
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Aus  diesem  von  Herrn  Fuchs  herrührenden  Satze  ergeben  sich 
die  folgenden  Consequenzen. 

1)  Wenn  eine  invariante  Form  von  niedrigerem  als  dem 
v-ten  Grade  ist,  so  kann  ihr  Grad  nicht  kleiner  sein  als  die 
kleinste  der  Zahlen  q19  q2)  q3,  d.  h.  nicht  kleiner  als  ps.  Ist 
derselbe  gleich  p8,   so  ist  die  invariante  Form  die  Primform 

2)  Ergiebt  sich  für  eine  invariante  Form,  dass  ihr  Grad 
kleiner  ist  wie  p8,  so  verschwindet  diese  Form  identisch. 

Wenn  eine  Form  M(wif  w2)  eine  invariante  Form  ist,  so  gilt, 
wie  Herr  Fuchs  bemerkt  hat,  das  Gleiche  für  jede  Covariante 
dieser  Form. 

In  der  That  multiplicirt  sich  M(wl}  w2)  als  invariante  Form 
mit  einem  constanten  Factor,  wenn  wir  auf  wl9  w2  eine  Substitution 
der  Transformationsgruppe  der  Differentialgleichung  (1)  anwenden. 
Eine  Covariante  von  M(wl7  w2)  wird  also  (vergl.  Nr.  191,  Bd.  H,  1, 
S.  228)  bei  Anwendung  einer  solchen  Substitution  auf  die  wl7  w% 
ebenfalls  in  sich  selbst  multiplicirt  mit  einer  Constanten  übergehen. 
Also  ist  die  logarithmische  Ableitung  einer  solchen  Covariante  nach  z 
eine  bei  den  Substitutionen  der  Transformationsgruppe  unYeränderliche 
rationale  DüFerentialfunction  von  wlf  w%  und  demnach  eine  rationale 
Function  von  z.  Da  ferner  die  Wurzeln  der  determinirenden  Funda- 
mentalgleichungen von  (1)  rationale  Zahlen  sind,  so  ergiebt  sich  ohne 
Weiteres,  dass  die  Covariante  nur  eine  Potenz  mit  rationalem  Expo- 
nenten von  einer  rationalen  Function  von  z  sein  kann. 

Hieraus  folgt  mit  Bücksicht  auf  2)  der  Satz: 

3)  Für  die  Primform  niedrigsten  Grades  F9  muss  jede 
Covariante,  die  von  niedrigerem  Grade  ist  wie  die  Form 
selbst;  identisch  verschwinden. 

295.    Gestalt  der  Primformen.     Oovarianten  von  Primformen. 

Hülfssatz  von  Fuohs. 

Auf  Grund  der  in  der  vorigen  Nummer  entwickelten  Sätze  können 
wir  nun  nach  dem  Vorgange  von  Herrn  Fuchs  die  Gestalt  der  Prim- 
formen Fl9  -F2,  F9  wirklich  angeben. 

Wir  entwickeln  zunächst  einige  einfache  Beziehungen,  die  zwischen 
diesen  drei  Primformen  und   der  Primform  i/-ten  Grades  F   bestehen. 

Setzt  man  die  Werthe 

<29)  m-L*  ,-1— *- 

f  vo  f  'S 

'3  'S 
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in  die  Gleichung  (28)  ein  und  beachtet,  dass 


*>!,  o = «.v.« = 0°3m 


ist,  so  erhält  man  mit  Bücksicht  auf  die  Gleichung  (21) 


(30) 


4  9i-lfH-1 

h         h 


/•» 


P3+1 


Andererseits  folgen  durch  directe  Differentiation  der  Gleichungen  (2 
und  der  Gleichung 

fJn) 


z  —  u  =  — 


*3 


die  Gleichungen 


/Töl) 


(31) 


dz 
dr\ 


fi'1    1(9if>fi-9afxfa')         f*    1ti,faf,'-9sf,fi') 


*j+i 


fi 


»s+i 


dz  ^  fjfr'—Hfrtt 
dn  fs 


P3+1 


(«  =  1,2,3), 


Berücksichtigt  man  die  Homogenitätsgleichungen 

Q*F*(wi  >  w»)  =  g~x  wi  f.  0»)  =  wi  ä^  +  w*  äS" 

vFY(wlt  wt)  =  vw,  fr(n)  —  «i  ^  +  "t  35? » 

1  9 

so  erhält  man  durch  Vergleichung  von  (30)  und  (31)  die  Belatione: 


lHH{Ft,FZ-F?-\ 


(32) 


V 

9i  9 s 


(F^FJ-F*    \ 


&(*„  Fy)  =  F*-1  F.«-1 


wo  durch  das  Symbol  (<p7  if>)  die  Punctionaldeterminante 


dw1     dw2 


der  beiden  Formen  <pf  ip  bezeichnet  wurde. 

Im  Falle   des  Dieders   ist  ps  =  2,   in  den  drei  anderen  Fall 
dagegen  haben  wir 

p,  =  4,  6,  12  >  2. 
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Bilden  wir  also  die  Hesse 'sehe  Covariante 


d*Ft 

d'Fs 

H(wt ,  leg  = 

b*Fs 

d>Fa 

dtüt  cw2 

dm* 

der   Form  F39   so  ist  diese  vom  Grade  2qs  —  4,  also  keine  Constante, 
wenn  wir  jetzt  den  Fall  des  Dieders  bei  Seite  lassen. 

Wenn  die  Hesse 'sehe  Covariante   einer   binaren  Form   identisch 

verschwindet,  so  ist  die  Form  eine  Potenz  eines  linearen  Factors,  also 

ist  die  Form  H(u\,  iv2)  nicht  identisch   Null,   sie  ist  folglich  gleich 

der  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  von  z.    Die  Form  H(wv  w^) 

ist  aber  auch  eine  Primform;  denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  müsste 

H(w17  w2)  das  Product   von  mindestens    zwei  Primformen   sein,   von 

denen  also  die  eine  von  niedrigerem  als  dem  psteQ  Grade  sein  müsste, 

was   nicht  möglich  ist.     Nun  haben  wir 

für  das  Tetraeder  2q3  —  4  =  4, 
für  das  Oktaeder  2^  —  4  =  8, 
für  das  Ikosaeder    2q3  —  4  =  20, 

d.  h.  der  Grad  von  H(wl7  w2)  stimmt  mit  p2  überein,  also  kann  sich 

-**   von   der  Primform  F%  nur   durch   einen  constanten  Factor  unter- 
scheiden. 

^Wir  haben  also  mit  Bücksicht  auf  die  zweite  der  Gleichungen  (32) 
**    Satz: 

•4)  Für   die  Fälle   des   Tetraeders,   Oktaeders   und   Ikosa- 

e**s    stimmt    die    Primform    F9    mit    der    Hesse'schen    Co- 

,     ***snte   von  Fs   und   die   Primform  Ft   mit   der  Functional- 

^•^rminante  von  JF7,  und  dessen  Hesse'scher  Covariante.   ab- 

Ä  ^hen  von  einem  constanten  Factor,  überein. 

Betrachten  wir  nun  ein  Integral  tt>  der  Differentialgleichung  (1), 
^n  reducirtes  Werthesystem  aus  weniger  wie  v  Gliedern  besteht.  Sei 

tt>    ,    xo    ,  •  •  •  xo* 

reducirte  Werthesystem,  dann  ist  die  Anzahl  q  seiner  Elemente 

>ibar  ein  Theiler  von  i/;  wir  setzen 

v 

—  =  g. 

Das  Integral  Xo  genügt  einer  irreductiblen  algebraischen  Gleichung 
Grade  2v  und  mit  in  z  rationalen  Coefficienten;  sei  diese  Gleichung 
)  0(a)  =  0. 


L 
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Bedeutet  dann 

2g 

j  =  e 

irgend  eine  primitive  (2g)XB  Einheitswurzel,  so  ist  nach  einfachen  alge- 
braischen Sätzen  die  Gesammtheit  der  Wurzeln  der  Gleichung  (33) 
durch  die  Grossen 

XO     ,     JXO     ,     J  XO     ,     •    J  *       XO 

dargestellt.  Herr  Fuchs  nennt  demgemäss  die  Zahl  2g  den  Index 
des  reducirten  Werthesystems  oder  reducirten  Wurzelsystems 

Hieraus  folgt,  dass  die  symmetrischen  Functionen  der  Grössen 

(Wyt  (tp(8))2',  •  •  •  (w^)8" 

rationale  Functionen  von  e  sind;  die  Gleichung  (33)  hat  demnach  die 
Gestalt 

(33a)  O(t0)  =  (X0iy  +  q>i(g)(t0t9f-l  +  ---  +  <p9_1(gW'  +  ipt(z)  =  0^ 

wo  ^>l{z)y  •  •  •  <p  _1W,  VÄ*)  rationale  Functionen  von  e  bedeuten. 

Sei  fö  irgend  ein  Element  des.  reducirten  Werthesystems  von  to. 
dann  giebt  es  wegen  der  Irreductibilitat  der  Gleichung  (33)  und  zufolge»»  jp 
des  Puiseux'schen  Satzes  einen  Umlauf  U  von  z}  durch  welchen  vö  i 
die  Wurzel  j  vö   übergeht.     Zufolge   unserer   Voraussetzung   p  <  v   i 
g>  1,   also   ist  j  nicht   gleich  +  1.     Wir   beweisen   nun  mit  Herrr — m 
Fuchs,   dass   es   nothwendig   auch    ein  Integral  w   der  Diff 
rentialgleichung  (1)  geben  muss,  welches  durch  den  Umlauf? 
von  z  in  j~  w  verwandelt  wird. 

Sei  w  ein  willkürliches  Integral  der  Differentialgleichung  (1),  ni        ±^ 
setzen  wir 


so  ist 

xö       *> 

also  haben  wir 

-i/dz 
-         w         Pdz 

»           m            /    =8 

Nun  ist  Xö  eine  algebraische  Function  von  z,  ebenso  ist  auch  g  ei 
algebraische  Function  von  Z]  wenn  aber  das  Integral  einer  algebraisch 
Function  selbst  algebraisch  ist,  so  muss  nach  einem  bekannten 
von  Abel  das  Integral  gleich  einer  rationalen  Function  des  Integrand 
und  der  Integrationsvariabein  sein.     Es   ist  folglich  u>  eine  ratio: 


e 

n 
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Function  von  rö  und  z,  die  wir,  da  xo  der  Gleichung  (2v)t6n  Grades  (33) 
jenüge  leistet,  in  der  Form  N 

w  =  c0  +  ci™  H f~  c2*_i  fc**"1  =  v(fi) 

larsteilen  können,  wo  die  cQ9  cl9  •  •  •  c2v—1  rationale  Functionen  von  a 

bedeuten. 

Bei  dem  Umlaufe  U  von  z}   der  rö    in  jw   überfährt,    wird    das 

[ntegral  w  in 

<p(jfö) 

verwandelt.    Da  dieser  Ausdruck   selbst  wieder   ein  Integral  von  (1) 
sein  muss,  ist  derselbe  in  der  Form 

<p(JTD)  =  ccm  +  ßq>(to) 

larstellbar,   wo   a,  ß   Constanten   bedeuten.     Das   Fundamentalsystem 
>c,  td  erleidet  also  beim  Umlaufe  U  von  z  die  Substitution 


(;?)• 


3ie  zufolge  der  Form   der  Differentialgleichung  (1)  eine  unimodulare 
sein  muss.    Wir  haben  also 

d.  h.  es  ist 

<p(j™)  =  «w  +i""V(®)- 

Diese  Gleichung  muss  wegen  der  Irreductibilität   der  Gleichung  (33) 
>ine  in  TP  identische  sein;  wir  erhalten  also  die  Gleichungen 

jcl  =  a+j~'lclf 
*   j  nicht  gleich  +  1  ist,  so  folgt  hieraus  zunächst 


3  —  3 


l*.  ct  ist  eine  Constante,   und   ferner   ergiebt  sich,   dass  cx  für 
a5aa=  0,  2,  •  •  •  2v  —  1  nur  dann  von  Null  verschieden  sein  kann,  wenn 

x  =  (—  1)  (mod  2g) 

Der  Ausdruck  qp(rö)  hat  demnach  die  Gestalt 

*      die  c0,  c,,-"  c        rationale  Functionen  von  z  bedeuten. 
Da  cx  eine  Constante  ist,  so  haben  wir  in 

w  -  tt»-%  +  et  B"  +  •  •  •  +  V.  B,»-«0 

**    Integral  der  Differentialgleichung  (1),  und  dieses  verwandelt  sich, 
^*Vn  z  den  Umlauf  U  vollzieht,  offenbar  in  j"xm. 
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296.    Die  Frimformen  im  Falle  des  Dieders. 

Es  sei  nun  wx  ein  linearer  Factor  der  Primform  niedrigsten 
Grades  .Fs;  nehmen  wir  ein  reducirtes  Werthesystem  dieses  Integrals, 
so  enthält  dasselbe  q3  Elemente,  die  entsprechende  Einheitswurzel  j  ist 
folglich 

j  =  e      . 

Sei  U   derjenige  Umlauf  von  z,   der  wx  in  jwl  verwandelt,  und  be —  ^ 
zeichnen  wir   durch  w2   dasjenige   Integral,  welches   durch   denselbenzuzn 

Umlauf  U  in  j~  w2  übergeführt  wird.    Dann  können  wir  uns  di^^^e 
sämmtlichen    Primformen    F  ,  F17  Fi7  Fs    durch    das    Funda    ,^.- 
mentalsystem  wl9  iv2  dargestellt   denken;   wir  nehmen   also  dei  =^r 
Einfachheit   wegen    an,    es    sei    dieses    Fundamentalsystem    dasjenig^^^ 
welches  wir  von  vorneherein  zu  Grunde  gelegt  hatten. 

Betrachten  wir  nun  zuvörderst  den  Fall  des  Dieders. 

Es  ist,  da  v  =  2n  angenommen  wurde: 

n 

n 

wo  a,  /3,  ax,  bx  Constanten   bedeuten.    Durch   den  Umlauf  U  von.      z 
verwandelt  sich  JPS  in 

jw^ccjw,^  +  ßj~~lw2),       }  =  en  ; 
da  aber  nach  (28) 

ist,  so  muss 

jw1(ajw1  +  ßrXw%)  =  ew1  (atvl  +  ßw2) 

sein,  wo  e  =  +  1  ist.    Wir  haben  demnach 

j  a=ecc9       ß  =  sß. 

Wäre  £  =  —  1 ,  so  müsste  ß  verschwinden;  dann  hätte  F$  die  Ge»*^* 

ccw*,  dies  ist  aber,  da  F3  eine  Primform  sein  soll,  nicht  mögH*5^ 
Also  muss  £  =  1 ,  und  folglich,  da  j  nicht  +  1  sein  kann,  a  =  0  80***  > 
d.  h.  wir  haben 
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Die  Primform  F2  multiplicirt  sich,  wenn  z  den  Umlauf  U  voll- 
st, mit  einem  constanten  Factor  c;  es  ist  also 

1  hieraus  ergeben  sich  die  Gleichungen 

—  (n—U) 

mn  bx  von  Null  verschieden  ist,  so  muss 

c  =  e 

n,   es  können   also   dann   nur   diejenigen  bt   von  Null   verschiedene 
srthe  haben,  für  welche 

l  =  x  (modn) 

Da  F2  als  Primform  keinen  mehrfachen  Factor  enthalten  kann, 
iss  bQ  von  Null  verschieden  sein,  wir  haben  also 

id  ebenso  ergiebt  sich 
Nun  ist  aber  nach  der  zweiten  Gleichung  des  Systems  (32)  (S.  134) 

F  _  dI*  8J*  _  dJj  ££» 

"  haben  demnach 

F1  =  -nß(b0u>1"-bnu>t'), 

dass  wir,   wenn  wir  uns  die  Integrale  w19  w%  von  vornherein  mit 
igneten  constanten  Factoren  multiplicirt  denken, 


2  ' 


^n  können,  wo  c  eine  Gonstante  bedeutet.    Beachten  wir  noch,  dass 
n  nach  Gleichung  (16)  der  Nr.  292  (S.  126) 

-«-+2W;<+w;")-i(«',2"-2«+«'r)-c"«=o 

*  muss,  so  finden  wir 

?  =  -,,    *-i. 

nr 


(d) 
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Bei   geeigneter  Wahl   der   constanten  Factoren   in   den  tv  9  w2  hab^si 
wir  also 

Die  Gleichung,  welche  17  als  Function  von  z  definirt,  ergiebt  sici 
demnach  in  der  Form 

=  _1_  ^i2n  +  2  V«i"  +  V  _   1  1  +  2  V  +  r?n 


4  w*w%*  4  i)n  ' 

oder  etwas  anders  geschrieben 

(D)  ^"+2^(1-2^  +  1  =  0, 

und  die  allgemeine  Primform  lautet 

JK, «,)  -  T  «  +  *.") *  -  M< 
In  den  drei  übrigen  Fällen  setzen  wir 

Durch  den  Umlauf  U  multiplicirt  sich  JF8  mit  einer  Constanten  c,    & 
ist  demnach 

X=»0  X  =  0 

Wenn  also  ax  von  Null  verschieden  ist,  so  haben  wir 

es  können  folglich  nur  diejenigen  at  von  Null  verschieden  sein,  fttr  welcl*c 

l  =  x  (mod  ^8) 
ist. 

297.  Die  Primformen  in  den  Fällen  des  Tetraeders  und  Oktaeders- 

Betrachten    wir    den  Fall    des   Tetraeders.     Dann    ist   p  «4/ 

g3  =  3.  Wäre  a8  =  0,  so  würde  Fz  den  Factor  w*  enthalten,  wa0 
nicht  möglich  ist,  es  sind  also  nur  a3  und  a0  von  Null  verschieden, 
d.  h.  jPs  hat  die  Gestalt 


0=^3""  =  ^^     2X), 
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der  bei  geeigneter  Wahl  der  constanten  Factoren  in  wv  w% 

>er  Satz  4)  der  Nr.  295  (S.  135)   liefert   nun   sofort    für  Fv  F%  die 
ausdrücke 

ind  durch  Berücksichtigung  der  Relation  (16)  finden  wir  für  die  con- 
ftanten  Factoren  cv  c2  die  Werthe 

s J_  » 2 ^ 

c*       64  >        ci        C*        64  * 
rir  können  folglich 

'  ^%{wiy  w2)  =  y(8 w?w%  —  wf)  f 
)  '    Fx{wv  *f)  =  |(8<  -  20*>;  -  w,c)> 

hmen. 

Die  Gleichung  für  ^  als  Function  von  z  lautet  demgemäss 

_  J_  (8  -  20i)8  -  tj6)2 


16  n    -L  •,*>»  ' 


(1  +  I?8)1 

)  16*fo3  +  l)8  —  (rf  +  20i?8  —  8)2  =  0, 

<3    die  allgemeine  Primform  hat  die  Gestalt 

Durch  Einführung  anderer  Integrale  an  die  Stelle  von  w19  wt 
***ien  wir  den  Formen  Fv  F2,  F9  eine  etwas  andere  Gestalt  geben, 
>«iurch  dieselben  mit  den  in  der  Invariantentheorie  der  binären  Formen 
Üchen  Bezeichnungen  in  unmittelbaren  Zusammenhang  treten. 

Betrachten  wir  nämlich  die  biquadratische  Form 

1  erkennen  wir,  dass  für  dieselbe  die  in  der  Nr.  276  (S.  70)  mit  ga 
Zeichnete  Invariante  vom  Grade  2  und  vom  Gewichte  4  verschwindet, 
tenken  wir  uns  die  Form  JP8  durch  Einführung  neuer  Unbestimmter 
V  v,,  die  mit  wv  w2  durch  lineare  homogene  Beziehungen  mit  con- 
Btanten  Coefficienten  verknüpft  sind,  auf  die  sogenannte  canonische 
Form  gebracht: 

w*  +  u\  w*  =  t?^  -f-  Qmv*v*  +  v34 , 


142  XIV.   Theorie  der  Dreiecksfunctionen.   Kapitel  3. 

so  ist  ftir  diese  canonische  Form  offenbar 

ga  -  1  +  3m8, 
also,  da  g%  verschwindet, 

Wir  haben  demnach 

*>i,  ",)  -  <  +  2  V=3  v*v*  +  val  =  *(«„  t,,) . 
Bilden  wir  die  Hesse 'sehe  Co  Variante  von  9 

wo  der  numerische  Factor  vor  der  Parenthese  hinzugefügt  wurde, 
H(yv  v^)  direct  als  die  sogenannte  zweite  XJeberschiebung  <L  «r 
Form  9  über  sich  selbst  erscheinen  zu  lassen  (vergl.  Nr.  298,  S.  14C5), 
so  ergiebt  sich 

Ferner  finden  wir  die  Functionaldeterminante   von  H  und  4>,  die   wir 
als  die  erste  Ueberschiebung  dieser  beiden  Formen  in  der  Gestalt 

schreiben,  den  Ausdruck    . 

Die   beiden  Covarianten  H  und   T  von  $  müssen  dann  bis  auf  con 
stante  Factoren  mit  den  beiden  Primformen  F%  und  Fx  übereinstimmen. 
Die  zwischen  den  Primformen  FVIV  I3  bestehende  Relation  (16) 
ergiebt   sich   als   unmittelbare  Folge   der  Cayley'schen  Relation,  die 
zwischen  einer  biquadratischen  Form  <f>,  deren  beiden  Covarianten  fl, 
T  und  den  beiden  Invarianten  gv  gz  besteht.   Diese  Relation  lautet  näm- 
lich allgemein 

Z*  +  9*®*  —  9a**H+  45*  —  0. 
Da  für  unsere  Form  G>  die  Invariante  g2  verschwindet  und  g9  den  Werth 

besitzt,  so  nimmt  die  Cayley'sche  Relation  die  Form  an 
(34)  T8  +  -iyir3*1,  +  4fl9  =  0. 
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Bezeichnen  wir  den  Quotienten  der  beiden  Integrale  vlf  v%  durch 

t  =   — 

so  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung 


*i 


Ff 

s  —  1=—* 


die  Beziehung  zwischen  z  und  £  in  der  Form 

<Tt)  *-i 


=  (l-2}/-8  g2  +  £4)8 


aus  welcher  unmittelbar  ersichtlich  ist,  dass  die  Gleichung  zwölften 
Grades,  die  im  Falle  des  Tetraeders  den  Integralquotienten 
als  Function  von  z  definirt,  algebraisch,  d.  h.  durch  Wurzel- 
ausziehungen aufgelöst  werden  kann. 

Wir  wenden  uns  zum  Falle  des  Oktaeders,  wo  p8  =  6,  #8— 4  ist. 

Da  in  Fz(wl9  w^)  der  Coefficient  a6  von  Null  verschieden  sein 
xnuss,  ist  nur  noch  ax  von  Null  verschieden,  d.  h.  F^  hat  die  Gestalt 

oder,  wenn  wir  die  constanten  Factoren  in  wl7  w%  passend  wählen, 

Bilden  wir  die  Hesse 'sehe  Co  Variante  dieser  Form  und  dann  die  Func- 
tionaldeterminante  zwischen  dieser  Govariante  und  der  Form  selbst,  so 
erhalten  wir  nach  dem  Satze  4)  der  Nr.  295  (S.  135)  die  Primformen 
Fs  und  Flf  abgesehen  von  constanten  Factoren.     Es  ergiebt  sich 

Fx  =  cx(w™  —  33  w*w*  —  33w*w*  +  w212). 
Die  Relation  (16)  liefert  für  die  Constanten  cv  c2  die  Bestimmung 

c*  =  c3  =         * 


i  *  108 ' 

so  dass  also  die  Primformen  in  der  Gestalt 

l       nr,  1 


Co) 


*» = v=m{w" ~ ™w*w*  ~ ™w'w*  +  w"}' 


y— 10» 

angenommen  werden  können. 
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Die  Gleichung  zwischen  z  und  r\  lautet 

1_  (ij1*  —  33  t;8  —  38 1?4  -f  1)* 

*—         108  ,4(||4  _  1}4 

oder  auch 

1     ft8  +  14ij4  +  l)8 


(0)  z-l--  108      ^4  _  i)4 

Die  Form,  welche  im  Falle  des  Oktaeders  Fs(wlf  w%)  darstellt,  h 
abgesehen  von  einem  constanten  Factor  nichts  anderes,  wie  die  Forrrr 
T(wv  w%),  die  im  Falle  des  Tetraeders  für  das  Fundamentalsyster=: 
vl9  t?2  die  Primform  JF  war.  Nun  ist  T(wl9  w2)  eine  Co  Variante  d^s 
biquadratischen  Form 

und  da  Covarianten  von  Co  Varianten  einer  Form  selbst  wieder  Cow~a 
rianten  der  ursprünglichen  Form  sind,  so  folgt  hieraus,  dass  auch  die 
Covarianten 

der  Form  F^(wv  u;g),   wie    sie  durch  die  Gleichungen  (o)  dargestellt 
werden,  Covarianten  von  9{wv  w2)  sein  müssen. 

Wir  schliessen  hieraus,  dass,  wenn  wir  r\  als  den  Integralquotienfan 
einer  Tetraederdifferentialgleichung  mit  der  unabhängigen  Variabein  §x 
auffassen,  d.  h.  wenn  wir 

'■"Mt*  ¥>  T>  *w 

setzen,  so  dass  also  nach  Gleichung  (Tj) 

(35)  z  -  1  -  (JL=lil^Mi+?i)8 

ist,  die  durch  die  Gleichungen  (o)  definirten  Formen  Fv  F%  invariante 
Formen  dieser  Tetraederdifferentialgleichung  sein  müssen.  Dieselber 
sind  folglich  als  Producte  der  Primformen 

#,    H,     T 

darstellbar.     Nun  ist  F%(wv  w2)  vom  8*n  Grade;  da  es  eine  Primfo 

des  Oktaeders  ist,  kann  es  weder  gleich  Q>%  noch  gleich  fl*  sein, 
haben  also  nothwendig 

« 

(36)  Ft  (wt ,  w%)  =  c  •  O  (w, ,  «;,)  H{wl ,  wt) . 
Femer  ist  nach  Gleichung  (34)  (S.  142) 

(37) T\wlfWi)=  UFt\»u  «;,) ±]/=3  *>„  «,,)  - 4fiV, 

wir  erhalten  demnach  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen 
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aus  (36)  und  (37)  die  Gleichung 

(38)  ,-i-e^, 

V 

wo  c  einen  constanten  Factor  bedeutet. 

Die  Gleichung  (0)  ist  somit  auf  die  Kette  der  beiden  Gleichungen 
(38)  und  (35)  zurückgeführt;  wir  erkennen  hieraus,  dass  auch 
die  Gleichung  vierundzwanzigsten  Grades  (0)  durch  Wurzel- 
zeichen auflösbar  ist. 

Wir  bemerken  noch,  dass  die  allgemeine  Primform  für  den  Fall 
des  Oktaeders  die  Gestalt: 

F<t*v  *,)  =  m  K"  -  33«>,  V  -  33fr>,8  +  «O* 

—  uwx  w2  (w1  —  iv 2  ) 
besitzt. 


298.    Die  Primformen  im  Falle  des  Ikosaeders. 

Im  Falle  des  Ikosaeders,  wo  p8  =  12,  g9  =  5  ist,  haben  wir  in 
der  Primform  Fz(wv  w2)  noth wendig  ein  von  Null  verschiedenes  all9 

da  a12  verschwindet  und  F5  nicht  den  Factor  w*  enthalten  darf.  Es 
sind  also  nur  noch  aß  imd  ax  von  Null  verschieden,  d.  h.  Fz  hat  die 
Gestalt 

TP  11  •  6        6.  11 

oder,  wenn  wir  die  constanten  Factoren  in  den  iv1 ,  w%  geeignet  wählen, 

T7T  11  ,  6  G  11 

F<6  =  W1       Wt  +   "«>1*>1      —WlWi      , 

•  

wo  jetzt  a  eine  noch  zu  bestimmende  Constante  bedeutet.  In  diesem  Falle 
reicht  also  der  Satz  von  der  Existenz  zweier  Integrale  wl9  wv  die  sich 

bei  einem  und  demselben  Umlaufe  beziehungsweise  mit  j  und  j~  9avl- 
tipliciren,  zur  vollständigen  Bestimmung  der  Primform  Fn  nicht  hin. 
Wir  bedienen  uns  zur  Auffindung  der  Constanten  a  des  Satzes  3)  der 
Nr.  294  (S.  133). 

Hat  man  zwei  binäre  Formen 


n 

n  — x         x 


x=l 


m 


x  =  l 
Schlesinger,  Differentialgleichungen.    II,  2.  10 
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so  bezeichnet  man  bekanntlich  den  Ausdruck 

W'     '                 w!             m!         laichte/           *   cw\~lcw^   cwxdw\-1 
+  x £* f  ? L(_  iyüv    ***  | 

^  2  ;<-2^22  ^»a*;-*  T  v     ;  *<  a<) 

als  die  x-te  Ueberschiebung  der  Form  #  über  die  Form  q>.    So 

ist  also  die  erste  Ueberschiebung  (<p,  ^)fl)  nichts  anderes   wie  die  mit 

dem  Factor 

_i 
nm 

multiplicirte  Functionaldeterminante  von  q>  und  #;  dieselbe  ist  offenbar 
eine  simultane  Covariante  des  Formensystems 

Allgemein  ist  auch  die  x-te  Überschiebung 

(<P,  *)W, 

eine    simultane    Covariante    des   Formensystems    q>,  tl>    und  zwar  eine 
Covariante  vom  Grade 

n  —  x  +  w  —  x  =  n  +  m  —  2x 

in   den  Variabein  wv  w2. 

Bedeutet  insbesondere  ty(wv  w?2)  eine  Covariante  der  Form  <p(wv  w^ 
so  ist  jede  Ueberschiebung  von  tp  über  q>  selbst  wieder  eine  Covariant 
von  qp;    wir  erhalten  also  jedenfalls  Covarianten  von  <p,   wenn  wir  di        ^s 
Ueberschiebungen  dieser  Form  über  sich  selbst 

(qp,  qp)(x)  (x=9,4,v-) 

bilden.    So  ist  z.  B.  die  zweite  Ueberschiebung  der  Form  q>  über  sic^^  ii 
selbst  nichts  anderes,  wie  die  mit  dem  Factor 

l 

n2(n— l)2 

multiplicirte  Hesse'sche  Covariante. 

Die  Form  Fs(u\,  w2)  ist  vom  Grade  12,  ihre  achte  Ueberschiebu 
über  sich  selbst  wäre  demnach   eine  Covariante  vom  Grade  8. 
muss  folglich,    da  sie  von  niedrigerem  Grade  ist   wie  Fif  zufolge  <Ä 
Satzes  3)  identisch  verschwinden.     Berechnen  wir 

(F      V  V>  =  a(i!)*  l?-^  *Il  _  «     *F*  d*F>     j.  .  . 

(12!)"  U'w,     cwf  cw^dw^  d%cxcw% 

so  finden  wir 


as 
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es  muss  folglich  a*  =  11* 

sein.  Nehmen  wir  a  =  11  (die  Wahl  cc  =  —  11  würde  einer  Vertau- 
schong  von  wx  mit  w2  entsprechen),  so  haben  wir  also  für  die  Prim- 
form Fz  die  Gestalt 

Bilden  wir  für  diese  Form  die  Hesse'sche  Covariante,  sowie  die  Func- 
tionaldeterminante  dieser  Covariante  und  der  Form  selbst,  so  erhalten 
wir  im  Sinne  des  Satzes  4)  die  Primformen  F%  und  Fl9  abgesehen  von 
constanten  Factoren.  Die  Beziehung  (16)  liefert  dann,  ähnlich  wie  in 
froheren  Fällen,  eine  Bestimmung  dieser  Constanten,  und  wir  finden  auf 
diese  Weise  für  das  Ikosaeder  das  folgende  Formensystem: 

'*>"  ^  =  ^5  {"  "  +  "  "  +  522^<  ~  w> .") 

-  IOOOöC«;^«»,10  +  «^  V°)  }  > 
0)i  F,(wv  «,)  -  1  «  +  «,"  -  228(<«;,ß -«,>,") 

+  494  w*°i0*  \ , 

F»(wi, ««)  —  wi  wt  (wi10  +  n  wiwt  —  «O  • 

Die  Gleichung  zwischen  z  und  1/  ergiebt  sich  als 

<X\  g  =  JL  h30  +  528  (^5  -  if5)  -  10006  (q10  +  n»)  +  i]' 

^     J  1728  n\X  +  1M6  _  ,10)5  » 

attd  die  allgemeine  Primform  hat  die  Gestalt 

^••.»«0-iBs  «+ »"+«»»(«"  »,'-»1  V)  -  «W»^  2V 

.  10       20\,  S  &        5/       10     1      11        5       5  10,5 

+  wx    w2  )}    —  MWj  w?2  (u^     +  llwl  w2  W%  )  . 

Die  Gleichung  sechzigsten  Grades  ( J),  der  17  als  Function  von  z  genügt, 

^^t^rscheidet  sich  dadurch  wesentlich  von  den  bei  den  früheren  Fällen 

S^fVmdenen  Gleichungen,  dass  dieselbe  durch  Wurzelzeichen  nicht  auf- 

^^lar  ist.    Eine  ausführliche  Theorie  dieser  „Ikosaedergleichung" 

^fc     Herr   Klein   in   seinen  „Vorlesungen   über    das    Ikosaeder"   ent- 

^Xc^lelt;   wir   begnügen    uns  damit,   als  wesentlichstes  Resultat  dieser 

**^orie   hervorzuheben,    dass    die    durch    die    Gleichung   (J)    definirte 

S^braische  Irrationalität    zur   Auflösung   der    allgemeinen    Gleichung 

****fften  Grades  ausreicht,   und  dass  sich   nach  den  Methoden,   die  von 

:*ö*Tn  Hermite,  Kronecker  u.  A.   für  die  Lösung  einer  allgemeinen 

*  Eichung  fünften  Grades  durch  Reihen,    die   der  Theorie  der  ellipti- 

k  c**^n  Functionen  entstammen,  ausgebildet  worden  sind,  auch  eine  Dar- 

l^llung  der  durch  die  Gleichung  (J)  definirten  algebraischen  Function  rj 

^^ch  solche  Reihen  angeben  lässt. 

10* 


Viertes  Kapitel. 

299.    Der  Klein'sche  Satz.     Der  Satz  von  Fuchs  über  die  Grade 

der  Primformen  niedrigsten  Grades. 

Wir  haben  jetzt  die  am  Schlüsse  der  Nr.  267  (S.  31)  formulirte^^^e 
Aufgabe  vollständig    gelöst,   indem  wir  uns  eine  Uebersicht  über  nllr^  ^ 
möglichen  Fälle  verschafft  haben,   in  denen  die  unabhängige  Variable»  ^e 
einer  Gauss 'sehen  Differentialgleichung  eine  eindeutige  Function  de^^-^s 
Integralquotienten   ist.     Wir   werden   nun   die   gefundenen  Ergebnisa  ^^e 
nach  den  verschiedenartigsten  Richtungen  hin  zu  verallgemeinern  suche^^^n 
und  beginnen  mit  einer  Ueberlegung,   die  sich  an  die  in   den  letzt^^^6n 
Nummern  behandelten  algebraisch  integrirbaren  Fälle  der  Gauss'sch^^.  eü 
Differentialgleichung  anknüpfen  lässt. 

In  diesen  Fällen  erwies  sich  z  als  eine   rationale  Function  ctmfes 
Integralquotienten  17;  wir  fragen  nun  allgemein  nach  denjenig       en 
linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  mit  rat^E"o. 
nalen  Coefficienten,  deren  unabhängige  Variable  eine  ratio- 
nale  Function  des  Integralquotienten  ist. 

Die  Bedeutung  dieser  Frage  erhellt  aus  dem  in  der  Nr.  195  (Bd. 
II,  1,  S.  248)  bewiesenen  Satze  von  Herrn  Fuchs.    Gelingt  es  uns  näm- 
lich, alle  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 

(1)  (L^  =  q{z)w 

aufzustellen,  deren  unabhängige  Variable  z  eine  rationale  Function  des 
Integralquotienten  ist,  so  gehen  durch  die  Transformation 

(2)  y  =  xW}        z  =  <p(x)} 

wo  q>(x)  eine  rationale  Function,  A  die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Func- 
tion ist,  alle  algebraisch  integrirbaren  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  aus  den  Differentialgleichungen  (1)  hervor. 

In  Bezug  auf  die  Differentialgleichungen  von  der  für  (1)  gefor- 
derten Beschaffenheit  hat  nun  Herr  Klein  einen  interessanten  und 
wichtigen  Satz  aufgestellt,  den  wir  zunächst  entwickeln  wollen. 
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Die  singulären  Punkte  der  Differentialgleichung  (1)  seien 

av  a%y  •••  V      Vm=00> 

lann  folgt  aus  der  Forderung,  dass  z  eine  rationale  Function  des  In- 
ttgralquotienten  rj  sein  soll,  zunächst,  dass  die  Differenz  <?x  der  Wur- 
zeln der  zu  dem  singulären  Punkte  ax  gehörigen  determinirenden  Fun- 
damentalgleichung gleich  einer  reeiproken  ganzen  Zahl 

d  =  —        (*=i,  *,  •••  e+i) 
*        9* 

sein  muss.  Sei  v  die  Anzahl  der  Substitutionen  der  projeetiven  Mono- 
iromiegmppe  #,  die  zu  dem  Integralquotienten  17  gehört,  dann  ist 
dso  die  irreductible  algebraische  Gleichung,  die  17  als  Function  von 
z  definirt,  vom  v-ten  Grade  5  wir  schreiben  dieselbe  gleich  in  der  Form 

*0?V  —  (Av)  =  0, 

^°  ff(v)f  ^(v)  ganze  rationale  Functionen  v-ten  Grades  ohne  gemein- 
samen Theiler  bedeuten.     Die  Discriminantengleichung 

g(n)*Xn)  -  Kn)g\ri)  =  0, 

der  die  iy-Werthe,  welche  den  Verzweigungspunkten  a  entsprechen, 
Genüge  leisten,  ist  vom  Grade  2v  —  2.  In  der  Umgebung  von  ax  sind 
alle  Zweige  von  17  nach  ganzen  Potenzen  von 

('  -  «/* 

entwickelbar,  es  fallen  folglich  für  z  =  ax  je  gx  der  v  sonst  verschie- 
denen 17-Werthe  zusammen.    Also  sind  in  ax  genau 

V 

Tu 

7  -fache  Windungspunkte  oder  (*/  —  l)-fach  zu  zählende  Verzweigungs- 
punkte vereinigt.     Wir  haben  demnach  die  Gleichung 

Da  wir  v  grösser  als  Eins  voraussetzen  müssen,  ist 

2>2(1~t)^1' 
ius  (3)  folgt  demnach 

md  hieraus  ergiebt  sich,  dass  q  nur  die  Werthe  1  und  2  haben  kann. 
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Für  q  =  2  verwandelt  sich  die  Gleichung  (1)  durch  Einführung  von 

~z  = 


z  —  al 


a2  —  al 


als  neuer  unabhängiger  Variabein  in  eine  Gauss 'sehe  Differentialgle^^^ 
chung;   diese  Annahme  fuhrt  also  auf  die  bereits  discutirten  Falle  d»^ 
Dieders,  Tetraeders,  Oktaeders  und  Ikosaeders. 

Für  q  =  1  ist 

i         i  *> 

—  4-~  =  — 

9i        9*         *} 


also,  da  keines  der  gx  grosser  wie  v  sein  kann, 

9i  ~  9*  ~  *  " 
Die  diesem  Falle   entsprechende   Differentialgleichung  lautet   folglich, 
wenn  wir  at  =  0  nehmen: 

,A,  d*w  1  v8  —  1   1 

(4)  Ä? T—>-J>"> 

und  die  Gleichung  für  17  als  Function  von  z  hat  die  einfache  Form 

wo  a,  ß}  y,  d  noch  willkürliche  Constanten  sind,  die  der  UngleichtL~aag 

aS  —  ßy^O 

genügen.  Wählen  wir  17  so,  dass  dieser  Integralquotient  für  z  ==  0 
verschwindet,  für  s  =  00  unendlich  gross  wird  und  für  s  —  1  <*3en 
Werth  Eins  erhält,  so  ist 

und  die  Integrale  wv  wv  deren  Quotient  17  ist,  lauten 

»— 1  »4-1 

(5)  w1  =  z**  ,        w?2  =  et¥. 

Die  projeetive  Monodromiegruppe  der  Differentialgleichung  (4)  be- 
steht aus  den  Potenzen  der  elliptischen  Substitution 

2*» 

sie  ist  also  eine  sogenannte  cyklische  Gruppe;  wir  wollen  darum 
den  Fall  der  Differentialgleichung  (4)  als  den  cyklischen  bezeichnen. 
Nebst  diesen  cyklischen  Fallen  sind  also  die  für  die  Gauss'sche 
Differentialgleichung  gefundenen  Fälle  die  einzigen,  in  denen  die  unab- 
hängige Variable  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  als 
rationale  Function  des  Integralquotienten  erscheint.    Wir  haben  also  mit 


♦"» 
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icksicht  auf  den  zu  Anfang  dieser  Nummer  erwähnten  Satz  des  Herrn 
ichs  (Nr.  195,  Bd.  II,  1,  S.  248)  den  Klein'schen  Satz: 

Jede  algebraisch  integrirbare  lineare  Differentialglei- 
ung  zweiter  Ordnung  geht  durch  Anwendung  einer  Trans- 
rmation  von  der  Form  (2)  entweder  aus  der  Differential- 
eichung (4)  oder  aus  der  Differentialgleichung  des  Dieders, 
ttraeders,  Oktaeders  oder  Ikosaeders  hervor. 

Umgekehrt  kann  in  (2)  für  <p(x)  eine  beliebige  rationale 
metion,  für  k  eine  beliebige  Wurzel  aus  einer  beliebigen 
bionalen  Function  genommen  werden;  es  wird  dann  stets  y 
ler  algebraisch  integrirbaren,  linearen  Differentialglei- 
ung  zweiter  Ordnung  mit  in  x  rationalen  Coefficienten 
nüge  leisten. 

Soll  diese  Differentialgleichung  gleich  die  canonische  Form  haben, 
h.  soll  der  Coefficient  der  ersten  Ableitung  verschwinden,  so  muss 
rgl.  Nr.  181,  Bd.  II,  1,  S.  189) 

V  y  (x) 
lommen  werden.     D.  h.  wenn  die  Differentialgleichung 

»  p  (x)  eine  rationale  Function  bedeutet,  algebraisch  itttegrirbar  sein 
11,  so  muss  dieselbe  durch  die  Transformation 


>  g*(x)  eine  rationale  Function  darstellt,  in  eine  Differentialgleichung  (1) 
3rgeführt  werden  können,    die  entweder  die  Form  (4)  hat  oder  mit 
er    Gauss'schen    Differentialgleichung    mit   rational    umkehrbarem 
sgralquotienten  übereinstimmt. 
Betrachten  wir  eine  invariante  Form 

M(wt,  w2)  =  w\  m(rj)  =  It(g) 

^us  (6)  durch  die  Transformation  (7)  hervorgehenden  Differential- 
-liung  (1),  wo  also  r  eine  positive  ganze  Zahl,  E(z)  die  Wurzel  aus 
**  rationalen  Function  von  z  bedeutet,  setzen  wir  ferner 

st  die  Form 

r  r 

auch  gleich  der  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  von  x. 


) 
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Wenn  die  Differentialgleichung  (1)  von  der  Form  (4)  ist,  so  haben 
wir  nach  (5)  und  (8) 

(10)  ft-y^t^'     9*-V^\9<*)1r  > 

in  diesem  Falle  besitzt  also  die  Differentialgleichung  (6)  ein  Funda- 
mentalsystem von  Integralen,  die  selbst  Wurzeln  aus  rationalen  Func- 
tionen  sind.     D.  h.    mit   anderen  Worten,    es   ist   eine    Form    erste 


Grades,   gebildet  aus    den  Elementen    eines   beliebigen  Fundamental — 
Systems  von  (6),  gleich  der  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function. 
Ist  (1)  nicht  von  der  Form  (4),  so  ist  nach  (9)  die  Form 

gleich  der  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  von  x,  wir  finden  als» 
mit   Rücksicht   auf  die   für    die   Gauss'sche  Differentialgleichung   e 
langten  Resultate  den  folgenden  von  Herrn  Fuchs  herrührenden  Sat 

Wenn  dieDifferentialgleichung(6)algebraisch  integrirba  _«; 
ist,  so  ist  entweder  ein  Integral  selbst  oder  eine  aus  den  F^1<  ?- 
menten  eines  Fundamentalsystems  gebildete  Form  vom  Grad e 

2,     4,     6,     12 

gleich  der  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  von  x. 

Die  Bedeutung  dieses  Satzes  liegt  darin,  dass  sich,  wie  Herr  Fuc 
gezeigt  hat,  auf  Grund  desselben  ein  Verfahren  angeben  lasst,  welch 
durch  Anwendung  rein  rationaler  Processe  zu  entscheiden  gestattet, 
eine  vorgelegte  Differentialgleichung  von  der  Form  (6)  algebraisch  i 
tegrirbar   ist   oder   nicht.     Um   dieses  Verfahren   darlegen  zu  konnex "M. 
müssen   wir   noch   einige  Eigenschaften    der  algebraisch   integrirbar^^^ 
Differentialgleichungen  von  der  Form  (6)  entwickeln. 


300.    Nothwendige  Bedingung  für  die  algebraische  Integrabilität 
einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung. 

Wenn  die  Differentialgleichung  (6)  durch   die  Transformation  (2.      ^' 
in  (1)  übergeht,  so  könnte  es  sich  ereignen,  dass  die  projective  M01 
dromiegruppe   #   von   (6)    mit    der  projectiven  Monodromiegruppe 
von  (1)  nicht  übereinstimmt.     Da  aber  jedem  geschlossenen  UmlaL»     ^e 
von  x  ein  geschlossener  Weg  von  z  entspricht,   so   muss  jedenfalls 
in  #'  als  Untergruppe  enthalten  sein.     Wenn  wir  uns  die  Differenti 
gleichung  (1)  nach  dem  in  der  Nr.  194  beschriebenen  Verfahren 
bildet  denken,   so  ist   der  Grad  der  rationalen  Function   q>(x)   gen-^^*u 
gleich  der  Anzahl  der   #-Werthe,   für  welche   auf  geeigneten  Weg""^^11 
fortgesetzt  der  Integralquotient  tj  von  (6)  denselben  Werth  anzunehn»^  ^ 
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vermag,  in  diesem  Falle  stimmt  also  die  projective  Monodromiegruppe  ft' 
von  (1)  mit  #  genau  überein. 

Wir  wollen  uns  die  Differentialgleichung  (1)  so  eingerichtet 
lenken,  dass  ihre  projective  Monodromiegruppe  mit  der  von  (6)  iden- 
tisch ist  und  sagen  dann,  die  Differentialgleichung  (6)  gehöre  in  den 
zyklischen,  beziehungsweise  den  Dieder-,  Tetraeder-,  Oktaeder-,  Ikosaeder- 
Typus,  jenachdem  die  Differentialgleichung  (1)  dem  einen  oder  dem 
mderen  dieser  Typen  angehört.    Dann  gilt  offenbar  der  folgende  Satz: 

Wenn  M(yl9  y2)  eine  homogene  ganze  Function  der  Ele- 
mente yv  y2  eines  Fundamentalsystems  von  (6)  bedeutet,  die 
gleich  der  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  von  x  ist, 
so  ist  die  aus  den  entsprechenden  Integralen  ivx,  w%  von  (1) 
gebildete  Form  M(ivv  w2)  eine  invariante  Form  von  (1),  d.  h. 
gleich  der  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  von  z. 

Daraus  folgt,  dass  die  über  die  invarianten  Formen  einer  Gauss'- 
chen  Differentialgleichung  aufgestellten  Sätze  ohne  Weiteres  für  die 
us  den  Integralen  einer  algebraisch  integrirbaren  Differentialgleichung 
3)  gebildeten  Formen  gültig  bleiben. 

Denken  wir  uns  nun  eine  Differentialgleichung  (6)  vorgelegt.  Be- 
tzt  dieselbe  ein  particulares  Integral  y  f  welches  eine  algebraische 
nnction  von  x  ist,  ohne  dass  ihr  allgemeines  Integral  algebraisch 
are,  so  muss  dieses  Integral  yx  nothwendig  die  Wurzel  aus 
i  ner  rationalen  Function  von  x  sein.  Denn  wäre  yx  nicht 
Wurzel  aus  einer  rationalen  Function,  so  würde  dieses  Integral  einer 
gebraischen  irreductiblen  Gleichung  mit  in  x  rationalen  Coefficienten 
enüge  leisten,  für  welche  mindestens  zwei  Zweige  der  durch  dieselbe 
sünirten  algebraischen  Function  vorhanden  wären,  deren  Quotient 
Lcht  constant  ist.  Da  aber  jeder  Zweig  dieser  algebraischen  Function 
ne  Lösung  von  (6)  sein  muss,  so  besässe  die  Differentialgleichung  (6) 
^ei  linear  unabhängige  Integrale,  die  algebraische  Functionen  sind. 

Besitzt  die  Differentialgleichung  (6)  ein  Integral  y  ,  welches  die 
^wzel  aus  einer  rationalen  Function  ist,  und  ist  dieselbe  algebraisch 
ttegrirbar,  so  muss  die  zu  (6)  gehörige  Differentialgleichung  (1)  von 
-X"  Form  (4)  sein,  da  sonst  keine  homogene  Function  ersten  Grades 
*~er  Integrale  eine  invariante  Form  sein  könnte.  Dann  giebt  es  aber 
"-folge  der  Gleichungen  (10)  noch  ein  von  y  linear  unabhängiges 
1^gral  der  Differentialgleichung  (6),  welches  Wurzel  aus  einer  ratio- 
*l*n  Function  ist. 

Mit  Hülfe  des  in  der  Nr.  178  (Bd.  H,  1,  S.  171  ff.)   entwickelten 

e*fahrens   können    wir   für    die    Differentialgleichung   (6)    stets   ent- 

c**eiden,    ob  sie  durch  die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  be- 
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friedigt  werden  kann,  und  finden  zugleich,  wenn  die  Entscheidung  im 
bejahenden  Sinne  erfolgt,  die  säinintlichen  Lösungen  von  der  gedachten 
Beschaffenheit. 

Ergiebt  sich,  dass,  abgesehen  von  einem  constanten  Factor,  nur 
ein  Integral  existirt,  welches  gleich  der  Wurzel  aus  einer  rationalen 
Function  ist,  so  ist  das  allgemeine  Integral  von  (6)  nicht  algebraisch; 
allgemein  können  wir  sagen: 

Durch  Anwendung  der  Methode  der  Nr.  178  auf  die  Differential- 
gleichung (6)  können  wir  feststellen 

1)  ob  ein  einziges  particuläres  Integral  algebraisch  ist, 

2)  ob    die    Differentialgleichung    (6)    dem    cyklischen    Falle    an- 
gehört. 

Wenn  also  die  Anwendung  dieser  Methode  ein  negatives  Resultat 
ergiebt,   so  hat  die  Differentialgleichung  entweder  kein  algebraisch« 
Integral,   oder  sie  gehört  dem  Dieder-,  Tetraeder-,  Oktaeder-  oder  Iko- 
saeder-Typus  an. 

Soll  die  Differentialgleichung  dem  Dieder-Typus  angehören,  s< 
muss  eine  quadratische  Form  ihrer  Integrale  gleich  der  Wurzel  aus 
einer  rationalen  Function  sein.  Denken  wir  uns  nach  der  Methode 
der  Nr.  185  die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  aufgestellt,  dei^=rz 
die  homogenen  Functionen  zweiten  Grades  der  Integrale  yv  y2  von  (6""  — 
genügen,  so  können  wir  diese  Differentialgleichung  mit  Hülfe  des  Vai 

fahrens  der  Nr.  178  daraufhin  untersuchen,  ob  eine  Lösung  derselben : 

die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  ist. 

Wenn  sich  das  Vorhandensein  einer  solchen  Lösung  ftt 
giebt,   so   liefert   das  angewandte  Verfahren   zugleich   den    explizites 
Ausdruck  <p(x)  dieser  Lösung;  es  ist  also  in  diesem  Falle 

(ii)  %Vi  +  «iJ/i  y2  +  *&*  =  <P(*)y 

wo  die  a0,  av  at  Constanten  bedeuten,  für  welche 

(12)  a,2  -  4«0«,  +  0 

ist,  da  sonst  schon  eine  homogene  Function  ersten  Grades  der  y  ,       &* 
gleich  der  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  wäre. 
Nun  ist  offenbar 

(13)  v  =  yJ-  =  cf^, 
wo  C  eine  Constante  bedeutet,  setzen  wir  also 
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so    erhalten  wir  durch  Differentiation  der  Gleichung 
(14)  f(rj)  =  -*« 

di«?    Gleichung 

(ir>l  c  -l-gf^-  =  w *  <n_R -?.(*)  _  2u  dl,x  • 

*    '  dt]  •'*  </#  ~*'i  dx 

öifierentiiren  wir  diese  Gleichung  noch  einmal,  ersetzen  die  zweite  Ab- 
leitung von  yx  durch  den  aus  (6)  folgenden  Werth 

^Hd  eliminiren  dann  aus  der  so  entstehenden  Gleichung  und  den  Glei- 
chungen (13),  (14),  (15)  die  Grössen 

dq  <l_yi 

dx>  yi>  dx> 
B<J  erhalten  wir 

oder  einfach 

(16)  C(4«0«,  -  a18)  =  9(.r)8[(rf-i^)2  +  2^f«  -  4p(x)] 

Den  Werth  der  Constanten 

c=(f(4a0aa  —  a*) 

können  wir  z.  B.  dadurch  bestimmen,   dass  wir  auf  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  (16)  für  x  einen  besonderen  Werth  einsetzen.     Wir  er- 
kennen zugleich  aus  dieser  Gleichung,  dass  cp(x)  die  Quadratwurzel 
aus  einer  rationalen  Function  sein  muss. 
Setzen  wir 

4qp(rc) 
so  ergiebt  sich  aus  (16) 

Die  Differentialgleichung  (6)  besitzt  demgemäss  die  beiden  Lösungen: 

Diese  Integrale  sind  dann  und  nur  dann  algebraisch,  wenn 

JYif>(x)dz 
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der  Logarithmus  einer  algebraischen  Function  ist,  die  Entscheidung 
darüber  erfolgt  (vergl.  Nr.  1 90,  Bd.  II,  1,  S.  226)  durch  Untersuchung 
eines  Systems  linearer  Gleichungen. 

Wenn  keine  homogene  Function  zweiten  Grades  der  yv  y2  (und  auch 
keine  ersten  Grades)  die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  ist,  so 
muss,  wenn  die  Differentialgleichung  (6)  algebraisch  integrirbar  sein 
soll,  eine  Form  vierten,  sechsten  oder  zwölften  Grades  der  y  ,  y2,  die 
keine  Potenz  eine  Form  niedrigeren  Grades  ist,  gleich  der  Wurzel  aus 
einer  rationalen  Function  sein. 

Wir  werden  also  nach  der  Methode  der  Nr.  185  die  Differential- 
gleichungen fünfter,  siebenter  und  dreizehnter  Ordnung  aufstellen,  der 
die  vierten,  sechsten,  zwölften  Potenzen  der  Integrale  von  (6)  genügen, 
und  diese  nach  dem  in  der  Nr.  178  gelehrten  Verfahren  daraufhin 
untersuchen,  ob  sie  durch  die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function 
befriedigt  werden  können. 

Erfolgt  die  Entscheidung  für  alle  drei  Differentialgleichungen  i 
verneinendem  Sinne,  so  ist  die  vorgelegte  Differentialgleichung  (6)  nich 
algebraisch  integrirbar.  Es  gilt  aber  auch  das  Umgekehrte,  d.  h.  wenn  ein 


der  erwähnten  drei  Differentialgleichungen  durch  die  Wurzel  aus  einer 
rationalen  Function  befriedigt  wird,  so  ist  die  Differentialgleichung  (6 
algebraisch  integrirbar. 

Die  Richtigkeit  dieser  letzteren  Behauptung  folgt  unmittelbar  aus- 
einem  Satze  von  Herrn  Fuchs,  den  wir  jetzt  darzulegen  haben. 


301.    Satz  von  Fuchs  zur  Entscheidung  über  die  algebraische 
Integrirbarkeit  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung. 

Wenn  für  eine  Differentialgleichung  (6)  eine  aus  dem 
Fundamentalsysteme  yv  y2  gebildete  Form  von  höherem  als 
dem  zweiten  Grade,  die  nicht  eine  Potenz  einer  Form  nie- 
drigeren Grades  ist,  gleich  der  Wurzel  aus  einer  rationalen 
Function  gefunden  wird,  so  ist  die  Differentialgleichung  (6) 
algebraisch  integrirbar. 

In  der  That  sei 

(17)    M{yv  y2)  =  %y\  +  a^"1?,  H h  <y£  =  y\m{^)  =  g>(ar), 

wo  x  >  2  ist  und  <p(x)  die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  be- 
deutet, so  folgt  durch  logarithmische  Differentiation  dieser  Gleichung 
mit  Rücksicht  auf  (13) 

(18)  c^^'^-*^. 
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Differentiirt  man  noch  einmal,  beachtet  abermals  die  Gleichung  (13), 
und  ersetzt  die  zweite  Ableitung  von  yx  durch  ihren  aus  (G)  folgenden 
Werth 

so  ergiebt  sich 

(19)    tf  "TT" =  2y*  *  ~zr  +  *(*>*  -  **i  UfJ  > 

wo 

(20)  q{x)  =  ^M-xp{x) 

gesetzt  wurde.  Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  (17),  (18),  (19) 
die  Grössen 

yv     dx  > 
so  erhält  man 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  rj  als  algebraische  Function  von 
#,  und  die  Gleichungen 

1  /dx  i  /dx 

liefern  demnach  yv  y%  als  algebraische  Functionen  von  rr,  wenn  die 
Gleichung  (21)  keine  Identität  ist.  Es  soll  nun  gezeigt  werden, 
dass  das  letztere  nicht  der  Fall  sein  kann. 

Sollte  (21)  eine  Identität  sein,  so  müsste  die  linke  Seite  dieser 
Gleichung  von  rj  unabhängig  sein.  Nun  ist  zunächst  m(rj)  nicht  iden- 
tisch Null,  ebenso  wenig  kann  aber 

sein,  da  sonst 

wäre,  wo  cl9  e2  Constanten  bedeuten.     Es  könnte  also  nur  noch 


x 


4 

r 


(22)  [*  **i2M  +  (IMüLM)H  [m(v)f = 

L  drf  \       dr\       /  J 

sein,  wo  r  eine  von  Null  verschiedene  und  von  rj  unabhängige  Grösse 
bedeutet. 

Der  erste   Factor   der   linken    Seite   von  (22)    ist   eine   rationale 
Function  von  17,  also  müsste,  wenn  die  Gleichung  (22)  bestünde, 
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4 


[m(i?)]    =<7(i?) 
eine  rationale  Function  von  17  sein.     Daraus  folgte  aber 
(23)  m*  (V)  -  g\ri). 

Sei  nun  in  lineare  Factoren  zerlegt 

V 

wo  also 

ist,  dann  können  die  Zahlen  a1?  as,  •  •  •  ay  keinen  gemeinsamen  Theil^v^er 
besitzen,  da  sonst  M(yv  y2)  die  Potenz  einer  Form  niedrigeren  Grad»  es 
wäre.     Aus  (23)  folgt  aber 


y 


es  müsste  also  x  ein  gemeinsamer  Theiler  der  Zahlen 

4ax,  4aa,  •  •  •  4ay 

sein,  d.  h.  es  wäre,  da  die  al9  av  •  •  •  ay  theilerfremd  sind, 

x  =  4. 

In  diesem  Falle  ist  die  linke  Seite  von  (22) 

(24)  4  d*m(r)) 8_  /dffl(i?)V  # 

dif  m(v)   \   dr)    / 

da   aber   fn(rj)    mindestens    zwei    ungleiche    lineare    Factoren    entl&l-t 

kann  nicht 

(dm(ri)y 

durch  m(rf)  theilbar  sein,    darum  kann  sich   der  Ausdruck  (24)  nie!**5' 
auf  eine  Constante  r  reduciren. 

Man  kann  also  in   der  That    durch    rein   rationale  Proces^  *^ 
für  eine  vorgelegte  Differentialgleichung  (6)  entscheiden 

1)  ob  dieselbe  kein  algebraisches  Integral  besitzt, 

2)  ob  sie  ein  und  nur  ein  algebraisches  Integral  zulässt, 

3)  ob  sie  algebraisch  integrirbar  ist. 
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Für  die  algebraisch  integrirbaren  linearen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten  haben  wir  durch  den 
Kl  ein 'sehen  Satz  der  Nr.  299  (S.  151)  so  zu  sagen  eine  explicite 
Form  gefunden;  wir  sind  nämlich  im  Stande,  fünf  Typen  von  Diffe- 
rentialgleichungen hinzuschreiben ,  die  noch  eine  willkürliche  rationale 
Function  <p(x)  und  eine  beliebige  Wurzel  aus  einer  rationalen  Func- 
tion X  enthalten,  und  aus  denen  jede  algebraisch  integrirbare  lineare 
Differentialgleichung  durch  Specialisirung  hervorgehen  muss. 

Offenbar  ist  dadurch  zugleich  die  Aufgabe  gelöst ,  alle  endlichen 
Gruppen  homogener  linearer  Substitutionen  in  zwei  Variabein  yv  y2, 
beziehungsweise  projeetiver  Substitutionen  in  einer  Variabein  17  zu 
finden.  In  der  That  ist  klar,  dass,  wenn  0*  irgend  eine  endliche  Gruppe 
projeetiver  Substitutionen  von  rj  bedeutet,  und  wir  durch 

<Üe  Werthe   bezeichnen,   die   aus  17    durch   die   Substitutionen   von   # 
hervorgehen,  der  Ausdruck 

(r\  —  o)  (t?1  —  q)  .  ■  ■  (rjv__l  —  o)  _ 

»    a,  b  zwei   unbestimmte  Constanten  sind,   eine  Grösse  Z  definirt, 
r  welche  die  Schwarz'sche  Ableitung 


(1)  -  *(*) 


rd,  wo  R(Z)  eine   rationale  Function  von  Z  bedeutet.     Wir  haben 

o  unmittelbar  17  als  den  Integralquotienten  einer  linearen  Differential- 

8?1  Eichung  zweiter  Ordnung,  deren  projeetive  Monodromiegruppe  mit  fr 

***>^reinstimmt,  und  deren  unabhängige  Variable  Z  als  rationale  Func- 

^•lc>ö  von  17  erscheint.    Diese  Differentialgleichung  muss  dann,  indem  wir 

%    gleich  einer  linear  gebrochenen  Function  von  z  setzen,  in  einen  der 

tunf  Typen,  die  wir  aufgestellt  hatten,  übergehen.    Im  cyklischen  Falle 

bfc^teht  die  Gruppe,  wie  bereits  erwähnt,  aus  den  Potenzen  einer  perio- 

GÄohen  elliptischen  Substitution,   in  den  übrigen  vier  Fällen  erhalten 

^fc*  die  Substitutionen  der  entsprechenden  Gruppe,  indem  wir  z.  B.  die 

allgemeine  Primform   in    ihre   linearen    Factoren  zerlegen. 

Auf  diese  Weise  sind  also  alle  endlichen  algebraischen  Unter- 
gruppen  der  allgemeinen  linearen  homogenen  Gruppe  L  für  den  Fall 
zweier  Variabein  gefunden. 
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302.    Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,   die  durch  Würze 
aus  rationalen  Functionen  befriedigt  werden. 


Verweilen  wir  noch  einen  Augenblick  bei  der  Betrachtung  -^^j. 
linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  die  durch  die  Wm^j 
aus  einer  rationalen  Function  befriedigt  werden  können,  ohne  algebraisch 
integrirbar  zu  sein. 

Nehmen  wir  gleich  allgemein  eine  lineare  Differentialgleichung 

<*J  &  +  »'%  +  *'-*. 

die  ein  Integral  yl  besitzt,  dessen  logarithmische  Ableitung  dem  K-^b.- 
tionalitätsbereiche  angehört.  Sind  dann  die  Coefficienten  p,  q  rationa—He 
Functionen  von  x,  gehört  ferner  (A2)  zur  Fuch suchen  Classe,  und  sirz»d 
die  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichungen  rationelle 
Zahlen,  so  ist  yx  die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function. 

Sei  y„  ein  zweites,  von  yx  wesentlich  verschiedenes  Integral  v~on 
(A2),  so  müssen  die  Substitutionen  der  Transformationsgruppe  G  Von 
(A^)  oflFenbar  die  Form  haben 


(25) 


Vi  =  "Vi  7 

Diese  Substitutionen  (25)  bilden  aber  bei  willkürlicher  Wahl  A«r 
a,  ß,  y  eine  Gruppe,  und  zwar  oflFenbar  eine  algebraische  Untergrapjye 
der  allgemeinen  linearen  homogenen  Gruppe  L.  Diese  Gruppe  G  :Äst 
also  die  Transformationsgruppe  einer  Differentialgleichung  (A^),  (9e 
eine  Lösung  mit  rationaler  logarithmischer  Ableitung  besitzt. 

Betrachten  wir  eine  beliebige  Differentialgleichung  (A2),  dei  ■  **& 
Transformationsgruppe  also  L  selbst  ist.  Die  rationale  DifFerenti  -^^* 
funetion  1   dyx 

yx  dx 

$ 

ist    dann    eine    charakteristische    Invariante    der  Untergruppe    6f;    ^^vir 
fragen  nach  der  Resolvente,  der  diese  Function  Genüge  leistet. 

Nehmen  wir  an  Stelle  der  logarithmischen  Ableitung  von  yx  cfcfl 
Ausdruck  l  dy 

so  bleibt  derselbe  nicht  nur  bei  den  Transformationen  von  G7  sondern 
auch  dann  ungeändert,  wenn  wir  von  der  Differentialgleichung  (As)  durch 
die  Substitution 


.** 


>r 
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1  einer  äquivalenten  Differentialgleichung  übergehen.  Wählen  wir 
so  k  so,  dass  die  Differentialgleichung  für  t)  die  canonische  Form 

v  S-O'+s:-.)» 

•hält,  so  ergiebt  sich  unmittelbar 

Ul  ~  t)t    dx>  dx    —   tix    rf**  Wl    > 

h.  tij  genügt  der  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

l6)  35  +  «*  +9-1»  -rf|-=0, 

e  also  die  gesuchte  Resolvente  darstellt. 

Man  bezeichnet  eine  Differentialgleichung  von  der  Form  (26)  ge- 
öhnlich  als  eine  Riccati'sche  Differentialgleichung.  Wir  können 
um  sagen: 

Damit  die  Differentialgleichung  (AJ  ein  Integral  mit 
.tionaler  logarithmischer  Ableitung  besitze,  ist  erforderlich 
id  hinreichend,  dass  die  Riccati'sche  Differentialgleichung 
C)  durch  eine  rationale  Function  befriedigt  werde. 

Sei  R(x)  diese  rationale  Lösung  von  (26),  so  ist  also 

a  =  ^  4-^-  —  —  —R" 
q      p  ^  dx       dx        n  > 

h.   eine  Differentialgleichung  (A2),   die  ein   Integral  mit    rationaler 
garithmischer  Ableitung  besitzt,  hat  die  Form 

dar  dx        \  dx        dx  / 

3  R  eine  beliebige  rationale  Function  bedeutet. 

Eine  solche  Differentialgleichung  ist  stets  durch  Quadraturen 
fcegrirbar;  man  erhält  nämlich 

f(R(x)—p)dx  /*  —2  fR(z)dx    7 

yx  =  eJ  K         P)     ,    y2  =  yl  j  e     *>  dx. 

Die  Gruppe  G  ist  eine  continuirliche,  sie  wird  nämlich  aus  den 
ßi  infinitesimalen  Transformationen 

c£  cf  df_ 

-emgt.  In  derselben  sind  alle  continuirlichen  algebraischen  Unter- 
L*ppen  von  L  als  Untergruppen  enthalten,  wenn  man  von  der  spe- 
Xlen  linearen  Gruppe  L  absieht.  Man  findet  nämlich  durch  einfache 
^cussion,  dass  ausser  L  und  G  nur  folgende  continuirliche  alge- 
rische Untergruppen  von  L  möglich  sind: 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.   11,2.  11 
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df  df    .  df 

y,  tt-1-  ,     a%  y,  -~—  +  a9  y9  5 — , 
1  ^yt'       l   l  cyx  '      2:f*  dy%' 

IL  <LLjl-      IL 

y*dyS     yidyx  ~r  y*  dy9> 

df_  df_ 

y^dy^      y*cy2> 

df    ,  df 

K 
Vldy*' 

d£.         df 
^cy^^öy*' 

Wir  haben  die  Gruppen  durch  die  infinitesimalen  Transformationer  -^3ei 
charakterisirt,  aus  denen  dieselben  erzeugt  sind;  av  a%  bedeuten  zw^s^^ei 
beliebige  von  einander  verschiedene  Constanten ,  deren  Verhaltninr"^-  » 
rational  sein  muss,  damit  die  betreffende  Untergruppe  eine  algebraii 
sei.  Eine  weitere  Discussion  dieser  Gruppen  führt  zu  keinem 
merkenswerthen  Ergebnisse. 

Von   einer  Differentialgleichung,    die  ein  Integral   mit   rationall 
logarithmischer  Ableitung  besitzt,  kann  man  durch  eine  Substitution 

y  =  kt) 

zu   einer  Differentialgleichung  übergehen,   die  durch   eine  ganze  ratL 
nale  Function  befriedigt  wird  (vergl.  Nr.  178,  Bd. II,  1,  S.  172),  sofern 
voraussetzt,   dass  die  Differentialgleichung  etwa  rationale  Coefficient^n 
besitzt  und  zur  Fuchs 'sehen  Classe  gehört.  Die  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung,  deren  eine  Lösung  eine  ganze  rationale  Function  isty 
sind  in  der  Potentialtheorie   von  hervorragender  Bedeutung.     Sie  be- 
sitzen aber  auch  ein  hervorragendes  analytisches  Interesse,   besonders 
durch  die  ausgezeichneten  Eigenschaften,   die  für  die  Nullstellen  jener 
ganzen  rationalen  Integrale  bestehen.     In  der  neueren  Zeit  haben  sieb 
besonders    die    Herren  Hurwitz   und    Klein   mit   darauf  bezügliche** 
Untersuchungen  beschäftigt;  wir  begnügen  uns  damit,  auf  diese  Frage*1 
hinzuweisen. 


303.   Das  Poincarö'sche  Prinoip  für  den  Fall  von  drei  singulare* 

Punkten. 

Wir  wollen  nunmehr  eine  Verallgemeinerung  der  für  die  DiffereD 
tialgleichung  der  Gauss 'sehen  Reihe  entwickelten  Resultate  darleger 
die  nach   der  Richtung   des  in  dem   elften  Abschnitte   verfolgten   G( 
dankenganges  liegt  und  von  Herrn  Poincare  herrührt.   Die  Bedeutun 
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ieser  Verallgemeinerung  wird  am  klarsten  hervortreten,  wenn  wir 
ir  die  Gauss 'sehe  Differentialgleichung  das  Princip  zur  Anwendung 
ringen,  vermöge  dessen  Herr  Poincare  aus  der  in  Rede  stehenden 
"erallgemeinerung  das  Resultat  erzielt  hat,  dass  sich  für  jede  lineare 
Differentialgleichung  mit  algebraischen  Coefficienten  abhängige  und 
nabhängige  Variable  als  eindeutige  Functionen  eines  Parameters  dar- 
bellen lassen. 

Wir  hatten  gezeigt,  dass  die  Function,  die  aus  der  Dreiecksfunction 

urch  Umkehrung  hervorgeht,  wenn  die  d1?  d2,  d3  die  Form 

i    =—  (x=  1,2,3) 

*  9X 
sitzen,  wo  gv  gv  g3  positive  ganze  Zahlen  oder  unendlich  gross  sind, 
ine  eindeutige  Function  ist,  die  innerhalb  eines  einfach  zusammen- 
fügenden von  den  Unbestimmtheitsstellen  begrenzten  Bereiches  exi- 
fcirt  und  bei  Anwendung  einer  gewissen  discontinuirlichen  Gruppe  0* 
rojeetiver  Substitutionen  ungeändert  bleibt.  Innerhalb  des  Funda- 
entalbereiches  dieser  Gruppe  nimmt  die  Function  z  von  17  jeden 
rerth  mit  Ausnahme  von  0,  1,  oo  einmal  und  nur  einmal  an. 
Sei  nun  eine  Function 

y  =  f{x) 

^gelegt,  die  sich  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  der  x- Ebene,  mit 
usnahme  der  Stellen  0,  1,  oo,  eindeutig  verhält.  Wenn  die  Function 
pc)  die  Eigenschaft  hat,  dass  jeder  ihrer  Zweige  nach  einer  endlichen 
ftzahl  von  Umkreisungen  der  Punkte  0,  1,  oo  zu  seinem  Ausgangs- 
©rthe  zurückkehrt,  so  bezeichnen  wir  mit  hx  die  kleinste  positive 
i&ze  Zahl,  die  so  beschaffen  ist,  dass  jeder  Zweig  von  y  nach 
-xnaliger  Umkreisung  des  Punktes  x  =  0  zu  seinem  Ausgangswerthe 
U*Ückkehrt,  und  mit  ä2,  ä8  die  analogen  Zahlen  für  x=  1  und  x=  oo. 
*lls  es  für  einen  der  Verzweigungspunkte  0,  1,  oo  keine  endliche  ganze 
lhl  giebt,  die  die  Anzahl  der  erforderlichen  Umläufe  liefert,  nach 
ren  Ausführung  jeder  Zweig  von  f(x)  zu  seinem  Anfangswerthe  zu- 
ckkehrt,  so  nehmen  wir  das  entsprechende  hx  unendlich  gross.  Setzen 
*"   dann 

'  ist  y  eine  eindeutige  Function  von  rt. 

In  der  That  ist  y  als  Function  von  rj  in  der  Umgebung  jeder 
'^Ue  deg  Existenzbereiches  der  durch  die  Gleichung  (1)  definirten 
Ju*\ction  x  von  rj  eindeutig,   also   un verzweigt,   und  da  der  Existenz- 

11* 
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bereich  der  Umkehrungsfanction  der  Dreiecksfunction  rj  ein  einfach  zu- 
sammenhängender ist,  so  y  eine  allenthalben  eindeutige  Function  von  r\ 
Da  x  ebenfalls  eindeutig  in  rj  ist,   so  haben  wir  also  die  functio 
nale  Beziehung  zwischen  y   und  x  dadurch  dargestellt,    das&> 
wir  beide  Variable  als   eindeutige  Functionen  der  durch  di> 
Gleichung  (1)  definirten  dritten  Variabein  rj  ausdrücken. 
Wenn  die  Function  y  von  x  nicht  die  Verzweigungspunkte  0,  1, 
sondern  drei  beliebige  Verzweigungsstellen  a,  by  c  besitzt,  so  haben  w 
an  Stelle  der  Gleichung  (1)  die  Gleichung 


/l       1      J_     x  —  a  b  —  c\ 


zur  Definition  von  rj  anzuwenden. 

Wir  sind  also  auf  Grund  des  angewandten  Princips,  welches 
als  das  Poincare'sche  Princip  bezeichnen  wollen,  in  der  Lage, 
jede  Function  y  von  x,  die  nur  drei  Verzweigungspunkte  besitzt,  einzmen 
als  Dreiecksfunction  definirten  Parameter  rj  anzugeben,  als  dessen  ein- 
deutige Functionen  die  beiden  Variabein  y  und  x  darstellbar  sind. 

Diese  Darstellung  ist  also  stets  anwendbar,  wenn  y  als  Functrmon 
von  x  durch  eine  algebraische  Gleichung  mit  nur  drei  Verzweiguimgs- 
punkten,  oder  als  das  Integral  einer  linearen  Differentialgleichung  xnit 
drei  wesentlichen  singulären  Punkten  definirt  ist.  Insbesondere  werden 
wir  also,  wenn  eine  Gauss 'sehe  Differentialgleichung  vorgelegt  ist, 

(2)  x(l-x)dll+\y-{a  +  ß  +  \)x]d£-aßy  =  0, 

den  Parameter  r\  in  folgender  Weise  bestimmen  können. 
Falls  die  Zahlen 

(3)  \—y\         y-a-ß,         a  -  ß 

rational  sind,  so  nehmen  wir  hv  A2,  h3  der  Reihe  nach  gleich  de** 
Nennern  dieser  als  reducirte  Bräche  geschriebenen  Zahlen;  falls  eine 
der  Zahlen  (3)  gleich  Null  oder  nicht  rational  ist,  so  haben  wir  i&* 
entsprechende  Ax  unendlich  gross  zu  wählen.  Der  Parameter  rj  v&* 
dann  durch  die  Gleichung  (1)  definirt. 

Seien    nun    insbesondere  die  Zahlen  (3)  selbst    reeiprok 
ganze  Zahlen  oder  Null,  und  bezeichne  £  einen  Integralquotienter 

g  =  S(|l-y|,     \r  —  a-ß\,     \«-ß\,x) 

von    (2),    so    ist    x    eine    eindeutige   Function    von    £.     Seien    fern 
\i  \>  K    d1^   ganze  Zahlen,    die   der  Reihe  nach   durch   die  Neni 
der  Zahlen  (3)  th eilbar  sind;  sollte  einer  dieser  Nenner  unendlich  gr 
sein,   so  wäre  auch  das  entsprechende  h   unendlich  gross  zu  nehn 
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andererseits  ist,  wenn  ein  hx  unendlich  gross  genommen  wird,  die  Be- 
dingung der  Theilbarkeit  durch  jede  ganze  Zahl  als  erfüllt  anzusehen. 

Auf  Grund  des  Poincare'schen  Princips  ist  dann  g  ebensowohl 
wie  jede  Losung  der  Differentialgleichung  (2)  eine  eindeutige  Fun- 
tion  von 

v=s(k'  k'  k9  x)} 

und  wir  sagen  von  der  Dreiecksfunction  rj,  beziehungsweise  von  der 
zugehörigen  Gauss 'sehen  Differentialgleichung,  sie  sei  der  Dreiecks- 
function g,  beziehungsweise  der  Differentialgleichung (1)  untergeordnet 
oder  subordinirt. 

Es  ist  evident,  dass,  wenn  für  eine  Function  y  von  x  die  Dreiecks- 
function g  den  Parameter  der  eindeutigen  Darstellung  liefert,  auch  jede 
der  Function  £  untergeordnete  Dreiecksfunction  rj  die  Eigenschaft  be- 
sitzt, dass  y  und  x  als  eindeutige  Functionen  derselben  erscheinen. 

Nun  ist  offenbar  die  inverse  Function  der  Modulfunction 

(4)  r  =  s(0,  0,  0,  x) 

jeder  eindeutig  umkehrbaren  Dreiecksfunction  untergeordnet,  wir 
BchUessen  also,  dass  für  jede  Function 

y  =  /■(*), 

die  nur  die  drei  Verzweigungspunkte  0,  1,  oo  besitzt,  die 
Grösse  r  einen  Parameter  liefert,  durch  welchen  sich  y  und  x 
eindeutig  darstellen  lassen. 

Diese  merkwürdige  Eigenschaft  der  Modulfunction  beruht  auf  dem 
Umstände,  dass  x  als  Function  von  x  die  drei  Werthe  0,  1,  oo  inner- 
halb des  einfach  zusammenhängenden  Bereiches  der  r-  Ebene,  wo  sich 
x  wie  eine  rationale  Function  verhält,  überhaupt  nicht  annimmt,  d.  h. 
**©  wir  uns  kurz  ausdrücken  wollen,  darauf,  dass  die  Modulfunction 
<"©  drei  Werthe  0,  l,oo  ausläset,  ähnlich  wie  die  Exponentialfunction 

eu 
*e   AVerthe  0  und  oo  auslässt.     Die  letztere  Eigenschaft  der  Exponen- 
toalfonction  bewirkt,  dass  eine  Function 

y  =  f(z), 

^e  Xiur  die  beiden  Verzweigungspunkte  0  und  oo  besitzt,  eine  eindeu- 
"8^    Function  von  u  wird,  wenn  wir 

x  =  e 
sete^n.  ähnlich  wird  eine  Function  mit  den  drei  Verzweigungspunkten 
fy  *>  oo  eine  eindeutige  Function  von  r,  wenn  wir  x  gleich  der  Modul- 
fa^tdon  von  x  nehmen. 
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Diese  Eigenschaft  der  Modulfunction  ist  in  einzelnen  besondere 
Fällen  schon  vor  längerer  Zeit  bemerkt  worden.    So  fallen  z.  B.  unte 
dieselbe    die    Formeln,    durch    welche    Jacob i    in    den   „Fandamen 
nova  etc."  die  Grössen  K}  K',  x',  log  x  ,  log  x     als  eindeutige  Functione 
von  x  darstellt.     Bezeichnet  man  ferner  durch 

u  =  x  ,      v  =  X 

die  Quadrate   der  Moduln  zweier  elliptischer  Integrale  erster  Gattung  _^^ 

die  durch  eine  Transformation  vom  Primzahlgrade  n  auseinander  hervo  ^ )r. 

gehen,  so  besitzt  die  zwischen  u  und  v  bestehende  algebraische  ftHrhur^n 

0  (u9  v)  =  0, 

die  sogenannte  Modul argleichung,  wie  Herr  Hermite  gezeigt  h  -^m&t 
die  Eigenschaft,  dass  v  als  Function  von  u  sich  nur  an  den  Stellen^^ 

w  =  0,      u8 — 1  =  0,      u  =  OO 

verzweigt.     Hieraus  folgt  sofort  die  Möglichkeit  der  von  Herrn  H    Gr- 
ünte gegebenen  Darstellung  von  u  und  v  als  eindeutiger  Functionen     «fes 
zum   Modul  x    gehörigen  Periodenquotienten  r,  die  für  n  =  5  die  /Auf- 
lösbarkeit der  allgemeinen  Gleichung  fünften  Grades  durch  elliptische 
Functionen  nach  sich  zieht.     Endlich  hat  Herr  Klein   die   eindeutige 
Darstellbarkeit    einer    beliebigen   Dreiecksfunction    von    x    durch    die 
Grösse  r  bemerkt. 

Wenn  es  gelänge,  eine  eindeutige  Function 

x  =  <p(rj) 

herzustellen,  für  welche  der  Bereich,  wo  sich  diese  Function  wie  ei 
rationale  Function  verhält,  ein  einfach  zusammenhängender  ist,  und 
6  beliebig  vorgeschriebene  complexe  Werthe 

auslässt,  so  würde  jede  Function  y  von  x,  die  keine  anderen  Verzwei 
punkte  wie  av  a29  •  •  •  aa  besitzt,   vermöge  des  Poincarä'schen  Pri 
cips  als  eindeutige  Function  von  rj  darstellbar  sein;   man  könnte 
mit  Hülfe  einer  solchen  Function  die  allgemeine  Lösung  einer  lin 
Differentialgleichung  mit  der  unabhängigen  Variabein  x,  deren  samnr 
liehe  wesentliche  singulare  Stellen  unter   den  av  av  •  •  •  a    enthal 
sind,   simultan   mit  x  als   eindeutige  Function  des  Parameters  rj  da£^ 
stellen,   ähnlich  wie  man   die  durch  eine  algebraische  Gleichung  vo 
Bange  Null  verknüpften  Variabein  als  rationale,  die  durch  eine  Gle 
chung   vom  Range  Eins   verknüpften  als   elliptische  Functionen  ein 
Parameters  darstellt. 


303.    Das  Poincar^'sche  Princip.  167 

Die  Untersuchungen  von  Herrn  Poincare  haben  gelehrt,  dass  eine 
solche  Function  in  der  That  stets  angegeben  werden  kann  und  zwar 
erscheint  dieselbe  als  die  Umkehrungsfunction  des  Integralquotienten 
einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  rationalen 
Coefficienten.  Wir  werden  im  Folgenden  diese  Untersuchungen  darzu- 
legen haben,  und  beschranken  uns  dabei  auf  diejenigen  Fälle ,  die  für 
die  Erreichung  unseres  Zieles,  d.  h.  für  die  Darstellung  der  abhängigen 
und  unabhängigen  Variabein  einer  linearen  Differentialgleichung  als 
eindeutige  Functionen  eines  Parameters  ausreichend  sind. 


Fünfzehnter  Abschnitt. 
Theorie  der  Fuchs' sehen  Functionen. 

Erstes  Kapitel. 

304.    Fuchs 'sehe   Gruppen.     Zwei  Beispiele.     Bedingungen  für       ^ 

Discontinuität. 

Wir  hatten  am  Schlüsse  der  Nr.  216  (Bd.  II,  1,  S.  346)  die  Fr-»g 
aufgeworfen,  ob  sich  in  der  Differentialgleichung 

(i)  S -*<*>*' 

wo  q(z)  durch  die  Formel 

(la)  q(ß) ^ {  -  1  (1  -  <  +  1)ü-,_,(«) 

JJ(z-ax) 


2=1 

_ä i^rz 4"  C1  -  vj 

gegeben  ist,  und  wo  die  Grössen 

*1>    Ö2>    '"   do>    'a+1 

als  reeiproke  ganze  Zahlen  oder  Null  vorausgesetzt  werden,  die  Coeffi- 
cienten  der  ganzen  Function  vom  Grade  6  —  2  2?a__g  (#)  so  bestimmen 
lassen,   dass  die  unabhängige  Variable  z  eine  eindeutige  Function  des 
Integralquotienten   rj   wird.     Wir   werden   diese  Frage   nicht  in  ihrer 
vollen  Allgemeinheit  behandeln,  sondern  die  Existenz  von  Differential- 
gleichungen von  der  gewünschten  Beschaffenheit  zu  erweisen  suchen, 
die   als   die   unmittelbare    Verallgemeinerung    derjenigen    Gauss'schen 
Differentialgleichungen  erscheinen,  die  zu  eindeutig  umkehrbaren  Drei- 
ecksfunetionen  erster  Art  führen. 

Wir  behandeln  zunächst  die  projeetive  Monodromiegruppe  #,  indem 
wir  voraussetzen,  dass  die  Substitutionen  derselben  Verschiebungen 
in  dem  in  der  Nr.  285  (S.  101 )  fixirten  Sinne  sind,  und  zwar  möge 
der  Orthogonalkreis  0  ein  realer  Kreis  mit  nicht  verschwinden- 
dem Radius  sein. 
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Eine  discontinuirliche  projective  Gruppe  #,  deren  Substitutionen 
einen  realen  Kreis  mit  nicht  verschwindendem  Radius  ungeändert  lassen, 
nennt  man  nach  Herrn  Poincare  eine  Fuchs'sche  Gruppe. 

Die  zu  den  eindeutig  umkehrbaren  Dreiecksfunctionen  erster  Art 
gehörigen  Gruppen  fr  sind  also  Fuchs'sche  Gruppen. 

Für  diese  war  der  Fundamentalbereich  F0  ein  innerhalb  des  Ortho- 
gonalkreises gelegenes  Kreisbogenviereck,  dessen  Seiten  den  Ortho- 
gonalkreis unter  rechtem  Winkel  schneiden.  Entsprechend  den  drei  sin- 
gulären  Punkten 

hatten  wir  in  JF0  drei  Cykeln  von  Ecken  mit  den  Winkelsummen 

2%dv      2n8v      2jrds. 

S^  Wir  wollen  nun  allgemeine  Gruppen  «0-  betrachten,  deren  Funda- 
mentalbereich F0  die  /olgende  Beschaffenheit  besitzt. 

1.  In  Bezug  auf  die  Anordnung  der  Ecken  und  Seiten  möge  FQ 
von  der  Art  sein,  wie  der  in  der  Nr.  211  (Bd.  II,  1,  S.  320)  betrachtete 
Bereich  FQf  d.  h.  FQ  sei  begrenzt  von  2  6  einen  zusammenhängenden 
Curvenzug  bildenden  Seiten 

*i,  *;,  *2>  *;,•••  sa,  v 

Diese  6  Seitenpaare  mögen  durch  gewisse  gegebene  Substitutionen   j 
Al7  A^y  •  •  •  Aa7  die  wir  als  elliptische  oder  parabolische  voraussetzen, 
in  einander  transformirt  werden,  und  der  Schnittpunkt  A    der  Seiten 
s    und 

X 

S'  =  As„  (x=l,2,-..  a) 


1 


sei  ein  Doppelpunkt  von  Ax7  und  zwar,  wenn  die  Substitution  Ax  eine 
elliptische  ist,  derjenige,  der  bei  der  canonischen  Form 


=  e       * 


im  Zahler  auftritt,  falls 

0<*X<1 

ist.    Ebenso  sei  der  Schnittpunkt  A   .  t  von  st  und  sa  ein  Doppelpunkt 
der  Substitution 

F1  A"1  •  •     A'1 

1      ^2  a 

iann  sind  die  Schnittpunkte  A^_x  von  sx   und  sx  aus  ka  ,  t  durch  die 
Substitutionen  A±A%  •  •  •  Ax  transformirt, 


Aa+l  =  Al      A2       •••    A'a      > 
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und  nach  dem  Satze  II  der  Nr.  210  (Bd.  II,  1,  S.  310)  sind  die  Winkel 
in  den  je  einen  Cyklus  bildenden  Ecken  Ax  gleich  2jrdx,  während  di 
Winkelsumme  in  den  Ecken 

2  2  2<a-x) 

die  zusammen  einen  Cyklus  bilden,  2n8a  ,  x  beträgt. 

2.  Die  Substitutionen 

Av  A*>  "•  Aa>  Ao+l 

seien  Verschiebungen  in  Bezug  auf  den  gegebenen  Orthogonalkreis 
und  wenn  Axrj  eine  elliptische  Substitution  ist,  so  sei  Ax  der  inner 
0  gelegene  Doppelpunkt  derselben.    Für  eine  parabolische  Substitutic 
wissen  wir,  dass  ihr  Doppelpunkt  auf  der  Peripherie  von  0  liegt. 

3.  Die  Winkelsummen 

2xölf  2xtt,  •••  2nda,  2xda+1 

bei  den  (p  -f-  1)  von  den  Ecken  des  Bereiches  F0  gebildeten  Cyb 
seien  aliquote  Theile  von  2jt  oder  Null. 

4.  Die  Seiten  von  F0  seien  Kreisbogen,  die  den  Orthogonalkreis 
unter  rechtem  Winkel  schneiden. 

Um  eine  Vorstellung  davon  zu  erlangen,   welche  Beschränkung — 
für  die  Fundamentalsubstitutionen  Av  Ai7  •  •  •  Aa  die  gemachten  V< 
aussetzungen  über   die  Beschaffenheit  von  FQ   mit   sich   bringen, 
trachten  wir  zwei  einfache  Beispiele. 

Wir  nehmen  rj  so,    dass  der  Orthogonalkreis  0  die  reale   17- 
wird  und  betrachten  die  obere  17  -Halbebene  als  das  Innere  des  Ort 
gonalkreises.     Die  Verschiebungen  sind  dann   einfach  dadurch  c 
terisirt,  dass  dieselben  projective  unimodulare  Substitutionen 

mit  realen  Coefficienten  sind. 

Sei  dann  ö  =  3,  und  nehmen  wir  vier  elliptische  Substitute 

AV       A2>       A3>       A4y 

so  haben  dieselben  zunächst  der  Bedingung 

(2)  ^M,AA  =  1 

zu  genügen.     Denken  wir  uns  ferner  die  Substitution  A    in  der  ca«  — **°" 
irischen  Fora 

A  rj  —  X  17  —  X 
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schrieben,  wo  Ax  einen  Punkt  der  oberen  Halbebene,  Äx  seinen  con- 
girten  Punkt,  dx  eine  reale  positive  Grösse  bedeutet,  so  müssen  die 
thlen 

su  *2>  *s>  *4 

ciprokc  ganze  Zahlen  sein.     Diese  beiden  Beschrankungen  sind  aber 
ch   nicht  hinreichend.     Es  müssen  die  drei  Punkte  A17  A2,  A3  noch 
beschaffen  sein,  dass  sie  mit  den  Punkten 


7\ 


i  Sechseck  bilden  können,  dessen  Seiten  Kreisbogen  sind,  deren 
mtren  auf  der  realen  Axe  liegen  und  in  welchem  die  Winkel  bei 
,  A2,  A3  beziehungsweise  gleich  27tSv  2jrd2,  2?rd3  sind,  und  die 
imme  der  Winkel  bei  A4,  A4,  A4'  genau  2itd^  betragt 

Denken  wir  uns  also  die 
mkte  Ap  A2,  As  durch  Kreis- 
>gen  verbunden,  deren  Centren 
f  der  realen  Axe  liegen,  so 
liss  das  so  entstehende  Kreis- 
►gendreieck  bei  kv  A2,  A3  Win- 
1  besitzen,  die  beziehungsweise 


Fig.  29. 


einer   sind   als    2itdv  2n8v  2itdy    In   Formeln    lauten    diese    Be- 
ngungen 


) 


arg  = 


x%     xx 


h-x 


x2  —  xt 


arg? 


*3  *2 


*3         *2 


arg  = 


xl     x3 


xx     x9 


7     1 

A3         Al 

*1  ~~  *2 

xt  —  X^ 

*2  3 

x%  —  x9 


-  <2*dv 


<  2ndv 


<2ä<L. 


iese  sind  in  Verbindung  mit  den  beiden  oben  angegebenen  Bedingungen 

»thwendig  und  hinreichend  dafür,  dass  der  Fundamentalbereich  FQ  der 

ls  der  Basis 

Av  Av  Av  A4 

zeugten  Gruppe  #  die  verlangte  Beschaffenheit  habe  (vergl.  Fig.  29). 
Wenn  für  6  =  3  die  vier  Substitutionen  Av  A%y  Av  AA  parabolische 
in  sollen,  so  müssen  die  Doppelpunkte  A1?  A2,  A3,  A4  reale  Grössen 
in.  Die  Bedingung  (2)  muss  erfüllt  sein,  und  überdies  müssen  die 
inkte 

\j    A'V    ^3>    ^4»    *f»      4 
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in   dieser   Reihenfolge    aufeinander  folgen,    wenn  man    sich    die    real 
i?  -Axe  in  der  einen  oder  der  anderen  Richtung  durchlaufen  denkt.    Di 
Substitutionen  Alf  A^,  Av  die  beziehungsweise  die  Seiten  st  in  $'l9 
in  s2,  sz  in  s'$  verwandeln  (vergl.  Fig.  30),  lauten,  da 

A4  =  A9  A4  ,      A4  =  -4a kl7      A4  =  Ax kA 


sein  muss: 

l        l.i                 l 

/  ä  \ 

Al  *1  —  *1           *1  —  *i            *4  —  *l            *4  —  ll  J 
1              1.1                          1 

(4) 

•^iV          *•%            ri          *2           *4          *j            *4 —  ** 
1             1.1                          1 

A^  7}        Aj          r;        i3          Xj        *j         a^       Aj 

und  die  Bedingung,  dass 

A4  =  (A^A^A^ 

eine  parabolische  Substitution  sein  soll,  lässt  sich  in  der  Form 

(5)       (i4  -  A,)8  ft  -  X$  (a;  -  A,)2  -  (A4  -  AJ*  (A4  -  A,)*  (A4'  -  A. 

darstellen,   wo    nach  Ausziehen  der  Quadratwurzel  auf  beiden   Seifc«xi 
die  Vorzeichen  so  zu  bestimmen  sind,   dass  dieselben  bei  der  jew&xls 
stattfindenden   Lage  der  Punkte  k   beiderseits   übereinstimmen.     Sind 
fünf  von  den  Punkten  k  bekannt,  so  ergiebt  sich  der  sechste  gemäss  der 
Gleichung  (5)  durch  einfache  lineare  Construction  (vergl.  Fig.  30),  und 


Fig.  so. 

die  Substitutionen  Av  Av  A3   sind  dann    durch   die  Formeln  (4)  be- 
stimmt. 

Wir  behaupten  nun:  Wenn  der  die  Gruppe  O  bestimmende 
Fundamentalbereich  F0  denBedingungen  1. bis 4.  Genüge  leistet, 
so  ist  die  Gruppe  &  eine  discontinuirliche,  d.  h.  es  kann  sich 
niemals  ereignen,  dass  die  aus  FQ  durch  die  Substitutionen 
von  #  entstehenden  Bereiche 
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F 

einander  überdecken. 

Zufolge  der  in  der  Nr.  285  (S.  101,  102)  für  die  als  Verschiebungen 
charakterisirten  projectiven  Substitutionen  zusammengestellten  Sätze 
und  die  Seiten  sx  von  JF0  schon  von  selbst  Kreise,  die  den  Orthogonai- 
creis  0  unter    rechtem   Winkel   schneiden,    sofern    die    Seiten   s    als 

'  X 

solche  Kreise  angenommen  werden.  Ferner  liegt  der  Bereich  F0  ganz 
nnerhalb   von  0,   es  werden   folglich  auch   alle  mit   demselben   con- 

jmenten  Bereiche 

F 

i  xi »  i  *2 » *  *  ■  i  *v 

nnerhalb  0  liegen  und  von  Kreisen,  die  den  Orthogonalkreis  senkrecht 
schneiden,  begrenzt  werden. 

Hiernach  lässt  sich  der  Discontinuitätsbeweis  für  die  Gruppe  #  in 
lern  Falle,  wo  alle  Substitutionen 

parabolische  und  demnach  alle  Winkel  von  FQ  gleich  Null  sind,  in 

renau  derselben  Weise  führen,  wie  im  Falle  der  Modulfunction  (Nr.  272, 

3.  50). 

In    der   That   theilen   die   Seiten   von  F0   das   Innere   von  0   in 

\ö-\-\  Bereiche,  nämlich  FQ  selbst  und  die  26  sichelförmigen  Gebiete 

.wischen   0  und  den  2ö  Seiten  von  F0.     Der  Bereich  F+x,   der  mit 

F0  längs  der  Seite  sx,  beziehungsweise  s'x  zusammenhängt,  befindet  sich 

lann    ganz   innerhalb    der   von    dieser   Seite    und   der   Peripherie   von 

J    begrenzten    Sichel.     Gehen  wir   von  F+x    zu    einem   benachbarten 

Sereiche 

F 

iber  und  fahren  so  fort,  so  werden  wir,  wenn  auf  diese  Weise  eine 
*ewisse  Anzahl  von  Bereichen 

/  +  Xj  ,  X^  |   ■  •  *    jl  *y 

onstruirt  worden  ist,  das  Innere  von  0  in  eine  Anzahl  von  Par- 
ellen  zerlegt  haben,  nämlich  in  die  construirten  Bereiche  einerseits 
nd  die  von  den  freien  Seiten  derselben  und  der  Peripherie  von  0  be- 
"renzten  Sicheln  (£x,  ß2,  •  •  •  andererseits. 

Construiren  wir  nun  weiter  den  mit  einem  der  äussersten  Be- 
eiche  (G)  längs  einer  freien  Seite  zusammenhängenden  Bereich,  so  liegt 
erselbe  ganz  innerhalb  der  von  jener  freien  Seite  begrenzten  Sichel, 
s  ist  folglich  nicht  möglich,  dass  von  den  mit  JF0  congruenten  ße- 
eichen  zwei  sich  gegenseitig  überdecken. 
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In  dem  allgemeinen  Falle,  wo  einige  der  Substitutionen 

Av  Av  '  ' '  A*>  Aa+i 
oder  auch  alle  diese  Substitutionen  elliptische  sind,  hat  man  das  für 
die  Dreiecksfunctionen  in  den  Nummern  286,  287  benutzte  Beweisver- 
fahren anzuwenden.  In  der  That  wurde  dasselbe  a.  a.  0.  so  gefasst, 
dass  es  ohne  weiteres  auf  den  jetzt  vorliegenden  allgemeinen  Fall  an- 
wendbar bleibt,  man  hat  nur  auf  S.  109  (Zeile  10  v.  u.)  an  die  Stelle  der 
dort  in  Betracht  kommenden  drei  Substitutionen  Alf  Av  A^  die  6  -f-  1 
Substitutionen 

Al>    At>'"    Ao  +  l 

zu  setzen. 

Dieses  Beweisverfahren  lehrt  uns  zugleich,   dass  die  von   der  Ge- 

sammtheit  der  Bereiche 

F 

gebildete  Fläche  F  das  Innere  des  Orthogonalkreises  nicht  nur  einfacF^> 

sondern  auch  lückenlos  bedeckt  und  ferner,  dass  wenn  wir  statt  vor 

F   von  dem  ausserhalb  0  liegenden  Spiegelbilde   von  F0  ausgeganger 

wären,  die  Bereiche,  die  aus  diesem  Spiegelbilde  durch  die  Substitution? 

von  O  hervorgehen,  das  Äussere  von  0  einfach  und  lückenlos  bedecfef ^>*»4 

haben  würden. 

Die  durch  FQ  bestimmte  Gruppe  &  ist  also  für  zwei  Gontinna  voc^  ^^ou 
Punkten,  nämlich  für  alle  Punkte  innerhalb  und  für  alle  Punkte  ausse^^^r. 
halb  von  0  eigentlich  discontinuirlich,  die  Peripherie  von  0  dEzi- 
gegen  ist  überall  dicht  besetzt  von  den  Doppelpunkten   der  parab^n*?- 
lischen  und  hyperbolischen  Substitutionen  der  Gruppe  #. 


< 


305.    Fuchs 'sehe  Functionen.     Die  Fuchs 'sehen  Thetareihen  v^^>» 
Poincare\     Erster  Ansatz  zum  Convergensbe weise. 

Der  in  den  Nummern  213,  214  (Bd.  II,  1,  S.  327)  gelieferte  E^^-J" 
stenzbeweis  lehrt  nun  sofort,   dass  es  Functionen  3E  von  r\  giebt,  ci*   ~*e 


es 


sich  innerhalb  F0  wie  rationale  Functionen  verhalten  und  bei  den  Su» 
stitutionen  der  Fuchs 'sehen  Gruppe  tr  ungeändert  bleiben.  Wir  nen»-*^^11 
diese  Functionen  nach  Herrn  Poincare  Fuchs'sche  Function  ^^*n 
von  r}.  Dieselben  sind  (Nr.  216,  Bd.  II,  1,  S.  345)  eindeutige  F 
tionen  von  17,  die  nur  innerhalb  der  Fläche  F}  d.  h.  im  Innern  *1 
Orthogonalkreises  0  existiren;  sie  lassen  sich  durch  eine  derselben,  J) 
die  innerhalb  F0  jeden  Werth  nur  einmal  annimmt,  rational  darstelle 
und  rj  ist  als  Function  von  z  betrachtet  der  Integralquotient  ein 
linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  von  der  Form  (1). 


3X 
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Fenn  wir  die  Function  z  dadurch  fixiren,  dass  sie  für 

17  =  Ax,  A2,  Aff+1 

ingsweise  die  Werthe 

z  =  0,  1,  oo 

aen  soll,   so  sind  die   übrigen   singulären  Stellen  a3,  a4,  •  •  •  « 
),  die  den  Punkten 

V  =  A3>    K>    '  "  '    Ar; 

ichen,  ebenso  wie  die  übrigen  in  q(z)  enthaltenen  Parameter  ein- 
bestimmt. 

rir  wollen  nun  eine  Darstellung  der  Fuchs'schen  Functionen 
.  lernen,  die  uns  zugleich  einen  neuen  Beweis  für  die  Existenz 
•  Functionen,  die  zu  einer  Fuchs'schen  Gruppe  fr  gehören,  lie- 
ird.  Diese  Darstellung  wird  uns  die  Fuchs'schen  Functionen 
otienten  zweier  nach  demselben  Gesetze  gebildeter  unendlicher 
liefern,  ähnlich  wie  man  z.  B.  in  der  Theorie  der  ellipti- 
Functionen  die  eindeutigen  doppeltperiodischen  Functionen  als 
Uten  von  Thetareihen  darstellt.  Die  elliptischen  ebensowohl,  wie 
der  Theorie  der  Abel'schen  Functionen  auftretenden  Abel'schen 
eihen  sind  dadurch  ausgezeichnet,  dass  ihr  Verhalten  bei  Vor- 
ig ihrer  Argumente  um  Perioden  aus  ihrem  Bildungsgesetze  un- 
iar  ersichtlich  ist.  Einer  analogen  Eigenschaft  erfreuen  sich  die 
rstellung  der  Fuchs'schen  Functionen  dienenden  Reihenentwicke- 
,  die  deshalb  von  ihrem  Entdecker,  Herrn  Poincare,  als 
'sehe  Thetareihen  (series  theta-fuchsiennes)  bezeichnet  Wor- 
ld. 

ese  Thetareihen  sind  einfache  Bildungen,  die  symmetrisch  sind 
ag  auf  alle  Substitutionen  der  Fuchs 'sehen  Gruppe  fr. 
ideute  H(r})  irgend  eine  rationale  Function  von  17,  die  an  keiner 
r  Peripherie  des  Orthogonalkreises  gelegenen  Stelle  unendlich 
ind  sei  m  irgend  eine  ganze  Zahl,  die  grösser  ist  als  Eins.  Be- 
in wir  ferner  durch 

a  t]  -j-  6 

irgend    einer    Reihenfolge    genommenen    Substitutionen     der 
'sehen  Gruppe  fr,  so  ist 


oo  Wl 


gemeine  Form  einer  Fuchs'schen  Thetareihe. 
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Das  Verhalten  dieser  Reihe  bei  Anwendung  einer  Substitution  SM 
auf  r]  ergiebt  sich  unmittelbar.     In  der  That  haben  wir 


oo  _   ~     ~        .    «,  CO 

2 


*w.*C4®'-2BVM<^m(£-S- 


Wenn  Sv  für  i;  =  0, 1,  2,  •  •  •  die  Gesammtheit  aller  Substitutionen  der 
Gruppe  &  darstellt,  so  gilt  zufolge  der  Gruppeneigenschaft  das  Gleiche  ^ 

von  den  Substitutionen 

SvSx         (v  =  o,  i,2,...); 

es  ist  folglich 


00 


rw.,)(^)"-Ä,)  (*£)-, 


2- 

r=0  N  *-=*<* 


d.  h.  wir  haben  die  wichtige  Gleichung 

(9)  ß(s,v)  -  (js^feiv)  =>(rxv  +  fix)ime(ri)- 

Die  Gonvergenz  der  Thetareihen  vorausgesetzt,  lassen  sich  ^t*^ 
leicht   eindeutige   Functionen    herstellen,   die   zur  Gruppe  &   gehören. 

Bilden  wir  nämlich  zwei  Thetareihen  ^(17),  ®20?),  die  zu  d&mn- 
selben  Werthe  von  m  gehören,  so  ist  der  Quotient 

zufolge  der  Gleichung  (9)  eine  eindeutige  Function  von  17  y  die  bei  4«n 
Substitutionen  der  Gruppe  #  ungeändert  bleibt. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  die  Gonvergenz  der  Reihe  (8)  zu   er- 
weisen;  hierfür  hat  Herr  Poincare  zwei   verschiedene  Methoden  an- 
gegeben,   deren  jede    ihre    eigenthümlichen   Vorzüge    darbietet.     Wir 
wollen  darum  beide  hier  darlegen. 

Beiden  Methoden  gemeinsam  ist  der  Nachweis,    dass  die  Conver 
genz  der  Reihe  (8)  aus  der  Convergenz  der  Reihe 

dSvT} 


(io)  2 


00        -  ~         m  *  h  im 


r=ü 


dr\ 


2 

v  — 0 


YVV   +   *y 


folgt.     Dieser  Nachweis  lässt  sich  sofort  erbringen. 

In  der  That,  bedeute  rj  einen  Werth,  der  weder  eine  Unendlich- 
keitsstelle der  rationalen  Function  H(rf)  ist,  noch  mit  einem  solchen 
Werthe  correspondirt,  dann  ist  für  dieses  -q 

H(Svr\)         (r=o,  i,  2,  •■•) 

stets  endlich.   Wir  können  also  eine  positive  Grösse  M  so  angeben,  dass 

\H(Sv)\<M,         0=0,1,*,..); 
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n  ist  aber 

M 


/dS  uY 


n  '    l      \Yvn  +  *rl 

i.  der  absolute  Betrag  jedes  Gliedes  der  Reihe  (8)  ist  kleiner,  als 
entsprechende  Glied  der  Reihe 


00 

v      M 


>  convergirt  in  der  That  für  diejenigen  Wertbe  17,  die  nicht  zu  den 
geschlossenen  gehören  und  für  welche  die  Reihe  (10)  convergent  ist, 
Reihe  (8)  ebenfalls,  und  zwar  unbedingt. 


306.    Der  erste  Poincarö'sche  Convergenabeweis. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Untersuchung  der  Convergenz  der 
he  (10)  und  befolgen  zuvörderst  die  erste  Poincare'sche  Methode. 

Es  möge,  wie  auch  zumeist  im  Folgenden,  der  Orthogonalkreis 
der  Einheitskreis  der  77 -Ebene 

genommen  werden.     Zwei  Punkte  a   und  a  ,   die  Spiegelbilder  von 
ander  in  Bezug  auf  den  Einheitskreis  sind,    wollen   wir  schlechthin 
harmonische  Werthe  bezeichnen;  es  ist  dann 

0        1 
a  =  -_  • 

a 

Wenn  ein  Punkt  £  durch  eine  Verschiebung  A  in 

ergeht,   so  verwandelt  sich  der   zu  £  harmonische  Punkt  £°  offenbar 
"ch  dieselbe  Substitution  in  den  harmonischen  Punkt  von  ^ 

Wir  können,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken,  voraussetzen, 
8  der  Nullpunkt  ^  =  0  der  rj-  Ebene  innerhalb  des  Fundamental- 
eiches  der  Fuch suchen  Gruppe  #  gelegen  sei.  Beschreiben  wir 
21  um  den  Punkt  rj  =  0  einen  Kreis,  der  ganz  innerhalb  von  FQ 
rt,  so  ist  der  Radius  q  dieses  Kreises  ein  endlicher,  von  Null  ver- 
i  edener  Werth.    Für  jeden  mit  rj  =  0  correspondirenden  Punkt,  der 

rj  =  0  durch  eine  Substitution  Sv  der  Gruppe  #  hervorgellt,  ist 
n  offenbar,  wenn  wir  SQ  rj  =  i]  nehmen, 

iohleiinger,  Differentialgleichungen.   IT,  2.  12 
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(11) 


1>|&(0) 


>Q,  (r=l,  2,  3  •  •  ), 


da  diese  Punkte  sämmtlich  innerhalb  des  Einheitskreises  liegen  müssen. 
Der  zu  17  =  0  harmonische  Werth  ist  17  =  00 ;  die  demselben  ent- 
sprechenden Werthe  sind  folglich  harmonisch  zu  den  Punkten 


A 


d.  h.  es  ist 
(12) 


—  (*=1,  3,  3,4,  •••), 

°y 


8  a 

v  y 


l 


'v  Yy 

Da  die  Gesammtheit  der  Substitutionen  Sy  mit  der  Gesammtheit  der 
inversen  Substitutionen 


-*.   A 


identisch  ist,   so  können  wir   die  dem  t\  =  <x>  entsprechenden  Punkte 
auch  in  der  Form 


Yy 


(*=*!,  1,3,4,.) 


darstellen.     Es  ist  dann  nach  (11)  und  (12) 


(13)  1  < 

Nun  ist  aber 

dSyn 


—  £ 


< 


(r=l,  2,3,4,       •). 


(14) 


di] 


und  der  Ausdruck 


+  *,: 

1  r,  1* 

n-\ — 

Yy 

n  +  - 

•  y 

2  y 


ist  offenbar  nichts  anderes,  wie  der  Abstand  des  Punktes  tj  vom  Punkte 


—  s. 


wir  haben  folglich,  wenn  -q  innerhalb  des  Einheitskreises  liegt, 


V 


-  v  < 


n  +  - 


<\n\  + 


<v=l,2,S,...), 


also  nach  (14)  und  (13) 


(15) 


2 


> 


|  y    I»   (1  -  |  q  \)'  dn 


dSji 


> 


ir':  (j  +  \n\) 


(••=»1,2,3,4,  .  ..). 
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Sei  tj  ein  innerhalb  des  Fundamentalbereiches  F0  gelegener  Punkt, 
und  denken  wir  uns  nun  um  diesen  Punkt  herum  einen  kleinen,  ganz 
innerhalb  jP0  befindlichen  Bereich  C0  abgegrenzt.  Der  aus  C0  durch 
die  Substitution  S9  hervorgehende  Bereich  Cv  liegt  dann  innerhalb  des 
Bereiches 

und  umgiebt  den  Punkt 

Da  die  Bereiche 

^0>    ^V    Q>    ^3>    '  "  ' 

sämmtlich  innerhalb  des  Einheitskreises  liegen  und  überdies  zufolge 
der  Discontinuität  der  Gruppe  &  sich  nicht  gegenseitig  überdecken 
können,  ist  die  Summe  ihrer  Flächeninhalte 

oc 

eine  endliche  Grösse,  nämlich  kleiner  wie  der  Flächeninhalt  it  des 
Einheitskreises. 

Setzen  wir  nun,  wie  in  der  Nr.  283  (S.  95) 

so  ist  der  Flächeninhalt  von  C0  in  der  Form 

C0-ffdpdq 

(co) 

darstellbar.     Ebenso  ist,  wenn 

S,  V  =  P,  +  *9r 
gesetzt  wird, 

(M 
also,  wenn  wir  p,  q  als  neue  Integrationsvariablen  einführen, 

(co) 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (X)  der  Nr.  285  (S.  100) 


( 16)  C 


<  =  rr\ds'ri 


.du 


dpdq. 


Sei  nun,  wenn  ij  innerhalb  des  Bereiches  Cv  verbleibt, 

A>\v\, 
dann  ist  nach  (15)  innerhalb  C0 

VA* 


**• 


flotte 


"gVX 


ckö 


A7 


* 


>\   d-n 


y,f\f0"  ^öss^ 


T&ft 


tf^ 


Actv 


Viert1* 


ta&etv 


Aetv 


i*  *»  **       *    .d8,n\ 


vsS» 


&&& 


e\^etv 


^e 


rixx&fr 


rw 


l 


a  *a#* 


tf 


£ 


[f> 


Ai 


*,*' 


•1 


0*0 


(Co) 


"8*^ 


jiXao 


\xa\>etv 


vfvt, 


is^t 


»  ¥° 


tion 


3ly 


C0 


\XTV< 


*Ä#C* 


^cttftC 


fete** 


<*tf 


ttftf* 


2.W* 


.ötAetst 


AVe  **** 


A\Vc\xe 


ftefr6 


-V*t\ 


2^'  ^e^»*1' 


Äie 


\tv»e1 


ist  Aie 


;«  S^*6 


dete6 


.\betv 
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(18) 


2 


dsvn 

dt] 


convergirt,  wenn  rj  innerhalb  C0  verbleibt. 

Bezeichnen  wir  die  Summe   dieser  Reihe  (18)    für   einen  Augen- 
blick mit  Sf  so  ist  offenbar 

dS'v  <s\ 


Abo  für  m  >  2 


di] 


dSvri 
dr\ 


m— 2 


dSvrj 
dr\ 


.  h.  jedes  Glied  der  Reihe  (10)  ist  kleiner,  als  das  entsprechende  Glied 
er  Reihe 


qo       m — 2 
*=0 


dSvr} 
dri 


deren  Convergenz   feststeht.     Also   convergirt  die  Reihe  (10)  allemal, 
"wenn  tj  innerhalb  CQ   verbleibt,   und  zwar   unbedingt   und  gleich- 
xnassig. 

Nun  können  wir  C0  so  lange  erweitern,  bis  es  den  ganzen  Fun- 
damentalbereich JF0  erfüllt.  Ferner  können  wir  jeden  der  mit  F0  con- 
gruenten  Bereiche 

ebenso  gut  wie  F0  selbst  als  Fundamentalbereich  ansehen;  die  Reihe  (10) 
ist  also  für  m  >  1  innerhalb  des  Einheitskreises  convergent. 

Sei  nun  rj  ein  Punkt  ausserhalb  des  Einheitskreises,  der  mit 
keinem  der  dem  r\  =  <x>  entsprechenden  Punkte  zusammenfällt.  Dann 
ist  für  den  harmonischen,  also  innerhalb  des  Einheitskreises  gelegenen 
Punkt  rj°  die  Reihe 

a  e     0     m  _x_ 

"•"   -2W+*. 


2 

y=0 


dn" 


—  2m 


convergent. 

Da  17  mit  keinem  der  Punkte 


*=0 


zusammenfällt,  ist  stets 


>r, 


wo  r  eine  bestimmte,  von  Null  verschiedene  Grösse  bedeutet;  ferner 
haben  wir,  wie  früher  gefunden  wurde,  für  den  innerhalb  des  Einheits- 
kreises gelegenen  Punkt  17 

V   +—    <\ri   1  + 
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d.  h.  mit  Rücksicht  auf  (13) 


o    .    *r 


<i  +  7 


Es  ist  folglich 


Yy  V  +   *v 


d.  h.  jedes  Glied 


+  1 


< 


I  w  +  sr  | 


—  2m 


der  Reihe  (10)  ist  für  ein  ausserhalb  des  Einheitskreises  und  in  end 

lichem  Abstände  von  den  Punkten gelegenes  17   kleiner,   als  das 

entsprechende  Glied  der  convergenten  Reihe 

y/g  +  i 


v=0 


(*±i)""lr.V  +  «.r*. 


d.  h.  wir  haben  das  Resultat: 

Die   Reihe  (10)    convergirt   für    alle   innerhalb   des   Ei 
heitskreises  befindlichen  Stellen  17  und  für  diejenigen  ausser 
halb  des  Einheitskreises  befindlichen,  die  von  den  aus  17  = 
durch    die    Substitutionen    der    Gruppe    «0-    hervorgehend 
Punkten  in  endlichem  Abstände  liegen. 

Damit  ist  denn  auch  die  Gonvergenz  der  Fuchs 'sehen  Thetareihe  ( 
erwiesen. 


£  in 
■en 


8) 


307.    Tragweite  des  ersten  Convergensbeweises.     Erster  Theil 
zweiten  Po incar ersehen  Convergensbeweises. 

Dieser  erste  Convergenzbeweis  beruht  auf  einem  Princip, 
ches  eine  ähnliche  Anwendung  für  eine  grosse  Glasse  von  discontini*. 
lichen  Gruppen  gestattet.  Und  zwar  nicht  nur  für  solche  Gruppen  v 
projeetiven  Substitutionen  einer  veränderlichen  Grösse,  sondern  ein. 
seits  auch  für  discontinuirliche  Gruppen  von  projeetiven  Substitutio 
in  mehreren  veränderlichen  Grössen,  andererseits  für  discontinuirli 
Gruppen  von  nicht  projeetiven  Transformationen. 

Hat  man  z.  6.  eine  discontinuirliche  Gruppe  von  projeetiven  S 
stitutionen  in  zwei  Variabein  i],  £ 


a 


(») 


%~ 


+  ß 


(••) 


1  n  +  f* 


(*) 


t 


.     '    f«A  .     J  9V 


«P  +  tfN + rP  t 


W+Wn  +  Wt' 


«F+tfri+YPe 


^-i»a,»»-A 


■1- 

"T- 


n 
r- 
n 
e 
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oselbst 


ff  ff]  ff 

ff  ff  ff 


=  1, 


i  kann  man  unter  gewissen  beschränkenden  Voraussetzungen  mit 
ülfe  desselben  Princips,  welches  bei  dem  eben  dargelegten  Beweise 
ir  Anwendung  gelangt  ist,  die  Convergenz  einer  Reihe  von  der  Form 

weisen,  wo  IT  den  Algorithmus  einer  rationalen  Function,  m  eine 
inze  Zahl  grösser  als  Eins  bedeutet.  Diese  Reihe  hat  dann  offenbar 
e  Eigenschaft,  dass,  bei  Anwendung  einer  beliebigen  Substitution  der 
ruppe, 

•  ( v  Ü  -  («ix)  +  Ä°  i  +  ?ix)  0'"  •  (%  0 

ird.     Das  Analoge  gilt  natürlich  für  beliebig  viele  Variable. 

Durch  Quotientenbildung  können  wir  von  diesen  allgemeinen 
jihen  zu  eindeutigen  Functionen  der  beiden  veränderlichen  Grössen 
g  übergehen,  die  bei  den  Substitutionen  der  vorgelegten  disconti- 
lirlichen  Gruppe  ungeändert  bleiben;  die  Wichtigkeit  solcher  Func- 
>nen  für  die  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  dritter  und 
tsprechend  höherer  Ordnung  ist  nach  den  Erörterungen  der  Nummer 
5  (Bd.  II,  1,  S.  289  ff.)  ohne  Weiteres  einleuchtend.  Einige  beson- 
re  Falle  solcher  Functionen  hat  Herr  Picard  untersucht,  einer  all- 
meinen Theorie  derselben  scheinen  sich  aber  noch  bedeutende  Schwie- 
gkeiten  entgegenzustellen. 

Während  so  der  „erste  Convergenzbeweis"  seiner  allgemeinen  prin- 
piellen  Grundlage  wegen  besonderes  Interesse  beansprucht,  hat  der 
weite  Poincare'sche  Convergenzbeweis",  zu  dessen  Darlegung  wir  jetzt 
ergehen,  unmittelbar  nur  für  Fuchs'sche  Gruppen  Bedeutung,  führt 
t5T  gerade  dadurch,  dass  er  auf  die  besondere  Beschaffenheit  dieser 
Tippen  Rücksicht  nimmt,  viel  tiefer  in  die  Natur  dieser  Gruppen 
d  der  bei  denselben  unveränderlichen  Functionen  hinein,  als  der  erste. 

Dieser  zweite  Convergenzbeweis  stützt  sich  wesentlich  auf  die 
tur  der  Substitutionen  der  Gruppe  &  als  Verschiebungen,  es 
d  daher  zweckmässig  sein,  wenn  wir  jetzt  wieder  die  Fläche  von 
stantem  Erümmungsmaasse  heranziehen,  die  wir  in  den  Nummern 
— -385  (S.  93  ff.)  eingeführt  und  angewandt  haben. 

Da  wir  den  Einheitskreis 

rjr}  —  1=0 


184  X^    Tbwri*  der  Fu<:h*'*:bm  F 

als  Orthogonalkreis  gewählt  haben,  so  ist  Bfcä  öhl  in.  4er  Xr.  285 
t 'S.  101 1  zusammengestellten  Bezeichnungen  &■  ssfetia^kt  Unge 
einer  zwischen  zwei  Punkten  z,f  rÄ  erstreckt«:  Cttt»  £  riack 


*      *      ■«  '* 


*i 


zu  nehmen,  da  ja  rt  stets  innerhalb  des  Einheitskrn» 
daas  also 

ist    Der  superficielle  Inhalt  einer,  Ton  einer  geachkugmcn  Cvrre  C 
grenzten  Figur  ist  gleich 


,20)  4/7'^i-, 


und,  wenn  wir  statt  der  Coordinaten  />,  9  die  ebenen  Polarcoo  r- *// 
naten  p,  9  einfuhren,  für  welche 


(21 


^  =  ^0039, 
l  2  =  q  sin  g- 

ist,  so  erhalten  wir  das  Doppelintegral  i20)  in  der  Form 

Einem  Kreise  C'0  in   der   rr  Ebene,   dessen  Mittelpunkt  der  Punkt 
r4  =  0  und  dessen  Radius  gleich  p0  ist,  entspricht  auf  der  Fliehe  vom 
constanten  Krümmungsmaasse  —  1  eine  Curve,  deren  Punkte  nach  des 
Formeln   der   Nr.  2*4  (S.  98»   von    den   Punkten  j>  =  0,  g=«0  den 
constanten  geodätischen  Abstand 

besitzen.  Wir  wollen  diese  Grosse  r0  den  superficiellen  Radius 
des  in  der  17  -Ebene  gezeichneten  Kreises  CQ  nennen.  Der  superficielle 
Inhalt  dieses  Kreises  ergiebt  sich  nach  (20a)  gleich 


_  4  A«  f— ^- -  — -*-• 

0        J    9Jd-tt       i-e02 


0  0 


Führen  wir  in  diesen  Ausdruck  den  superficiellen  Radius  r0  ein,  durch 
welchen  sich  o0  in  der  Form 


807.    Der  zweite  Conyergenzbeweis.  185 


23) 


e'o 


er°+l 


larsteilt  (vergl.  Gleichung  (13)  der  Nr.  285,  S.  99),   so  erhalten   wir 

s0  =  u  (e    +  e       —  2  j. 

Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe,  die  Anzahl  derjenigen  Punkte 
:u  ermitteln,  die  aus  einem  innerhalb  F0  gelegenen  Punkte  1/  durch 
lie  Substitutionen  der  Gruppe  fr  hervorgehen  und  sämmtlich  innerhalb 
los  Kreises  C0  liegen. 

Grenzen  wir  um  den  Punkt  r\  herum  einen  ganz  innerhalb  von  F0 
>efindlichen  geschlossenen  Bereich  ß0  ab,  und  betrachten  wie  beim 
ersten  Beweise  die  Gesammtheit  der  aus  ß0  durch   die  Substitutionen 

ier  Gruppe  &  hervorgehenden  Bereiche  Sr,  so  sind  diese  sämmtlich 
unter  einander  congruent  (im  Sinne  der  Nr.  285,  S.  101)  und  haben 
folglich  denselben  superfiziellen  Inhalt  U. 

Denken  wir  uns  die  Bereiche  (5^  für  v  =  0,  1,  2,  •  •  auf  die  Fläche 
rom  constanten  Krümmungsmaasse  —  1  übertragen ,  so  wird  der  geodä- 
tische Abstand  irgend  zweier  Punkte  der  Begrenzung  von  @0  eine  gewisse 
bere  Grenze  2  nicht  überschreiten  können;  wegen  der  Congruenz  aller 
l^  mit  60  hat  die  Grösse  2  für  alle  ßr  dieselbe  Bedeutung  wie  für  ©0. 

Wenn  nun  der  Punkt  S^rj  innerhalb  des  Kreises  C0  liegt,  so  kann 
bt  diesen  Punkt  umgebende  Bereich  6v  über  C0  hinausgreifen.  Be- 
treiben wir  aber  einen  mit  C0  concentrischen  Kreis  C ,  dessen  super- 
sieller  Radius  gleich  r0  +  2  ist,  so  muss  der  Bereich  St,  jedenfalls 
äxiz  innerhalb  C0  liegen. 

Sei  also  N  die  Anzahl  der  innerhalb  C0  gelegenen  Punkte  Srrj} 
*  liegen  mindestens  N  der  Bereiche  S,  innerhalb  des  Kreises  C0.  Die 
ximne  der  superfiziellen  Inhalte  dieser  N  Bereiche  ©r  ist  gleich 

NZ, 

Summe  muss  also  jedenfalls  kleiner  sein,  wie  der  superfizielle  Inhalt 

*(/<>  +  * +  e-'o-ß_  2) 
Kreises  C0.     Wir  haben  demnach  die  Ungleichung 

)  jV-<-|(ero+8  +  e-'-o-a_2); 

Betrachten  wir  die  Gesammtheit  der  Punkte,  die  aus 
L**em  innerhalb  des  Bereiches  (£0  gelegenen  17-Werthe  durch 
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die  Substitutionen  der  Gruppe  fr  hervorgehen,  und  die  sich 
im  Innern  eines  Kreises  C0  mit  dem  Mittelpunkte  17  =  0  und 
dem  superficiellen  Radius  r0  befinden,  so  genügt  die  Anzahl  N 
dieser  Punkte  der  Ungleichung  (24),  wo  27  den  superficiellen 
Inhalt  des  Bereiches  ß0  und  2  das  Maximum  des  geodätischen 
Abstandes  zweier  Punkte  der  Begrenzung  von  ©0  von  ein- 
einander  bedeutet. 


308.    Zweiter  Theil  des  zweiten  Convergenzbeweises.    Typen  von 
holoedrisch  isomorphen  Fuohs 'sehen  Gruppen. 

Sei  nun  a  der  auf  der  Fläche  von  constantem  Krümmungsmaasse^ 
gemessene    geodätische   Abstand  des   Punktes   17   vom    Punkte  17  =  0 
d.  h.   also   der   superfizielle  Radius   des   durch  den  Punkt  r\ 
mit  dem  Einheitskreise  concentrischen  Kreises,  dann  ist  nach  (23) 

(25)  lil-TTT 

Sei  ebenso  r   der  geodätische  Abstand  des  Punktes 


*se 
0. 


vom  Punkte  ij  =  0,  so  ist  auch 


y«  n  +  *, 


(26) 


is.il- 


e'+l 


Zufolge  der  Gleichung  (VIII)  der  Nr.  282  (S.  89)  haben  wir  aber 

(y.v  +  <U  (y,  n  + 1)  [l  - 1 8^  \%]  - 1  -  \v  f, 


also 


Y*  V  +  *, 


2 


i-\s.n\ 
i  -  I  n  ls 


2 


d.  h.  es  ist  mit  Rücksicht  auf  (25),  (26) 


(27) 


v*  n  +  *, 


ca  +  <5-a  +  2 


^  *- 


er  +e~r  +2 

Denken   wir   uns   nun   eine   unendliche  Reihe  mit  dem  Einhe 
kreise  concentrischer  Kreise 

Ci>  Cv  Gs>  '" 

gelegt,  deren  superfizielle  Radien  in  arithmetischer  Progression  wachs^^^ 
möge  etwa  r  der  superfizielle  Radius  von  Gx  sein,  so  dass  also  nr 
superficiellen  Radius  des  Kreises  C   darstellt 


« 
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Sei  Un  die  Summe  derjenigen  Tenne  der  Reihe  (10) 


od  m 

} 


2 

y  =  0 


dSvn 
drj 


fir  welche  die  entsprechenden  Punkte  Srrj  innerhalb  des  von  den 
Preisen  Cn__x  und  Cn  begrenzten  Ringes  liegen,  so  können  wir  die 
leihe  (10)  in  der  Form 

ilOa)  Di  +  U%  +  ü3  +  •  •  • 

ichreiben,  und  die  Convergenz  der  Reihe  (10a)  zieht  ohne  Weiteres 
lie  Convergenz  von  (10)  nach  sich,  da  ja  die  letztere  Reihe  aus  lauter 
positiven  Gliedern  besteht. 

Zufolge  des  in  der  Ungleichung  (24)  ausgedrückten  Satzes  ist  die 
Anzahl  der  in  Un  enthaltenen  Glieder  jedenfalls  kleiner  wie 

*  (a»'+»  +  „—'-«  _  2)<  -J  ewr+ß  . 

Jedes  dieser  Glieder  ist  gemäss  der  Gleichung  (27)  kleiner,  wie 

f  ea  -f  e~g  +  2 lm      Y<r  +  e-a  +  2> 

ir  haben  folglich 

Uu<%  0"  +  *"*  +  2)m  <?+mr  e-nim'1)r. 
Setzen  wir  also 

«)  J  (ea  +  eT"  +  2)m  e8+'"r  =  #, 

*     ist 

•9)  tf.  <       * 


n  en(m—l)r 


Da  w  >  1  ist,  so  convergirt  die  geometrische  Progression 


00 


y— -— 

^J      *(m-l)r  9 
n=l     6 

e   Reihe  (10  a)  ist  demnach  ebenfalls  convergent. 

Bricht  man  die  Reihe  (10a)  bei  dem  Gliede  Un__l  ab,  d.  h.  he- 
chtet man  die  Summe  derjenigen  Tenne,  die  innerhalb  des  Kreises 
i  — x  gelegenen  Punkten  Svri  entsprechen,  so  ist  der  Rest  der  Reihe 
eich 

180  nach  (29)  kleiner  wie 

1_g(m-l)r 
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Die  weiteren  Schlüsse,  die  zu  dem  Convergenzsatze  für  die  Theta— ■. 
reihe  (8)  führen,  sind  nun  dieselben  wie  beim  ersten  Beweise. 

Um    die   tieferen  Consequenzen ,   die   sich  aus  dem  zweiten  Con- 
vergenzbeweise  ziehen  lassen,   darlegen  zu  können,   müssen  wir  einig» 
Bemerkungen  über  die  Abhängigkeit  einer  Fuchs'schen  Gruppe  fr  voer 
den  dieselbe  bestimmenden  Parametern  vorausschicken. 

Betrachten  wir  die  Basis 

(31)  AV    Ä2>    ••'    Äa>    Äa  +  l 

der  Fuchs'schen  Gruppe  fr,  so  besteht  zwischen  diesen  (<*  -f-  1)  Surjf\«^«t 
stitutionen  die  Relation  . 

(32)  4,+14,---^  =  l. 

Wenn  überdies  einige  der  Substitution  (31),  etwa 

elliptische  Substitutionen  sind,  und  für  Aejt 

ex  n 

*ex 

die  durch  2*r  dividirte  Winkelsumme  bei  dem  entsprechenden  Cykrj^fecJus 
von  Ecken  des  Fundamentalbereiches  F0  darstellt,  wo  also  die  g€x  erwz^nd- 
liehe  positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  so  bestehen  noch  die  Relationale  nen 

(33)  Äeex*=1  <*-l,  •••■•#* 

Da  die  Relationen  (32),  (33)  die  einzigen  sind,  die  zwischen  ^—den 
Elementen  der  Basis  (31)  der  Gruppe  fr  bestehen,  so  lässt  sich  j^jede 
Relation,  die  zwischen  irgend  welchen  Substitutionen  dieser  Gnr~»>pe 
stattfindet,  aus  den  Relationen  (32),  (33)  herleiten,  wir  nennen  <^riie- 
selben  darum  mit  Herrn  Poincare  die  Fundamentalrelationen  «i-er 
Gruppe  fr. 

Mögen  nun  für  eine   zweite  Fuchs 'sehe  Gruppe  fr'  die  Subsi 
tionen 
(34)  Av  4>  •••  *a>  Ao+l 

die  analoge  Bedeutung   haben,   wie  die  Substitutionen  (31)  für  fr. 
dass  also  die  Relation 

befriedigt  wird.     Mögen  ferner 

ii  i 

AeV  AeV       '•    A« 

die  elliptischen  unter  den  Substitutionen  (34)  darstellen,  und  seien 
lieh  die  Zahlen  ye    die  kleinsten,  für  welche  die  Gleichungen 


i-l 
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A''ex*=l  (x=i,2,  ../u) 

tOlt  sind,  dann  sind  die  beiden  Gruppen  #  und  &'  offenbar  iso- 
>rph  und  zwar  holoedrisch  isomorph  (Nr.  179,  Bd.  II,  1,  S.  177), 

wegen  der  Identität  der  Fundamentalrelationen  in  beiden  Gruppen, 
:  identischen  Substitution  der  einen  Gruppe  nur  wieder  die  identische 
bstitution  der  anderen  entsprechen  kann.    Wir  haben  also  den  Satz: 

Fuchs'sche  Gruppen  sind  dann  und  nur  dann  holoedrisch 
>morph,  wenn  ihre  Fundamentalbereiche  dieselbe  Anzahl 
n  Cykeln  und  bei  entprechenden  Cykeln  dieselben  Winkei- 
mmen besitzen. 

Der  Satz  wurde  so  gefasst,  dass  die  in  demselben  für  den  Fun- 
nentalbereich   einer  Fuchs 'sehen  Gruppe   enthaltenen   Bedingungen 

erlaubten  Abänderungen  (Nr.  210,  Bd.  II,  1,  S.  315)  des  Fun- 
nentalbereiches  erhalten  bleiben. 

Wir  fassen  alle  mit  einander  holoedrisch  isomorphen  Fuchs'schen 
ippen  in  einen  Typus  zusammen;  dann  ist  also  ein  solcher  Typus 
*ch  Angabe  der  Zahl  ö  und  der  Zahlen 

gx  =  A-       <*-i,*,  •••  *+i) 

lkommen  bestimmt. 

Im  Allgemeinen  hängt  die  Gruppe  #  von  3 6  Parametern  ab,  als 
.che  wir  z.  B.  die  2  6  +  2  Doppelpunkte  der  Substitutionen  (31) 
1  die  6  +  1  Grössen 

)  8v  ds>  ""   *a>  6o+l 

hlen  können;  zwischen  diesen  3<y  -f-  3  Grössen  bestehen  dann  zufolge 
•  Gleichung  (32)  noch  drei  Relationen.  Da  aber  &  eine  Fuchs'sche 
uppe  sein  sollte,  die  den  Einheitskreis  zum  Orthogonalkreise  hat,  so 
für  jede  Substitution  Ax  durch  Angabe  des  einen  Doppelpunktes  kx 
r  andere  als  sein  harmonischer  Werth  schon  mitgegeben,  so  dass 
io  nebst  den  (ö  +  1)  Grössen  (35)  nur  noch  (p  +  1)  complexe 
össen,  zwischen  denen  noch  drei  Relationen  bestehen,  zur j Verfügung 
iben. 

Fixiren  wir  die  (ö  +  1)  Grössen  (35)  dadurch,  dass  wir  einen  be- 
xmten  Typus  T  holoedrisch  isomorpher  Fuchs'scher  Gruppen  in's 
?e  fassen,  so  bleiben  also  noch  6  —  2  complexe  oder  2  6  —  4  reale 
^meter  zu  unserer  Verfügung.  Diese  Parameter  haben,  damit  die 
"achtete  Gruppe  eine  Fuchs'sche,    d.  h.   also   eine   discontinuirliche 

ähnlich  wie  in  den  beiden  in  der  Nr.  304  (S.  170)  betrachteten 
spielen,  auch  allgemein  gewisse  Ungleichungen  zu  befriedigen. 
*^h   diese   Ungleichungen   werden   in   dem   Gebiete  jener  Parameter 
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gewisse  continuirliche  Gebilde  bestimmt,  und  es  entspricht  dann  jeder  ^ 
Stelle  eines  solchen  continuirlichen  Gebildes  eine  Fuchs'sche  Gruppe,  ^ 
die  dem  betrachteten  Typus  T  angehört. 

Fassen  wir  eines  dieser  continuirlichen  Gebilde  in's  Auge,  so  könnec^  ^ 
wir  uns  /i  <C  2tf  —  4  Parameter  so  gewählt  denken,   dass  diesem  coi 
tinuirlichen  Gebilde  ein  (ft-fach  ausgedehntes)  Gontinuum  im  Gebiel 
dieser  fi  Parameter  entspricht,  und  dass  die  Coefficienten  der  Substit^-, 
tionen   der   Gruppe   etwa   als   rationale   Functionen    derselben 
scheinen;  die  so  gewählten  Parameter  bezeichnen  wir  mit 

ferner  sei  6  jenes  Gontinuum  im  Gebiete  der  veränderlichen  Grossen 
welches  so  beschaffen  ist,  dass  jeder  Stelle  desselben  eine  Fuchs' 
Gruppe  unseres  Typus  entspricht. 

309.     Parameter  eines  Typus  holoedrisch  isomorpher  Fuchs^sohu  ^nt 
Gruppen.     Gleiohmässige  Convergen*  der  Thetareihe. 


Es  sei  fr  die  Fuchs'sche  Gruppe   des  Typus  T9   in  welcher 
Parameter  ux  unbestimmte,  aber  dem  Continuum  ©  angehörige  Werth^rme 
besitzen.     Bilden  wir  dann  die  Reihen  (8),  (10),  (10a),   so   sind  dS^Je 
Glieder  derselben  rationale  Functionen  der  realen  Veränderlichen  u&  - ; 
wir  werden  nun  auf  Grund  des  zweiten  Convergenzbeweises  nach  weise=ii; 
dass  diese  Reihen,  von  denen  feststeht,   dass  sie  für  jedes  dem  Coni    </. 
nuum   angehörige  Werthesystem    der  ux  convergiren,  stetige  Fun  «. 
tionen  dieser  realen  Variabein  sind. 

Betrachten  wir  z.  B.  einen  Punkt  17,  der  innerhalb  des  Fundam.e#. 
talbereiches  F0  der  Gruppe  fr  liegt.    Lassen  wir  die  ux  sich  verändeji? 
so  verändert  sich  auch  der  Fundamentalbereich  FQ]  wir  wollen  uns  die 
ux  auf  eine  hinreichend  kleine  Umgebung  einer  bestimmten  Stelle  des 
Gontinuums  G  beschränkt  denken.     Wenn  wir  dann  den  beim  zweiten 
Convergenzbeweise   benutzten  Bereich  G0,   der   die  Stelle   tj  umgiety 
hinreichend  klein  wählen,   so  können  wir  die  Umgebung  der  betrach- 
teten Stelle  des  Continuums  £  so  klein  einrichten,  dass  der  Bereich  8L 
allemal  innerhalb  FQ  verbleibt,  wenn  die  ux  innerhalb  jener  Umgebung 
verbleiben. 

Die  durch  die  Gleichung  (28)  definirte  Grösse  K  hängt  nur  von 
der  Natur  des  Bereiches  G0  und  von  der  die  Anordnung  der  Glieder 
der  Reihe  (10)  bestimmenden  Grösse  r  ab.  Die  Ungleichung  (29)  be- 
steht folglich  für  alle  in  Betracht  gezogenen  Werthesysteme  der  u  . 

Fassen  wir  in  der  Fuchs' sehen  Thetareihe  (8)  diejenigen  Glieder 
zusammen,   die   den  in   das  Agreggat  U    zusammengefassten  Gliedern 
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tr  Reihe  (10)  entsprechen,  und  bezeichnen  die  Summe  dieser  Glieder 
Lrch  Wn,  so  ist  nach  der  in  der  Nr.  305  (S.  177)  bewiesenen  Un- 
eichung 

/dSv  rj\m  M 


Teilbar  auch 


h.  die  beiden  Reihen 


< 


|yri+*, 


\W\<MU, 


ao 


2Wn-°<«)> 


ä=1 

ao 


OD 


*".-2 


y„  n  +  ** 


2m 


n  =  l  n=0 

ben  die  Eigenschaft,  dass  sich  stets,  wenn  man  die  uv  auf  eine  gö- 
sse Umgebung  einer  beliebigen  Stelle  des  Gontinuums  G  beschränkt, 
5   convergente  Reihe  mit  lauter  positiven  Gliedern 


00 


y     MK 

angeben  lässt,  dass  sowohl  |  Wn  |  als  auch  Un  kleiner  sind,  wie 

MK 

— — — ——  • 

en(m— l)r    ' 

bei  bedeutet  M  eine  Zahl,  die  je  nachdem  M  grösser  oder  kleiner 
3  Eins  ist,  gleich  M  oder  grösser  wie  M}  aber  jedenfalls  grösser  als 
ns  gewählt  werden  muss. 

Nun  gelten  bekanntlich  die  folgenden  Sätze  über  Reihen,  deren 
Lieder  Functionen  von   gewissen   realen  veränderlichen   Grössen  sind. 

Hat  man  eine  Reihe 


CO 


J£V>1>    W2>    •••    %)> 


n=*l 


3  die  V  (ulf  uv  ••  •  u  )  innerhalb  eines  Continuums  ©  stetige  Func- 
>aen  der  realen  Variabeln  w  ,  w2,  •  ••  u  sind,  und  lässt  sich  für  eine 
olle  des  Continuums  ©  eine  convergente  Reihe  mit  von  den  ux  un- 
bängigen  positiven  Gliedern 


CO 


) 


2- 


angeben,  dass  für  alle  Werthe   der  ux  in  einer  gewissen  Umgebung 
a^r  Stelle  die  Ungleichung 

i    F>1>    «if    '"    %)\<*n 
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befriedigt  wird,  so  ist  die  Reihe  (I)  in  der  Umgebung  der  betreffenden*:* 
Stelle  des  Continuums  unbedingt  und  gleichmässig  convergent. 

Wenn  die  Reihe  (I)  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  des  Continuums  S=>      ^s 
gleichmässig  convergirt,  so  convergirt  sie  innerhalb  des  ganzen  Conti  d^^^^j 
nuums  G  gleichmässig. 

Eine  Reihe,  deren  Glieder  stetige  Functionen  der  ux  sind,  stelfX^^^e]/ 
innerhalb  eines  Bereiches,  wo  dieselbe  gleichmässig  convergent  ist,  eii^^se/ae 
stetige  Function  der  Variabein  ux  dar. 

Die  Anwendung  dieser  Sätze  auf  die  Reihen 

QO  OC 

2*..  2". 

n  =  l  n=l 

ergiebt  also  in  der  That: 

Die    Reihen   (8)    und   (10)    stellen    innerhalb    des    Con#*    ^:-nti- 
nuums  &  stetige  Functionen  der  realen  Yariabeln 


dar. 


«1»    *2,    •••    % 


Betrachten    wir    statt    der    realen    Parameter    ulf  uv  •  •  •  u      o 


die 


6  —  2  complexen  Parameter  vlf  t>2,  •••  va_2,  von  denen  eine  Grupc^-KJippe 
des  Typus  T  abhängt,  so  wird  es  sich  im  Allgemeinen  ereignen,  dsJE»  dass 
die    Ungleichheitsbedingungen,    denen    die   v  ,  v%}  •  •  •  va_2    zu    unU^^mter- 
werfen  sind,  damit  die  Gruppe  eine  discontinuirliche  sei,  gewisse  Co  ZZJJon- 
tinua  in  dem  (2 6  —  4) -fach  ausgedehnten  Gebiete  der  complexen  ^~       Va- 
nabeln  vi}  v2,  •••  va__%    bestimmen.       Denken    wir    uns    dann    düJBase 
Variabein  so  eingerichtet,  dass  die  Coefficienten  der  Substitutionen  •  der 

Gruppe  &  rationale  Functionen  derselben  sind,  so  sind  auch  die  Co^^»-effi- 

cienten  der  Thetareihe  (8)  rationale  Functionen  der  vv  v%7  •  •  •  v _4. 

Nun  gilt  der  allgemeine  Satz  von  Weierstrass: 

Wenn  die  Glieder  einer  Reihe  rationale  Functionen  gewisser 


plexer  Variabein  sind,  so  stellt  diese  Reihe  innerhalb  eines  Continus — :k»s, 
wo  dieselbe  gleichmässig  convergirt,  einen  eindeutigen  Zweig  ew-^x^1** 
monogenen  Function  jener  Variabein  dar. 

Also  sind  die  ©-Reihen  innerhalb  eines  jeden  der  geda 
ten  Continua  eindeutige  Zweige  monogener  Functionen  d 


V       V        •  •  •    V 


natürlich  aber  im  Allgemeinen,  innerhalb  verschiedener 
ser  Continua  Zweige   verschiedener   monogener  Functio 


Zweites  Kapitel. 

K    Entwiokelungen  der  Fuchs 'sehen  Thetafunotionen  in  der  Um- 
rang  der  Doppelpunkte  elliptischer,  hyperbolischer,  parabolischer 

Substitutionen. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Untersuchung  weiterer  Eigenschaften 
Fuchs'schen  Thetareihe  (8)  (S.  175),  beziehungsweise  der  durch 
leibe  dargestellten  Function. 

In  der  Umgebung  jeder  Stelle,  wo  die  Reihe  (10)  (S.  176)  conver- 
;,  stellt  dieselbe  eine  eindeutige  Function  von  17  flar,  die  sich  an  der 
reffenden  Stelle  regulär  verhält. 

Bedeuten  alf  av  •  •  •  a  die  Unendlichkeitsstellen  der  rationalen 
letion  H(ri),  so  gehören  die  Stellen 

Sa  (x=l,2,  ...9;    r=>0,  1,  2,  •••) 


V      X 


erseits  und  die  dem  Punkte  17  =  00  entsprechenden  Stellen 


0 


dererseits  nicht  zum  Convergenzbereiche  der  Reihe  (8),  da  für  jede 
«er  Stellen  ein  Glied  der  Thetareihe  unendlich  wird.  Lässt  man  aber 
3  betreffende  Glied  aus  der  Reihe  (8)  weg,  so  bleibt  die  übrige  Reihe 
svergent,  wir  können  also  sagen: 

Die  durch  die  Reihe  (8)  dargestellte  Function  von  v\ 
rd  an  den  Stellen 

)  Sva*f      (*  =  !.*»  •••  9\    »=»0,  1,3,  -..) 

3  eine  rationale  Function  unendlich  gross. 

Betrachten  wir  nun  die  Reihe  (8)  in  der  Umgebung  eines  Doppel- 
tstes einer  Substitution  der  Gruppe  &. 

Sei  zunächst  S  eine  elliptische  Substitution  von  &f  dann  muss 
^elbe  (vergl.  Nr.  287,  S.  109)   aus   einer  der  elliptischen   Substitu- 

^ohletinger,  Differentialgleichungen.    II,  2.  13 


194  XV.   Theorie  der  Fuch suchen  Functionen.   Kapitel  2. 

tionen  der  Basis  von  fr  durch  Transformation  mit  einer  Substitute 
von  fr  hervorgehen;  die  canonische  Form  von  S  lautet  also 

/Q7\  St}  —  X     2/tir  V  —  X 


Srt-x0  n-x»' 

wo  k  eine  innerhalb  des  Einheitskreises  gelegene  Ecke  eines  Bereiche» jj^i 
Fv,  k  den  zu  k  harmonischen  Werth  und  r  ein  ganzzahliges  Vieai"VJ( 
faches  von  einer  der  Zahlen 


6*    =*=  -  (*=1,2,  •••  <x+l) 


*       9, 


bedeutet. 

Eine  hyperbolische  Substitution  S  von  fr  hat  die  Form 

(38)  jL-^i  =  c*"^, 

wo  f*17  fia  Punkte  auf  der  Peripherie  des  Einheitskreises,  s  eine  re»^^^eale 
Grösse  bedeutet;  endlich  lautet  eine  parabolische  Substitutionciarn  S 
von  fr  in  der  canonischen  Form 

(39>  *r=n  -  ~i  +  r> 

wo  k  eine  auf  der  Peripherie  des  Einheitskreises  gelegene  Ecke  er  -üues 
Bereiches  Fv  sein  muss. 

Allemal  können  wir  eine  unendliche  Folge  von  Substitutionen 

1     £     2J     £     •  •  • 

der  Gruppe  fr  so  angeben,  dass  sich  jede  Substitution  von  fr  auf  ^^^i»e 

Weise  in  der  Form 

(40)  2?„# 

darstellen  lässt,   wo  q  die   Reihe   der   ganzen  Zahlen   von  —  <x>  &18 

-f-  oo  durchläuft,  wir  schreiben  demgemäss  in  leicht  verständlicherer 
Symbolik 

»  =  (1,  zlt  Zv  •••)(••  •,  ST9,  8~\  l,  8,  S8,  •  •  •); 

wenn  S  eine   elliptische  Substitution  ist,  so   ist  in    (40)  dem  q  nur 

eine  endliche  Anzahl  von  Werthen  beizulegen. 

Setzen  wir  im  Falle  einer  elliptischen  Substitution  (37) 

so  ergiebt  sich 


woselbst 


(ä  Sv  i)\  '"       /  d  t\M  v  /<*  T*  t\m 
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^(0-Ä(f)(Jf)' 


7 


gleich  einer  rationalen  Function  von  £  zu  nehmen  ist.    Wir  finden 
mach 


•«GD -2w*m- 


Bezeichnen  wir  die  den  2Jx  entsprechenden  Substitutionen  von  g 
h 


£*1  —  * 


lässt  sich  jedes  T,£  auf  eine  Weise  in  der  Form 

T,  £  —  *,  («P*'»r  {)        (e=o,i,s,...,-i) 
»teilen,  wo  g  den  Nenner  von  r  bedeutet;  wir  haben  also 

r,  wenn  wir  die  rationale  Function  von  £ 


ff^ö(äiä-c)=^(5) 


$n, 


oo       0  —  1 


Führen  wir  durch  die  Gleichung 

?  =  t 
*  neue  Variable  ein,  so  ist 

rationale  Function  von  t,  und  wir  erhalten 

x 

',   da 

cMogf  =  Z-Z0 

dn        in  -  i)  (n  -  i°) 

Hden  wird, 

oc 

•(*)(*  -  *Tfl  -  (*  -  4°)'"  r-^.(f ). 

X  — U 

13» 


196  XV.    Theorie  der  Fuch suchen  Functionen.   Kapitel  2. 

Sei  in  der  Umgebung  von  t  =  0 

00 


00 

x=0 

dann  haben  wir  also 


(4i)  0(V)(V-xym=r-m  (?.  +  •••). 

Die  Stelle  rj  =  k  ist  folglich  für  die  durch  die  Thetareihe  dargesteC 
Function  allgemein  gesprochen  eine  Nullstelle  von  der  Ordnung  gq — . 
wenn  wir  v\  —  A  als  unendlich  kleine  Grosse  erster  Ordnung  betrach^ 
Nehmen  wir,  was  mit  Rücksicht  auf  spätere  Anwendungen  zw^ 
massiger  ist, 

(v  -  V 

als  das  Unendlichkleine  erster  Ordnung,  so  ist  die  Stelle  rj  =  X  ei 

Nullstelle  von  der  Ordnung 

P_ 

wo  p  durch  die  Gleichung 

P  =  9Q  —  m 

bestimmt  ist;  p  ist  also  eine  Zahl,  die  der  Gongruenz 

p  =  —  m  (modg) 
genügt. 

Im  Falle   einer  hyperbolischen  Substitution  (38)  setzen  wir  ak. 

lieh  wie  vorhin 

V  —  H  =t  t  =  ^-fi 

dann  ist 

x  '  x=0    ^=» — oo 

Aus  der  unbedingten  Convergenz  der  Thetareihe  folgt  die  unbe- 
dingte Convergenz  der  Theilreihe 

+  00     ^ 

£=3 00 

die  durch  dieselbe  dargestellte  Function  von  £  verwandelt  sich,  wenn  wir 

*  =  log£ 
setzen,  in  eine  eindeutige  Function 
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i  t}  die  offenbar  die  beiden  Perioden 

2iti,        2xö 
itzt.     Bezeichnen  wir  durch 

Unendlichkeitsstellen  der  rationalen  Function  H  (£),  so  besitzt  die 
»peltperiodische  Function  %x(t)  innerhalb  ihres  Periodenparallelo- 
mms  die  Unendlichkeitsstellen 

£  =  logWx  (»«l,»,.../!), 

lässt  sich  also  durch  eine  doppeltperiodische  Function  s,  die  inner- 
b  des  Periodenparallelogramms  nur  an  zwei  Stellen  unendlich  wird, 
ier  Form 

i;(0 -*„(«) +  £*„(«) 

stellen ,   wo  1>x(s),  il>x(s)  rationale  Functionen  von  s  bedeuten. 
Wir  erhalten  also  für  die  Thetafunction  die  Entwickelung 

•«  -  (3?) "  .2  fr.«  +  r,*M. 


x=0 


welcher  erhellt,  dass  die  Doppelpunkte  /ii;  f*2  der  hyperbolischen 
»stitution  S  Unbestimmtheitsstellen  für  die  Thetafunction  sind. 

Betrachten  wir  endlich  den  Fall  der  parabolischen  Substitu- 
i   (39)  und  setzen 

.         t-xi       1  c        %ni         1 

S  =  -  -  z — i  9       rJ  = 


h,  (0  =  H{n)  ( J)",      Hfr,  o  (%*)"=  2?„(0 , 

'giebt  sich 

Lassen  wir  rj  aus  dem  Innern  des  Einheitskreises  kommend  in 
I?unkt  k   einrücken,    so   wird   g   in   bestimmter  Weise   unendlich. 

Hl(t)  =  (r,  -  Xf"  (- ^±)      H{n), 

^wird  2^(6)  für  r\  =  A,  d.  h.  für  g  =  oo  gleich  Null;  dasselbe  gilt 
*bar  auch  für 


1 
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und  folglich  wird  auch  die  Function 

Q— —  00 

für  %  =  oo  gleich  Null. 

Die  Function  <px(£)  ist   eine  eindeutige  periodische  Function 

der  Periode  2iti  von   g,   die   innerhalb   des  Periodenstreifens  nur  m         ar 

einer   endlichen   Anzahl   von    Stellen   unendlich  wird,   sie  ist  folgli»JK^Iicli 

als  rationale  Function  von 

t  =  e" 
darstellbar-,  sei 

9.(0 -z.(9, 

wo  also  xx  den  Algorithmus  einer  rationalen  Function  bedeutet.     V^v^Vir 
haben  demnach 

•(*)  -  ©"J  *-«  -  (-  *-0"  (-V  J*.«- 

und  hieraus  folgt  (vergl.Nr.203,  Bd.  11,1,  S.284),  dass  die  Thetafunct^Äiion 
nach  Multiplication  mit  (17  —  A)  m  nach  positiven  ganzen  Potenzen  ^~      von 

2rti       1  2**  _1_ 

t  =  0  y    »~a    oder    -J-  =  c  r  *■-"« 

entwickelt  werden  kann,  je  nachdem  wir  uns  auf  eine  innerhalb  c=wfer 
ausserhalb  des  Einheitskreises  gelegene  hinreichend  kleine  Umgeb~  — nag 
des  Doppelpunktes  k  der  parabolischen  Substitution  S  beschranl3teii. 
Die  Doppelpunkte  parabolischer  Substitutionen  sind  also  auch  \Jtcznbe- 
stimmtheitsstellen  der  Thetafunction  und  zwar  Unbestimmtheitsst» Jlen 
von  ahnlicher  Natur,  wie  der  unendlich  ferne  Punkt  ftir  eine  perio- 
dische Function,  die  sich  im  Endlichen  wie  eine  rationale  Funa^i011 
verhält. 


311.    Die  Anzahl  der  verschiedenen  Null-  und  Unendliehkeitestel?-^11 
der  Puchs'BChen  Thetafunctionen,  dargestellt  durch  ein  beBänu****568 

*  Integral. 

Wir  erkennen  aus  den  vorstehenden  Betrachtungen,  dass  die  P^**"1" 
pherie  des  Einheitskreises  überall  dicht  besetzt  ist  mit  UnbestinH*3 
heitsstellen  der  durch  die  Thetareihe  dargestellten  Function.  I^6" 
schränken  wir  also  rj  auf  das  Innere  des  Einheitskreises,  so  stellt  x*'**f 
die  Thetareihe  eine  monogene  Function  von  rj  dar,  die  über  die  pe^"1' 
pherie  des  Einheitskreises  hinweg  nicht  fortgesetzt  werden  kann,  eben^^° 
stellt  uns  die  Thetareihe  für  Werthe   von  17,   deren  absoluter  Betrafcrf* 
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osser  ist  wie  Eins,  eine  monogene  Function  dar,  die  keine  Fortsetzung 
ch  dem  Innern  des  Einheitskreises  gestattet. 

Wir  haben  also  einen  einheitlichen  analytischen  Ausdruck,  der  uns 
Innern  und  im  Aeussern  des  Einheitskreises  zwei  verschiedene  mono- 
ne  Functionen  von  rj  darstellt. 

Entsprechend  der  für  die  zur  Gruppe  #  gehörigen  Fuchs'schen 
jactionen  festgehaltenen  Convention  betrachten  wir  im  Folgenden 
mer  nur  die  innerhalb  des  Einheitskreises  existirende  Function  und 
zeichnen  diese  als  die  durch  die  Reihe  (8)  dargestellte  Fuchs 's  che 
letafunction  @(rj). 

Wir  wenden  uns  nun  zur  genaueren  Untersuchung  der  Nullstellen 
d  Unendlichkeitsstellen  einer  Fuchs'schen  Thetafunction. 

Wenn  die  Thetafunction  an  einer  Stelle  verschwindet  oder  unend- 
b  wird,  so  zeigt  sie  offenbar  an  den  aus  dieser  Stelle  durch  die  Sub- 
butionen  der  Gruppe  #  hervorgehenden  correspondirenden  Stellen  das 
riche  Verhalten. 

Es  entspricht  also  jeder  innerhalb  des  Fundamentalbereiches  FQ 
[egenen  Nullstelle  eine  correspondirende  Nullstelle  in  den  congruenten 
reichen  Fv7  die  wir,  von  der  innerhalb  FQ  befindlichen  als  nicht 
sentlich  verschieden  ansehen  wollen.  Da  die  Unendlichkeitstellen 
i   der  Form 


V* 


lmtlich  ausserhalb  des  Einheitskreises  liegen,  so  kommen  dieselben 
die  innerhalb  dieses  Kreises  existirenden  Thetafunctionen  nicht  in 
sracht.  Jeder  im  Innern  des  Einheitskreises  gelegenen  Unendlich- 
tsstelle  der  rationalen  Function  H(rj)  entspricht  im  Allgemeinen 
e   innerhalb  F0  gelegene  Unendlichkeitsstelle   einer   der  Functionen 

Wir  können  uns  folglich  auf  die  Untersuchung  der  innerhalb  des 
indamentalbereiches  F0  gelegenen  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  der 
inction  0(rj)  beschränken. 

Wenn  eine  Null-  oder  Unendlichkeitsstelle  von  ®(rj)  innerhalb 
er  auf  einer  Seite  von  F0  gelegen  ist  und  nicht  gerade  mit  einer 
ke  von  F0  zusammenfallt,  so  zählen  wir  dieselbe  in  der  in  der  Ana- 
is  üblichen  Weise  als  sovielfache  Nullstelle,  wie  der  Exponent  der- 
igen  Potenz  von  y  —  a  beträgt,  mit  welcher  die  Entwickelung  von 
>?)  in  der  Umgebung  dieser  Stelle  a  beginnt.  Dabei  ist  zu  be- 
rken,  dass  von  zwei  congruenten  Seiten  sx,  s'x  des  Bereiches  -F0 
ta  nur  die  eine,  z.  B.  s  ,  als  wirklich  zu  dem  Fundamentalbereiche 
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gehörig  anzusehen  ist,  während  die  andere  s'M  dem  benachbarten  Be- 
reiche F   zugezahlt  werden  muss. 

Wenn  eine  Ecke  Xx,  die  einen  einelementigen  Cyklus  bildet,  eine 
Null-  oder  Unendlichkeitsstelle  von  G(rf)  ist,  so  gehört  diese  Ecke,  falls 
der  daselbst  vorhandene  Winkel  von  F0 

%n 
Tn 

von  Null  verschieden  ist,  gx  verschiedenen  in  dieser  Ecke  zusammen- 
stossenden  Bereichen  .F,  gleichzeitig  an,   wir  werden  also,  wie 

oben  geschehen  ist  (Nr.  310,  S.  196),  diese  Ecke  als  (—Wache  Null- 
stelle zu  zahlen  haben,  wenn  die  Entwickelung  von  Q(rj)  in  der  Um- 
gebung von  ri  =  Xx  die  Form  (41)  (a.  a.  0.  für  g  =  g^  hat 

Wenn  die  Ecke  A   .  ,  eine  Nullstelle  oder  Unendlichkeitsstelle  voi 
G(rj).  ist,  so  gilt  das  Gleiche  von  den  sämmtlichen  Ecken  des  tf-gliecL 
rigen  Cyklus,  zu  dem  Xa  ,  1  gehört.     Wir  zahlen  dann,   wenn  die  Eni 
wickqlung  von  ®(rj)  in  der  Umgebung  von  Xa,1  mit  der  Potenz 

<i  -  W 

beginnt,  die  Ecke  Xa  ,  x  als  eine 

P 

fache  Nullstelle,  so  dass  also   die  6  den  Cyklus  bildenden  Ecken 
sammengenommen  eine  Nullstelle  von  der  Vielfachheit 

P 

9a+ i 

repräsentiren.   Natürlich  gilt  dies  nur,  wenn  ga,1  einen  endlichen  We 
besitzt. 

Um   allgemein    alle    durch    erlaubte   Abänderungen   von    JF0 
stehenden  Fundamentalbereiche,   wo  die  Cykelnvertheilung  der  Ec 
eine  andere  sein  kann,  wie  für  F0,  mit  zu  umfassen,  sagen  wir: 

Wenn  die  Ecken  A,  X'}  •••  A^1*    zusammen   einen  ft-gliedri 
Cyklus  bilden,  für  welchen  die  Winkelsumme  gleich 

2» 

7" 

ist,  und  wenn  die  Entwickelung  der  Thetafunction  in  der  Umgebut- 
von  X  mit  der  Potenz 

iri-Xf 

beginnt,  so  zahlt  jedes  der  A,  A',  •  •  •  A^-1)  als  eine 


Sil.    Null-  und  Unendlichkeitsstellen.  201 

lache,  und  somit  der  ganze  Cyklus  als  eine  (—)- fache,  innerhalb  des 

(undamentalbereiches  gelegene  Nullstelle  von  G(rj).    Es  ist  dann  stets 

j)  =  —  m  (mod  g). 

Im  Falle  einer  auf  dem  Einheitskreise  gelegenen  Ecke  X}  die  also 
u  einer  parabolischen  Substitution  S  gehört,  zahlen  wir  dieselbe,  be- 
iehungsweise  die  Gesammtheit  der  Ecken,  die  mit  X  zusammen  einen 
Jyklus  bilden,  als  p- fache  Nullstelle,  wenn  die  Entwickelung  der  mit 
fj  —  X)  m  multiplicirten  Thetafiinction  nach  Potenzen  von 

inj     1 

lit  der  p-ten  Potenz  von  t  beginnt. 

Wir  fragen  nun  nach  der  Anzahl  der  innerhalb  F0  gelegenen, 
.  h.  der  wesentlich  von  einander  verschiedenen  Nullstellen  der  Theta- 
raction. 

Sei  für  x  =  1,  2,  •.  •  •  6  die  Ecke  A    eine  Nullstelle  von  der  Ord- 

f         f  X 

ung 

f,      px  +  m-    0(modgx), 

Jx 

nd  möge  der  von  den  Ecken  k(  .  lf  A    .  lf  •  •  •  i^7xl)  gebildete  Cyklus 
ine  Nullstelle  von  der  Ordnung 

77-' ,        P„+i  +  **=z0  (mod(/fl+1) , 

»präsentiren.      Das    Auftreten    parabolischer    Substitutionen 
öge  vorläufig  ausgeschlossen  werden. 

Wenn  dann  im  Innern  von  F0  noch  p  einfach  zu  zahlende  Null- 
ellen der  Function  ®(i?)  liegen,  so  beträgt  die  Gesammtzahl  der 
esentlich  verschiedenen  Nullstellen  von  @(rj) 


t2)  p  =  Po  +2j  T 

X=l 


9M 


«deute  nun  q  die  Anzahl  der  einfach  zu  zählenden  Unendlichkeits- 
tellen  der  rationalen  Function  H(rf),  die  innerhalb  des  Einheits- 
reises gelegen  sind,  oder  genauer  gesprochen  die  Anzahl  derjenigen 
ieser  Unendlichkeitsstellen,  denen  innerhalb  FQ  gelegene  Unendlichkeits- 
^ellen  der  Function  S(rf)  entsprechen,  dann  ist  bekanntlich 

«a\  1      /*«*log3(ij)   , 

«)  JJi|_g__J....^J.rf,, 

(*b> 
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wo  das  Integral  über  die  Begrenzung  von  F0  zu  erstrecken  ist.  Da  die 
Ecken  von  FQJ  die  wirkliche  Nullstellen  von  S(rj)  sind,  zu  Unendlich- 
keitstellen der  zu  integrirenden  Function  dlog  ®(^)  Veranlassung  geben, 
hat  man  bei  der  Integration  diese  Ecken  in  unendlich  kleinen  Curven 
zu  umgehen;  wir  können  diese  Curven  z.  B.  als  kleine  Kreisbogen 
wählen,  deren  Mittelpunkte  in  den  betreffenden  Ecken  liegen. 

312.     Berechnung   der  Anzahl  der  wesentlich   verschiedenen  Null 

stellen,  wenn  keine  parabolischen  Substitutionen  auftreten.    Bedeu . 

tung  als  superfizieller  Inhalt  des  Fundamentalbereiches. 

Betrachten  wir  zunächst  die  Integrale  über  diese  kleinen  Curvei 
In  der  Umgebung  von  kx  ist 

®  in)  =  in  -  KY*  0„  +  ei  (-n  -*;  +  ••■), 
®'(?)  -pK(v-  K)Pk  " '  («.  + «,  <v  -  K)  +  •  •  0 , 


also 


0\n)         p 


Integrireu  wir  also  über  einen  kleinen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  X. 

so  ist 

(44)  fJ^dv=Px.2xL 

Das  Integral  verläuft  dabei  im  positiven  Sinne,  d.  h.  so,  dass  der  eÄ-  :»- 
geschlossene  Punkt  X%  zur  Linken  bleibt.  Das  Integral  über  die  I  ^e- 
grenzung  von  FQ  ist  so  zu  erstrecken,  dass  der  Fundamental  bereich        — 3F0 

zur  Linken  bleibt,   also  ist  der  bei  Berechnung  von  (43)   in  Betrac s-Tit 

kommende    Theil   des  Integrals  (44)   im   negativen  Sinne   zu   nehm^M^^1', 
wir  schreiben  dies 

Von  diesem  Integrale  ist  für  x  =  1,  2,  •  •  •  6  der  auf  den  Bergen  r  "B11* 

dem  Centriwinkel 

entfallende  Theil  zu  nehmen,  wir  haben  also  den  Beitrag 


9x 


zum  Integrale  (43).     Ebenso  ergiebt  sich  von  den  auf  die  Ecken 
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l>ezüglichen  Integralen,  wo  die  Winkelsumme  von  jF0  den  (ga  ,  1)tcn  Theil 
-von  2n  betragt,  der  Gesammtbeitrag 

so  dass  also  von  den  kleinen,  die  Ecken  von  F0  umgehenden  Curven 
der  Beitrag 

C45)  -mSt 

x=U    y* 


zu  dem  Integrale  (43)  geliefert  wird. 

Die  Integrale  über  die  Seiten  von  FQ  paaren   sich  zu  je  zweien, 
die  über  congruente  Seiten  sx7  s'x  erstreckt  sind;  wir  haben  also 

«vo    das   negative  Vorzeichen  vor   dem   zweiten  Integrale   geschrieben 
wurde,   um  anzudeuten,  dass  während  sx  in  der  Richtung  von  kx  nach 

^*Tf*   durchlaufen  wird,  die  correspondirende  Seite  s'x  in  der  Richtung 

^on  X(kH\t  nach  A„  hin  zu  durchlaufen  ist. 

Nun  ist,  da  s'^  aus  sx  durch  die  Substitution  A  y  hervorgeht  (vergl. 
Nr.  215,  Bd.  II,  1,  S.  337), 

/•d  log  «(11)  r*\Axn)  /• 

(i'x)  (*x)  (*x) 

Eherner  haben  wir  nach  Gleichung  (9)  der  Nr.  305  (S.  176) 
t»Iso  durch  logarithmische  Differentiation 

/dA   »A 
d  \o%0(Axri)  =  d  log  ®{n)  —  m tf  log \^~- )  ; 

*-**  ist  folglich 

^(X— 1) 

Jdlog  *(,)  -j'd  log  «(,)  =  wJrflog(^)  =  m [log -£?]  °+1 


(*J  ('*} 


X 


x 
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diese  Differenz  hat  demnach  den  Werth 


m 


Wir  finden   also    für   die   Summe  (45)   einen  Ausdruck  von    der- 
Form 

wo  B  eine  reale  Grösse  bedeutet    Nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  19J* 
(Bd.  U,  1,  S.  268)  ist 

am  für  den  Aasdruck 


2  (A* -*£-%-!> 


eine  genaue  Werthbestimmung  zu   erhalten,   verfahren   wir  folgenderer- — 
massen. 

Denken  wir  uns  in  jeder  der  Ecken  ^^  an  die  beiden  daselb^^s^ 
zusammenstossenden  Seiten  von  F0  die  Tangenten  gezogen,  so  erhaltest 
wir  ein  gradliniges  sternförmiges  (2<?)-Eck,  dessen  Winkelsumme  glei 

(2<y  — 2)* 

ist.    Die  Summe  der  Winkel   dieses  (2<y)-Ecks,  die  bei  Ecken  A{* 
liegen,  ist  nichts  anderes  wie 

2* 

während  der  Winkel,   den  die  von  k{f\1  und  A^~,}   ausgehenden  u. 
aufeinander  folgenden  Seiten  mit  einander  einschliessen,  offenbar  gl 
dem  Werthe  von 


i> 


*»  (-£) 


im  Punkte  i!*    "   gefunden  wird. 
Wir  haben  also 

dAx^\  .       2% 


<*«-«>.-2(*»-£-v»+ 

x=l  J        Aa4-1 


r+1  g«  +  l 

und  der  Coefficient  von  i  in  der  Summe  (45)  hat  folglich  den  We* 

<H-i 
m 


j(2.-2)» -2^1). 

X  =  l       * 


/ 
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Das  Integral  (43)  ergiebt  sich  demnach  gleich 


1 


<7+l 


—, ;  l  R  +  i  2  m  %  (ff  -  1 )  -  2  n  %£ 


.  v  p*  +  m 


x=l 

id  da  dasselbe  einen  realen  Werth  haben  muss,  ist 
h.  wir  finden 

<7+l 


^ 


JP0  —  q  =  m(ö—  1)—  ^ 


x=l 


>  die  unter  dem  Summenzeichen   stehenden  Glieder  zufolge  der  für 
3  px  bestehenden  Congruenzen  ganze  Zahlen  sind. 

Die  Gesammtzahl  p  der  innerhalb  FQ  gelegenen,  d.  h.  wesentlich 
n  einander  verschiedenen  Nullstellen  der  Function  &{rf)  ist  also 
ch  (42) 

a  +  l 


,_f  +  ,.{y(.  _;.!)_!] 


Uebertragen  wir  den  Fundamentalbereich  F0  auf  die  Fläche  vom 
ißtanten  Erümmungsmaasse  —  1 ,  so  erhalten  wir  ein  von  geodäti- 
len  Linien  gebildetes  (2<?)-Eck,  dessen  Winkelsumme  gleich 

<7+l 

2*57---- 

Nun  hat  man  nach  Gauss  für  die  Totalkrümmung  (curvatura 
egra)  eines  auf  einer  Fläche  vom  Erümmungsmaasse  K  gelegenen 
odätischen  Dreiecks,  dessen  Winkel  gleich  A,  B,  C  sind  die  Formel 

fKdw  =  A  +  B  +  C  —  %} 

>  dw  das  Flächenelement  bedeutet  und  die  Integration  über  das  Innere 
«  betrachteten  Dreiecks  zu  erstrecken  ist.  Wenn  also  die  Erümmung 
«r  Fläche  constant  und  zwar 

K=  —  1 

;,  so  ist  der  Inhalt  des  betrachteten  geodätischen  Dreiecks  gleich 

fdw  =  7t—(A  +  B+C). 

Der  Inhalt  unseres  dem  Fundamentalbereiche  FQ  entsprechenden 
odätischen  (2  0) -Ecks  ist  hiernach  gleich 


(7  +  1 

07t  —  > 2», 

x— 1 


In 


i 
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also  gleich 

«■(;2(wa-o- 


Der  Ausdruck 

(«)  ^(Wi)-»-^ 

x=l  y* 

ist  also  stets  positiv  und  stellt,  abgesehen  von  dem  Factor  4*,   d»  -Jen 
superficiellen  Inhalt  des  Fundamentalbereiches  F0  dar. 

Wir  schliessen  hieraus,   dass   die  Anzahl  der  wesentlich  verschi:    _ie- 
denen  Nullstellen 

(48)  l>  =  2  +  2m=i 

der  Thetafunction  stets  grösser  ist  wie  die  Anzahl  q  der  Unendlic=Z3Cu- 
keitsstellen  innerhalb  FQ. 

In  den  Fällen,  wo  die  unabhängige  Variable    einer  Gauss'sc 
Differentialgleichung  eine  rationale  Function  des  Integralquotienten 
d.  h.  für  die  endlichen  Gruppen  projectiver  Substitutionen,  ergab  sich 
durch  die  Gleichung  (47)  definirte  Grosse  v  als  ganze  Zahl  und  wese: 
lieh   positiv.     Wir  können   sogar   auf  Grund   der  Betrachtungen 
Nr.  299  (S.  149)  (vergl.  die  Nr.  326)  sagen : 

Allemal,  wenn  die  durch  die  Gleichung  (47)  definirte  Zahl  v 
eine  discontinuirliche  Gruppe  &  positiv  ist,  muss  sie  eine  ganze  Zahl 


313.    Der  Fall,  wo  parabolische  Substitutionen  auftreten.     BildiiX*-£ 
von  Fuchs'schen  Functionen  aus  Thetafunotionen. 

Wir  lassen  nun  die  Beschränkung,  dass  sich  unter  den  Substi**---1" 
tionen 

Av  Av  '  *  *  Äo>  Äo+l 


keine  parabolische  befindet,  fallen.    Dann  bleiben  alle  unter  dieser  I>    ^ 
schränkung  gemachten  Schlüsse  richtig,   es  handelt  sich  nur  um  d^e 
Berechnung  des  Integrals 

f  d  log  &(ri)} 

erstreckt  über  eine  kleine  Curve,  die  ganz  innerhalb  F0  verläuft  ur»-" 
eine  parabolische  Ecke,  d.  h.  den  Doppelpunkt  Xx  einer  parabolisch^^22 
Substitution  A 

A*n-K  '"n  —  K  "•" Y* 

umgiebt. 
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Setzen  wir 


2  TT« 


t  =  e  , 

>  ist  in  der  Nähe  der  Stelle  A    die  Thetafunction  in  der  Form 

x 

<fl  —  K) 

irstellbar,  wo  $ßx(0  eine  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  t  fort- 
hreitende  Reihe  bedeutet,  die  für  t  =  0  nicht  verschwindet;  px  ist 
ne  ganze  Zahl. 

Wenn  rj  in  einem  kleinen  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  in  X%  liegt, 
>n  einem  Punkte  der  Seite  sx  nach  dem  correspondirenden  Punkte  der 
3ite  s\  =  As    steht,   so   hat  t  einen  kleinen  Kreis  mit  dem  Mittel- 

X  XX     *^  * 

mkte  t  =  0  vollständig  durchlaufen,  und  zwar  erfolgt  die  Bewegung 
>n  t  so,  dass  der  Punkt  t  =  0  zur  Rechten  bleibt,  weil  bei  der  ent- 
►rechenden  Bewegung  von  rj  der  Punkt  kx  zur  Rechten  (die  Fläche 
9  zur  Linken)  liegt.    Bilden  wir  also  das  Integral 

Jd  log  ®(ri) 

ngs  dieses  kleinen  Kreisbogens  der  t\  -Ebene,  so  ergiebt  sich,  da 

d  log  0(r))  =  d  log  (,  -  Xx)-im  +  d  log  f>  %x (t) 
t,  offenbar 

jd  kg  &(V)  =jd  iog(,  -  ixr "" +f*  log  <"x?x(0- 

Das  erste  Integral  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  verschwindet, 
enn  wir  den  Radius  des  kleinen  Kreisbogens  der  ^- Ebene  unendlich 
lein  nehmen,  das  zweite  Integral  dagegen  reducirt  sich  auf 

—  2*ipKf 
ix  haben  folglich 

/  d  log  &(rj)  =  —  2  iti px . 

Berechnen  wir  also  wie  in  dem  vorhin  betrachteten  Falle  das  über 
«  Begrenzung  von  FQ  erstreckte  Integral  von  d  log  &(rf)}  so  finden  wir 

/rflogefo)  -  2«i[m(*  -  1)  -^P^±^  -2?*], 

o  sich  die  erste  Summe  in  der  eckigen  Klammer  auf  die  elliptischen 

^Institutionen 

A        A        •  •  • 

L^  zweite  Summe  auf  die  parabolischen  unter  den 

A      A      •  •  •  A 
^zieht. 


1 
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Wenn  wir  im  Sinne  der  gemachten  Festsetzung  die  parabolisch 
Ecke  X  als  eine  p  -fach  zu  zählende  Nullstelle  ansehen,  so  finden  wi 
also  für  die  Gesammtzahl  der  wesentlich  verschiedenen  Nullstellen  vo 
S(rf)  den  Ausdruck 

wo  sich  die  Summation  wieder  auf  die  elliptischen  Substitutionen  A 
bezieht  und  r  die  Anzahl  der  parabolischen  Substitutionen   unter  d 

Äi>  Äv  '•'  Ao+l 
bedeutet.     Beachten  wir  nunmehr,  dass  für  eine  parabolische  Substit- 
tion  das  entsprechende  gx  unendlich  gross  zu  nehmen  ist,  so  haben 
also  auch  in  dem  allgemeinen  Falle  für  p  die  Formel 

wo  v  die  durch  die  Gleichung  (47)  festgelegte  Bedeutung  hat. 

Die  Formel  (48)  ist  also  ganz  allgemein  gültig,  und  offenbar 
deutet  auch  im  allgemeinen  Falle 

—  4« 

V 

den  superficiellen  Inhalt  des  Fundamentalbereiches  FQ. 

Wenn  wir  wie  üblich  die  Unendlichkeitsstellen  als  negative  N«^U~ 
stellen  zahlen  (was  bei  den  eventuell  in  den  Ecken  von  F0  gelegeo-ön 
Unendlichkeitsstellen  auch  bisher  schon  geschehen  ist),  so  haben  -^v*T 
also  für  die  Gesammtzahl  p  —  q  der  wesentlich  verschiedenen  N«U- 
stellen  den  Satz: 

Die  Anzahl  der  wesentlich  verschiedenen  Nullstellen  d^r 
durch  die  Reihe  (8)  dargestellten  Fuchs'schen  Thetafunctic*  ^ 
ist  proportional  der  Zahl  m  und  dem  superficiellen  Inhal*5'6 
des  Fundamentalbereiches  der  Gruppe  #. 

Mit  Hülfe  der  durch  Reihen  von  der  Form  (8)  der  Nr.  3C*5 
(S.  175)  definirten  Thetafunctionen  lassen  sich,  wie  wir  am  a.  a.  ^-** 
bereits  bemerkt  haben,  durch  Quotientenbildung  eindeutige  Function^^n 
herstellen,  die  bei  den  Substitutionen  der  Gruppe  &  ungeandert  bleibe :M' 
Betrachten  wir  den  daselbst  gebildeten  Quotienten 


rt*)- 


zweier  zur  selben  Zahl  m  gehöriger  Thetafunctionen,  und  sei  p    die  A-  *" 
zahl  der  Nullstellen,  qx  die  Anzahl  der  Unendlichkeitsstellen  von  9t  C  **" 
innerhalb  F0  und  mögen  p2,  q2  die  analoge  Bedeutung  für  &s(rf)  hab&**> 
dann  ist  im  Allgemeinen  pt  +  qx  die  Anzahl  der  Nullstellen,  px  -f-  ^i 
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>  Anzahl  der  Unendlichkeitsstellen  der  Function  f(rj)  innerhalb  FQ. 
ese  Function  wird  also  im  Innern  des  Fundamentalbereiches  nur  an 
ler  endlichen  Anzahl  von  Stellen  gleich  Null  oder  unendlich, 

f(rf)  ist  also  eine  Fuchs'sche  Function. 

Da  zufolge  der  Gleichung  (48)  (Nr.  312,  S.  206) 

,  so  stimmt  die  Anzahl  der  Nullstellen  von  f(rf)  mit  der  Anzahl  der 
lendlichkeitsstellen  überein,  wie  es  im  Sinne  des  Satzes  der  Nr.  215 
&  II,  1,  S.  338)  sein  muss. 

Allgemeiner  können  wir  in  folgender  Weise  Fuchs'sche  Functionen 
den. 

Wir  sagen,  die  durch  die  Reihe  (8)  dargestellte  Thetafunction  ge- 
re  zur  Zahl  m.   Ein  Product  von  Thetafunctionen,  die  zu  den  Zahlen 

lören,  möge  ebenso  als  zu  der  Zahl 

mx  +  w2  H 1-  w, 

lorig  bezeichnet  werden.  Bilden  wir  eine  ganze  rationale  Function 
b  constanten  Goefficienten  von  Thetafunctionen,  in  welcher  jedes 
mom  zur  selben  Zahl  K  gehört  und  dividiren  dieselbe  durch  eine 
lere,  ebenso  beschaffene  ganze  Function,  so  gehört  der  Quotient  zur 
hl  Null  und  ist  folglich  eine  Fuchs'sche  Function. 

Es  entsteht  naturgemäss  die  Frage,  ob  sich  auch  umgekehrt  jede 
chs'sche  Function  als  ein  solcher  Quotient   darstellen  lässt.     Wir 
schranken  uns  bei    der  Behandlung  dieser  Frage  auf  den  Fall,   wo 
e  Substitutionen 


Liptische  sind. 


A>    -***>    "  '    4/+1 
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Drittes  Kapitel. 

314.    Invariante  eindeutige  Formen.    Allgemeine  Gestalt  der  ganze 
Formen  als  Functionen  der  unabhängigen  Variabein. 

Denken  wir  uns  die  Fuchs 'sehe  Function 

z = m 

gebildet,  die  innerhalb  FQ  jeden  Werth  nur  ein  einziges  Mal  annim 
und  die  für 

beziehungsweise  die  Werthe 

besitzt.     Dann   wissen   wir,    dass   sich  jede   zur   Gruppe   #   gehört 
Fuchs 'sehe  Function  rational  durch  z  darstellen  lässt,   und  dass  ei. 
lineare  Differentialgleichung  von  der  Form  (1)  (Nr.  304,  S.  168)  e*3ci- 
stirt,  in  welcher  rj  als  der  Quotient  der  beiden  Integrale 

erscheint. 

Wenn  1;  die  Substitution 

der  Gruppe  #  erfährt,  so  verwandeln  sich  ylf  y2  in 

UV  =  ±  (ßrlh  +  «m)  , 
der  Ausdruck 

m  =  % 

multiplicirt  sich  also  mit 

Gv^  +  O1- 

Wir  schliessen  hieraus,  dass  das  Product 


+  ',9i)tm' 
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m  die  Zahl  bedeutet,  zu  welcher  £(i?)  gehört,  eine  eindeutige  Func- 
l  Ton  ij  ist,  die  bei  den  Substitutionen  der  Gruppe  #  ungeandert 
bt  und  sich  innerhalb  des  Fundamentalbereiches  FQ  wie  eine  ratio- 
)  Function  verhält.  Also  ist  (1)  eine  Fuchs 'sehe  Function,  und 
mach  eine  rationale  Function  von  z. 
Per  Ausdruck 

offenbar  eine  rationale  homogene  Function  ( —  2w)ten  Grades  der 
ys;  bedeutet  umgekehrt  (p(y17  y2)  eine  beliebige  rationale  homogene 
letion  vom  Grade  —  2  m  in  den  yv  yv  so  ist  <p(yl7  y2)  in  der  Form 

<p(yi>  Vi)  =  v7*m '*0») 

stellbar,  wo  <P(i?)  eine  rationale  Function  von  r\  ist,  und  die  Reihe 

•)  2W",  vT) 

demnach  nichts  anderes,  wie  ein  Ausdruck  von  der  Form  (1). 

Offenbar  ist  (la)  eine  homogene  (natürlich  transcendente)  Func- 
l  vom  Grade  ( —  2  m)  in  den  yv  yv  oder,  wie  wir  kurz  sagen  wollen, 

3  Form.  Diese  Form  ist  nach  Multiplication  mit  y*m  eine  eindeu- 
5  Function  von  17,  wir  nennen  sie  deshalb  eine  eindeutige  Form; 
hat  ferner  die  Eigenschaft,  ungeandert  zu  bleiben,  wenn  die  yv  t/2 
3  Substitution  der  homogenen  Monodromiegruppe  d*  der  Differential- 
chung  (1)  (Nr.  304,  S.  168)  erfahren,  sie  soll  darum  eine  inva- 
nte  eindeutige  Form  heissen  (vergl.  Bd.  II,  1,  Nr.  195,  S.  250). 
Wir  wollen    allgemein    eine    homogene   Function   H(y17  y2)   von 

y2  vom  Grade  r,  die  sich  durch  Multiplication  mit  y~r  in  eine 
leutige  Function 

y-rH(yl9  t/2)  =  H(i?) 

7}  verwandelt  und  die  gleich  der  Wurzel  aus  einer  rationalen 
tetion  von  z  ist,  eine  invariante  eindeutige  Form  von  y  9  yt 
den. 

Offenbar  ist  der  Grad  r  einer  invarianten  eindeutigen  Form  von 
y2  stets  eine  rationale  Zahl. 

Eine  invariante  eindeutige  Form  soll  insbesondere  eine  ganze 
m  heissen,  wenn  dieselbe  für  solche  endliche  Werthe  der  yv  ytJ 
^n  Quotient  17  innerhalb  des  Einheitskreises  liegt,  niemals  unendlich 
d,  d.  h.  also  wenn 

U(yv  sr,)-tfH<;?)=-7f(*) 

H* 
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so  beschaffen  ist,  dass  die  eindeutige  Function  H(rj)  für  kein  rj  inne 
halb  des  Einheitskreises,  und  die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Functi 
R(z)  nur  so  unendlich  wird,  wie  y~r  verschwindet. 

Jede   invariante    eindeutige   Form    ist    dann   als   Quotient   zwei 
ganzer  Formen  darstellbar. 

Um  die  allgemeine  Gestalt  einer  ganzen  Form  aufzustellen,  hal> 
wir  zunächst  die  Art  des  Verschwindens  von  y±  zu  untersuchen. 

Da  zufolge  unserer  Voraussetzung  die  Ä^,  Av  •  •  •  Ag,x   elli 
tische  Substitutionen  sind,  haben  die  ganzen  Zahlen 

9v  9V  •"■  9a+i 

endliche  Werthe.  Bei  geeigneter  Wahl  von  y\  ist  dann  yx  für  jec3en 
regulären  Werth  von  z  endlich  und  von  Null  verschieden,  verschwur  de* 
für  z  =  ax  von  der  Ordnung 

x»l,  2,  ■•■ff) 

2  2  gx 

und  wird  für  z  =  a   ,  ,  =  oo  wie  die 

Potenz  von  z  unendlich.  Die  Anzahl  der  einfach  zu  zählenden  ^^fall- 
stellen  von  yx  ist  demnach  gleich 

«(i-ü)_1=_i 

^J  \2  2  gj        x  v  > 

d.  h.  abgesehen  von  dem  Factor  4tv  gleich  dem  superficiellen  hLlu&te 
des  Fundamentalbereiches  FQ. 

Die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  R(z),   die  den  T/Verih 
einer  ganzen  Form  vom  Grade  r  darstellt,  hat  also  die  Gestalt 

(3)  B{z)  =  — -^ , 

x=l 

wo  G(z)  die  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  von  z  bedeutet,  dö"**11 
Grad  p  einen  Werth 

x   —    V 

haben  muss,   damit  R(z)  f Ür  z  =  oo  von   nicht  niedrigerer  Ord**-^111® 
verschwindet   wie  y[. 

Sei  der  Zähler  von  R(z) 


(4) 


ff  w  -it(*  - c.)"' 
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die   cif  cv  •  •  •  c     sämmtlich   von   einander   verschieden   und   die 
lv  •  •  •  l    positive  rationale  Zahlen  $ind,  die  der  Gleichung 


i> 


«aal 

ügen,  möge  ferner  rj  =  y.  diejenige  innerhalb  des  Fundamental- 
eiches  F0  gelegene  Stelle  bedeuten,  für  welche 

n  wird  H(i?)  für  die  Stellen 

Svy.  (»— 0,  1,   2,  ...;     /=1,  2,  ...  /u) 

schwinden,  und  zwar,  wenn  c.  ein  regulärer  Punkt  ist,  von  der  Ord- 
ig  l.f  dagegen,  wenn  c.  mit  einem  der  im  Endlichen  gelegenen  sin- 
iren  Punkte,  etwa  mit  ax,   zusammenfällt,  von  der  Ordnung  lg  . 

Da  H(rf)  eine  eindeutige  Function  von  rj  sein  sollte,  so  folgt  hier- 
,  dass  für  einen  regulären  Werth  c.  der  Exponent  l{  nothwendig 
)  ganze  Zahl,   dagegen  für  c.  =  ax  ein  ganzzahliges  Vielfaches  von 

j_ 

9* 
.  muss. 

Sind  umgekehrt  diese  Bedingungen  für  die  Exponenten  l  in  einem 

(drucke  von  der  Form  (4)  erfüllt,  so  ist  der  Ausdruck  B(s),  wie  er 

ch  die  Gleichung  (3)  dargestellt  wird,  so  beschaffen,  dass 

ler  Umgebung  jeder  innerhalb  des  Einheitskreises  gelegenen  Stelle 
indeutig,  also  eine  unverzweigte  Function  von  rj  ist.  Da  das 
3re  des  Einheitskreises  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  bildet, 
Folgt  hieraus,  dass  das  Product  (5)  eine  schlechthin  eindeutige  Func- 

von  rj  sein  muss,  d.  h.  es  stellt  dann  R(z)  auch  stets  eine  ganze 
iriante  eindeutige  Form  von  yv  y2  dar. 

Wir  finden  also  für  eine  ganze  invariante  eindeutige  Form  r-ten 
des  die  Darstellung 

H{yv  yt)  -  y[  H  (,)  =  --^ , 

X  =  l 

die  Zahlen  (ix  den  Ungleichungen 

u   <  —  r  (—  —  -1-  — )  («-1. ».  ■  ■  ■  ^ 

Üge  leisten  und  so  beschaffen  sind,  dass  die 
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- r  (%  ~  t)  -  <**<>> 


ganzzahlige  Werthe  haben,  wo  ferner  M(z)  eine  ganze  rationale  Für 
tion  bedeutet,  deren  Grad  p  die  Ungleichung 

erfüllt,  und  wo  endlich  auch 
eine  ganze  Zahl  ist. 


315.    Theorie  der  ganzen  Thetafunotionen. 

Wenn  die  rationale  Function  H(ii)}  die  zur  Bildung  der  durclB-  die 
Reihe  (8)  (Nr.  305,  S.  175)  definirten  Fuchs'schen  Thetafunction  <Lient> 
an  keiner  innerhalb  des  Einheitskreises  gelegenen  Stelle  rj  unendlich-  ist, 
so  wird  die  Thetafunction  @(rf)  selbst  innerhalb  des  Einheitstarifes 
allenthalben  endlich  sein.  Wir  wollen  eine  so  beschaffene  Thetaf^voc- 
tion  eine  ganze  Thetafunction  nennen. 

Bedeutet  0(17)  eine  solche  ganze  Thetafunction,  so  ist  offembar 
das  für  dieselbe  gebildete  Product  (1)  (Nr.  314,  S.  210)  eine  ganz^  in- 
variante eindeutige  Form  von  yv  yv  also  in  der  Form  (6)  darstellbar. 
Da  aber  das  Product  (1)  eine  rationale  Function  von  z  sein  muss ,  so 
haben,  wenn  in  der  Gleichung  (6)  die  Function  H  (rj)  eine  ganze  Tteta- 
function  bedeutet,  die  Zahlen 

ganzzahlige  Werthe,  und  r  ist  gleich  —  2m.     Es  lässt  sich  also    3€^e 
zur  Zahl  m  gehörige  ganze  Thetafunction  in  die  Form  setzen 

(7)  &(7l)  =  Wt . 

wo  #  (z)  eine  ganze  Function  p-ten  Grades  von  zy  (iv  jt2,  •  •  •  pa  f^^1 
Zahlen  bedeuten,  und  wo  für  die  j>,  filf  u2,  •  •  •  pa  die  Ungleich**  :*:18e 


(8) 


erfüllt  sind. 


P*  <  '"  (*  -  l) 


(x=l,  *.••  ■  a), 


n 

—  2m 


|,<^-.(l+i;L.)< 


I 
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Wenn  die  Zahl  m  gegeben  ist,  so  ergeben  die  Ungleichungen  (8) 
eine  wohlbestimmte  obere  Grenze  für  den  Grad  p  der  ganzen  ratio- 
nalen Function  #  (#)•  Sei  diese  obere  Grenze  g^,  so  dass  also  p  noch 
gleich  Qm  —  1  werden  kann.  Dann  erhalten  wir  jedenfalls  einen  Ausdruck, 
in  welchem  die  allgemeinste  ganze  und  zur  Zahl  m  gehörige  Theta- 
function  enthalten  sein  muss,  wenn  wir  bilden 

*m    Co  +    Cx  Z  H h  Ca  t  Z*»~l 


wo  ftv  (iv  •  •  •  (ia  die  grössten  ganzen  Zahlen   bedeuten,   die  den  Un- 
gleichungen 


P-  <  m  (l  —     ~\  (*=»1,  *,  •••  <f) 


Genüge  leisten,  und  wo  die  C0,  Cv  •    •  C    —1  unbestimmte  Constanten 

sind.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Jede  zur  Zahl  m  gehörige  ganze  Thetafunction  lässt 
sich  homogen  linear  mit  constanten  Coefficienten  durch  Qf 
geeignet  gewählte,  specielle  derartige  Functionen  darstellen. 

Es  wären  nun  zwei  Fälle  möglich. 

Von   dem  Ausdrucke  (9)  steht  fest,   dass  sich  derselbe  durch  g 
und   nicht  durch   weniger  specielle   Ausdrücke  von   derselben  Gestalt 
homogen  linear  mit   constanten  Coefficienten   darstellen   lässt.     Wenn 
nun  jeder  Ausdruck  von  der  Form  (9)  auch  durch  eine  ganze  Theta- 
function 

OO)  2"V.0(3?f 

dargestellt  werden  kann,  so  lässt  sich  auch  jede  solche  Thetafunction  durch 
jsjenau  g^  derselben  und  nicht  durch  weniger  homogen  linear  mit  constanten 
Coefficienten  ausdrücken.  Wenn  dagegen  nicht  jeder  Ausdruck  (9)  in 
c3ie  Form  einer  Thetareihe  (10)  gesetzt  werden  kann,  so  muss  die  all- 
ju;eineinste,  zur  Zahl  m  gehörige  ganze  Thetafunction  sich  durch  höch- 
stens Q    —  1  ebenso  beschaffene  Thetafunctionen 


nn 

in 


1=0  ' 


liomogen  linear  mit  constanten  Coefficienten  ausdrücken  lassen. 

Es  wird  sich  zeigen,  dass  die  letztere  Annahme  auf  einen  Wider- 
spruch führt. 
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316.    Beweis,  dass  jede  Fuehs'sehe  Function  durch  Thetafunctionen 

dargestellt  werden  kann. 

Seien  rjl7  i\v  •  •  •  17  irgend  welche,  z.  B.  innerhalb  FQ  gelegene 
Werthe  von  rj.  Dann  lassen  sich  stets  gw  Grössen  a19  aj;  •  •  •  a  so 
bestimmen,  dass  die  gw  —  1  homogenen  Gleichungen 

ai  *M  +  a2 &A%)  +  •  -  •  +  a0m &i(%n)  =  °  (l-1- 2>  ••  •  t»-» 

befriedigt  werden. 

Wenn  nun  jede  ganze  Thetafunction  von  der   Form   (10)   durd 
die  Functionen  (11)  homogen  linear  mit  constanten  Coefficienten  dar- 
stellbar sein  sollte,  so  müsste  für  jede  rationale  Function  üf(i?),  die  ai 
keiner  innerhalb    des  Einheitskreises  gelegenen  Stelle  unendlich  wird, 
die  Gleichung 

(12)        2  2*.s(8.ri  (k% + *xtm = o 

x  =  l    *=0 

identisch  erfüllt  sein. 

Bilden  wir  uns  den  Ausdruck 


0(17,  ö)  = /. r 


m> 


so   stellt   derselbe   offenbar   eine  zur  Zahl  m   gehörige   Thetafuncti 
von  a  dar,  die  sofern  wir  17  und  a  auf  das  Innere  des  Einheitskrei 
beschränken,   nur  für  a  =  rj  und  die  mit  tj  correspondirenden  Stell 
Svri  unendlich  wird,   und  zwar  wird  sie   an  diesen  Stellen  unendli 
gross  von  der  ersten  Ordnung.     Sei 

1      yn  +  t 
rgend  eine   beliebige  Substitution  der  Gruppe  #,  dann  ist 


•<*.  •>-£*!*("-£). 


i  =  0 

und  da  offenbar 


ist,  so  haben  wir 


9  (Sri,  a)  =  >  , ( — - ! 1  . 
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zen  wir 

durchläuft  8y  alle  Substitutionen  der  Gruppe  #,  wenn  /  alle  Werthe 
i  0  bis  oo  annimmt,  es  ist  demnach 

r,  da 


dSSva 


dS*a         [Y@ta)+*f 
so  ergiebt  sich 


•  _      _    .  m 


•<*.'•> -g-p&m 


Die  Differenz 

* (Sn,  \)  -  (yn  +  *r,("_1)  •(*,  *„) 

jiebt  sich  demnach  gleich 

yr\-\-  d  1 


£4\  dnK  J    n-svnx  [ 


f^0  \  *nx  /    n-  övnx  [\y(Svnx)+*]*m-1      im  +  *)""~2 

bzen  wir  also 

(rn  +  *)*m"-*  (yu  +  df'"-1  n  —  u, 


a     ft^  — 1  *  (ri  +  *)Sm~1-(rtt  +  *)s 

v    «VW  —       ,  *Ny^2  ;~"T^Ä-i  "l     ~  > 


finden  wir  die  identische  Gleichung 

»)•(«*,  ^)-(^+*r2m+2*(i?,  *j-2*(s,o(-3in) ' 

Die  durch  die  Gleichung  (13)  definirte  rationale  Function  Jp(w) 
n  u  wird  an  keiner  innerhalb  des  Einheitskreises  gelegenen  Stelle  u 
Bildlich,  es  müsste  folglich  für  dieselbe  die  Gleichung  (12)  er- 
lt  sein. 

Setzen  wir  also 

ergäbe  sich  aus  der  für  Jp(w)  bestehenden  Gleichung  (12)  mit  Rück- 
ht  auf  (14) 
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und  zwar  müsste  diese  Gleichung  für  jede  Substitution  8  der  Gruppe  $ 
erfüllt  sein. 

Wir  schliessen  hieraus,  dass 

eine  zur  Gruppe  #  gehörige  Fuchs 'sehe  Function  darstellt;  also  rational 
durch  z  ausdrückbar  sein  muss;  sei 

(16)  *5"-^(f  )-*«, 

so  haben  wir  also 

(17)  ,*(,) -*-»-+■«(,). 

Die  Gleichung  (15)  lehrt,   dass  die  Function  A{v\)   innerhalb 
Fundamentalbereiches  Fn  nur  an  den  q    Stellen 

von  der  ersten  Ordnung  unendlich  wird,  der  Ausdruck  auf  der  redeten 
Seite  der  Gleichung  (17)  könnte  demnach  als  Function  von  z  nur  a# 
den  q    Stellen 

von  der  ersten  Ordnung  unendlich  werden. 

Aus  der  Art,  wie  yt  an  den  Stellen  av  a2,  •••  aaJ  a  .j  =  od 
verschwindet,  schliessen  wir  demnach,  dass  sich  die  rationale  Function 
SR(*)  in  der  Form 

,     N  (z  —  a.  )Ti  (z  —  a9)f*  ■  ■    (z  —  anY° 

(18)  «(*)  =     ■-     -^ K- — 

f[(z  -  f&*)) 

x  =  l 

darstellen  lassen  muss,  wo  die  Zahlen  xv  xt7  •  •  •  xa  die  Ungleichungen 

(19)  rx  >  (m  -  1)  (l  -£)       (n-i,  2,       o) 
erfüllen,  und  g     die  Ungleichung 


(20) 


9-  >§'.  -(—»(«+  j^) 


befriedigen  müsste.     Vergleichen  wir  (19)  mit  der  ersten  der  Unglei- 
chungen (8),  so  finden  wir 
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dadurch  steht  aber  die  Ungleichung 


<Jfc--(1+id.-)+I 


'in 


der  gm  seiner  Definition  gemäss  genügen  muss,  mit  der  Ungleichung 
(20)  im  Widerspruch. 

Es  ist  also  nicht  möglich ;  jede  ganze  Thetafunction  von  der 
Form  (10)  durch  weniger  wie  ^  specielle  solche  Functionen  homogen 
linear  mit  constanten  Coefficienten  darzustellen.  Nach  den  Bemerkungen 
am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  (S.  215)  folgt  hieraus  der  wich- 
tige Satz: 

Bedeutet  m  irgend  eine  ganze  Zahl,  die  grösser  ist  wie 
Eins,  so  lässt  sich  jeder  Ausdruck  von  der  Form  (9)  als  eine 
ganze  zur  Zahl  m  gehörige  Fuchs'sche  Thetafunction  dar- 
stellen. 

Auf  Grund  dieses  Satzes  ist  unmittelbar  evident,  dass  jede  Fuchs'sche 
Function,  die  zur  Gruppe  #  gehört,  d.  h.  jede  rationale  Function  von  z} 
in  der  am  Schlüsse  der  Nr.  313  (S.  209)  angegebenen  Weise  als  ein 
Quotient  von  ganzen  rationalen  Combinationen  von  Fuchs 'sehen  Theta- 
fnnetionen,  ja  sogar  von  ganzen  Thetafunctionen  dargestellt  werden 
kann. 


317.    Primformen.     Wurzeln  aus  rationalen  Functionen   der  unab- 
hängigen Variabein,  die  eindeutige  Functionen  des  Integral- 
quotienten sind. 

Wir  wollen  nun  noch  eine  andere  Darstellungsart  der  Fuchs'schen 
Functionen  kennen  lernen,  die  uns  nicht  nur  diese  Functionen  selbst, 
sondern  auch  gewisse  aus  denselben  gebildete  Wurzelausdrücke,  die  ein- 
deutige Functionen  von  v\  sind,  liefern  wird.  Wir  gehen  zu  dem  Ende 
auf  den  Begriff  der  allgemeinen  ganzen  invarianten  eindeutigen  Form 
von  ylf  y2  zurück  und  führen  nach  der  Analogie  der  für  endliche 
Gruppen  in  der  Nr.  294  (S.  132)  aufgestellten  Definition  auch  hier 
den  Begriff  der  Primform  ein. 

Wir  wollen  für  eine  beliebige  Fuchs'sche  Gruppe  ohne  parabo- 
lische Substitutionen  eine  ganze  invariante  eindeutige  Form  H(yv  y2) 
eine  Primform  nennen,  wenn  das  zu  dieser  Form  H(yv  y2)  gehörige 

H(ri)  =  y-rH(yl,  y.) 

innerhalb  des  Fundamentalbereiches  F   nur  an  einer  einzigen  Stelle  rj 
und  an  dieser  von  der  ersten  Ordnung  verschwindet. 
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Ans  dieser  Definition  und  aus  den  Erörterungen  der  Nr.  314 
(S.  213)  folgt,  dass  eine  Primform  durch  Angabe  ihrer  Nullstelle  inner- 
halb des  Fundamen talbereiches  FQ,  abgesehen  von  einem  constanten 
Factor,  eindeutig  bestimmt  ist. 

Sei  zunächst  diese  Nullstelle  rj  =  y  keine  Ecke  von  Fx ,  dann  ist 
z  =  f(y)  ein  regulärer  Punkt  unserer  Differentialgleichung  (1)  (Nr.  304, 
S.  168)  und  folglich 

*  —  f{?)  =  ^  0?  —  y)  +  *2  0?  —  y)*  +  '-, 

wir  haben  also,  um  die  Darstellung  der  zur  Nullstelle  rj  =  y  gehörigen 
Primform  zu  erhalten,  in  dem  Ausdrucke  (6)  (Nr.  314,  S.  213) 

M(z)  =  z-f(y),      p=\, 
/l         l    l  \ 

ft  — — r  (t  —  tj)      <•-!.*. ■■■■>. 

zu  setzen.     Da  ferner 

r 
p  =  — 

sein  muss,  ergiebt  sich  r  =  v7  die  betreffende  Primform  lautet  also 

Fr (yv  yt)  -  <* -  f(r))f[e -  *,)  'T_T^  - *'*,(*), 

wo  3£  (rj)  eine  eindeutige  Function  von  rj  bedeutet. 

Handelt  es  sich  um  die  Aufstellung  einer  für  rj  =  Ax  (*=*i, «,  ■  <>: 
verschwindenden  Primform,  so  haben  wir  in  der  Umgebung  von  rj  =  Xt 

*-%  =  h  fo  -  K)9x  +h(n-K)9*+1  +  --> 

also  ist  in  dem  Ausdrucke  (3)  der  Nr.  314  (S.  212) 

i 
G(#)-(,-a>',    *----£■ 

zu  nehmen;  es  ergiebt  sich  demnach 

V 

und  die  betreffende  Primform  hat  die  Gestalt 

i=l 
(x^l,!,---*). 

wo  £x(rj)  eine  eindeutige  Function  von  rj  bedeutet. 

Endlich  ergiebt  sich  für  die  an  der  Stelle  ij  =  ka ,  x  und  den  coi 
respondirenden  Stellen  verschwindende  Primform  die  Darstellung 
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a  v        / JL J_  JL_\  v 

*;+i(y1>y,)=J7(*-«<)','-Hl8    *  *'-  y/tf+1  K+M 

wo  auch  wieder  £a,1(?i)  eindeutig  in  v\  ist. 

Für  diese  Prim formen  gelten  nun  analoge  Sätze,  wie  die;  welche 
wir  für  die  Primformen  in  dem  Falle  einer  endlichen  Gruppe  ge- 
funden hatten.     Wir  heben  nur  einige   dieser  Sätze  besonders  hervor. 

1.  Zwischen  je  drei  Primformen  v-ten  Grades  findet  eine 

homogene    lineare   Beziehung   mit   constanten    Coefficienten 

statt. 

In  der  That,  seien 

F  ,  F  ,  F 

drei  solche  Primformen,  deren  Nullstellen  innerhalb  des  Fundamental- 
bereiches FQ  beziehungsweise  durch  yl9  yv  yz  gegeben  werden,  so  ist 
offenbar 

{f(Y3)-nY,)\FYl(yi>  yJ  +  lfW-ar^F^, «,,) 

+  [f{ri)-f(r1)]Fn(yl,yt)  =  o. 

2.  Das  Gleiche  gilt  für  irgend  drei  Formen,  die  entweder 
^rimformen  v-ten  Grades  oder  solche  von  absolut  genommen 
niedrigerem  Grade 

V 

^ur  (g)-ten  Potenz  erhoben  sind.    Es  lässt  sich  also  die  all- 
gemeine Primform  v-ten  Grades  in  der  Gestalt 

darstellen,  wo  die  x,  i  zwei  verschiedene  der  Zahlen  1,  2,-<7-|- 1 
Land  die  a,  ß  Constanten  bedeuten. 

3.  Zwischen  den  Primformen  und  den  aus  denselben 
gebildeten  Functionaldeterminanten  bestehen  analoge  Be- 
ziehungen, wie  die  für  den  Fall  endlicher  Gruppen  gefun- 
denen (Nr.  295,  S.  134). 

Es  ist  nämlich 

21}  Z a= = (x  =  l,  2,  ••  o); 

x         ^a+l(yi?2/2)  1^1  (,) 

fcetzt  man  diese  Werthe  in  den  Ausdruck  der  Primform  F.  1(y1,  y2) 

^in,  so  ergiebt  sich 

g-f-i 
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Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  den  durch  Differentiation  aus 
den  Gleichungen  (21)  und  aus 


(22)  *  -  f{y)  = 


*V(yi.y*)  *rto) 


*■;#'<*•*>    *J+Vfo> 


hervorgehenden  Beziehungen,  so  findet  man,  ähnlich  wie  in  der  Nr.  295 
(S.  134)  die  Relationen  (32)  gefanden  wurden,  die  Formeln 

9,9U+1,  ~       f?-1  •  •  f;«-1 

X 

wo  die  Functionaldeterminante   in  ähnlicher  Weise  bezeichnet  wurde3 
.    wie  dies  für  algebraische  Formen  üblich  ist. 

4.  Jede  ganze  invariante  eindeutige  Form  der  t/1?  yt  läss 
sich  als  ein  Product  von  Primformen  darstellen. 

Um  nun  zu  einer  Darstellung  der  Primformen   durch  die  y17  y 
selbst  zu  gelangen,  betrachten  wir  den  Ausdruck: 

(23)     Flvu  yt)  =  y\  X(l)  -  («,  +  b)  JJ(*  -  «,) U    7"'. 

»  =  1 

Derselbe  stellt  im  Allgemeinen  die  für 


a 


verschwindende   Primform   i/-ten  Grades,   dagegen,  wenn glei 


a 


einem  der  Werthe  al7  ag,  •  •  •  aa>  oo  ist,  die  gx-te  Potenz  der  zu  des*  ^m 
betreffenden  Punkte  ax  gehörigen  Primform  dar. 

Sei  q  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  der  Zahlen 

ff  19  ffv    '  '  '  ff o  +  l  9 

und  setzen  wir 

so  ist  </  eine  positive  ganze  Zahl,  und  der  Ausdruck 
(24)  \X(V)r  =  y\«{az  +  Vfl\(*  -  af  *      *' 

hat  die  Form  (9)  (Nr.  315,  S.  215).     Zufolge  des  Satzes  der  Nr.  %% 
(S.  219)  lässt  sich  dieser  Ausdruck  durch  eine  zu  der  Zahl  p  gehöri 
ganze  Thetafunction 
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rstellen,  so  dass  also 


rd. 
Dieser  Darstellung  einer  Primform  haftet  der  Mangel  an,  dass  sie, 

nn  g  >  1   ist,  die  Eindeutigkeit   der  von  dem  Factor  yf    befreiten 
imform  p-ten  Grades  (wo 

V  V 

f  =  v>    IT 


9i '  9a+i 

n  kann)  nicht  unmittelbar  hervortreten  lässt.  Sie  lehrt  uns  aber, 
js  die  g-te  Potenz  der  Primformen  v-ten  Grades  und  die  ggx-te  Pö- 
lz der  Primform  F7t{yv  y2)  rationale  Functionen  von  z  sind,  und 
ss  dies  auch  für  keine  niedrigere  Potenz  jener  Primformen  der  Fall 
Ferner  erhalten  wir  eine  übersichtliche  Darstellung  derjenigen 
urzeln  aus  rationalen  Functionen  von  z7  die  gleich. eindeutigen  Func- 
nen  von  t\  werden. 

318.    Der  Fall,  wo  eine  parabolische  Substitution  auftritt. 

Ein  wesentlicher  Theil  der  hier  unter  der  Voraussetzung,  dass 
e  Substitutionen  Alf  A^,  •  •  •  Aa  ,  x  elliptische  sind,  entwickelten  Re- 
nate ist  ohne  Weiteres,  ein  anderer  Theil  ist  mit  leichten  Modifica- 
nen  auf  den  allgemeinen  Fall,  wo  die  Gruppe  auch  parabolische  Sub- 
tutionen  enthält,  übertragbar.  Das  Charakteristische  ist,  dass  man, 
im  einige  der  Substitutionen  Av  Av  •  •  •  A.t  parabolische  sind, 
.  der  Definition  einer  invarianten  eindeutigen  Form  die  Bedingung, 
is  eine  solche  Form  gleich  der  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function 
a  z  sein  soll,  durch  die  allgemeinere  zu  ersetzen  hat,  wonach  nicht  nur 
urzeln  aus  rationalen  Functionen,  sondern  auch  Logarithmen  solcher 
nctionen  von  z  zuzulassen  sind.  Wir  versagen  es  uns,  die  Unter- 
thung  in  diesem  allgemeinen  Falle  hier  durchzuführen  und  wollen 
r  mit  wenigen  Worten  auf  den  Fall  eingehen,  wo  eine  der  Sub- 
-utionen  der  Basis  unserer  Gruppe  eine  parabolische  ist. 

Man  kann  alsdann,  wie  Herr  Klein  in  dem  speciellen  Falle 
*=  2  bemerkt  hat,  durch  einen  einfachen  Kunstgriff  die  volle  Gül- 
keit  der  für  Gruppen  ohne  parabolische  Substitutionen  erzielten 
sultate  bewirken. 

Wir  können  nämlich  voraussetzen,  dass  die  betreffende  parabolische 
bstitution  gerade  Aa,1  ist,  und  können  uns  überdies  t\  so  gewählt 
*ken,  dass  A   ,  ,  die  canonische  Form 
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besitzt.    Dann  ist  also   in  der   Differentialgleichung  (1)   der  Nr.  3CI^3; 

(S.  168)  z  =  <x>   der  einzige  logarithmische   singulare  Punkt,   und  w -ir 

haben,  wenn 

V 


t  =  er°+l 
gesetzt  wird,  in  der  Umgebung  von  t  =  0 

wo   $ß(*)>  ?i(0   gewöhnliche   Potenzreihen    von   t  bedeuten,    die  fär 

t  =  0  nicht  verschwinden. 

Die  Endlichkeit   der  durch   den  Ausdruck  (6)  (Nr.  314,  S.  2      13) 

definirten  ganzen  invarianten  Form  H(yv  y2),  ebenso  wie  die  der  Pi im- 

formen 

bleibt  dann  gewahrt,  auch  wenn  rj  so  in  den  Punkt  rj  =  <x>  einriß  «kt, 
wie  es  einrücken  muss,  damit  —  verschwinde.   Dagegen  spielt  für  z  oo 

die  Form 

dieselbe  Bolle,  wie  für  einen  nicht  logarithmisch  singularen  Punkt    die 
(gy)-te  Potenz  der  Primform  Fn(yv  ya). 

Im    Falle    der    Gauss  'sehen    Differentialgleichung    (ö  =  2)      h*t 
Halphen   die  Primformen   oder,   genauer   gesagt,   die  denselben    ent- 
sprechenden eindeutigen  Functionen   3E  ,  Sx,  X2,  X8  von  t\  zuerst  atf- 
gemein   (d.  h.  für   die   transcendenten  Fälle   eines   eindeutig  umkehr- 
baren Integralquotienten)  betrachtet.   In  dem  besonderen  Falle  gx  =■  3» 
<72  =  2,  08  =  oo,  d.  h.  für  die  Function 


r  =  5(y>  Y>  °>  J)> 


hat  Herr  Klein  die  expliciten  Ausdrücke  für  die  entsprechenden 
formen  aufgestellt.    Sie  stimmen  dann  im  Wesentlichen  mit  den  Weie 
st rass 'sehen   Ausdrücken   für  die   beiden   Invarianten  gv  gs   und   dX  "* 
Discriminante  d  der  biquadratischen  Form  (IV)  (Nr.  276,  S.  69)  übe 
ein,   deren   absolute   Invariante   durch  J  gegeben   ist     Da   in  diese 
Falle  v  =  —  12,  q  =  6  ist,  so  haben  wir 

2?        1 
9  =  —  T™1' 

d.  h.  die  Primformen  v-ten  Grades  sind  dann   direct  rationale  Fun< 
tionen  von  J,  also  durch  ganze  Thetafunctionen  darstellbar. 


Viertes  Kapitel. 

319.     Abänderung  des  Fundamentalbereiches.     Symmetrische 

Gruppen.     Spiegelungen. 

Wir  wollen  nun  einen  besonders  interessanten  und  wichtigen  Special- 
fall Fuchs'scher  Gruppen  beziehungsweise  Functionen  ins  Auge  fassen, 
der  als  die  unmittelbare  Verallgemeinerung  der  eindeutig  umkehrbaren 
Dreiecksfunctionen  angesehen  werden  kann. 

Der  Umstand,  dass  wir  die  Seiten  des  Fundamentalbereiches  FQ  als 
Kreise,  die  den  Orthogonalkreis  (Einheitskreis)  rechtwinkelig  schneiden, 
gewählt  hatten,  bewirkt,  dass  die  Querschnitte,  durch  welche  die  Ebene 
der  unabhängigen  Variabein  z  der  Differentialgleichung 

(i)  S=«(^ 

zerschnitten  ist,  eine  völlig  bestimmte  Gestalt  haben. 

Für  6  =  2  ist  FQ  ein  Kreisbogenviereck  mit  den  Ecken  kv  kv  A8,  A8'; 
legen  wir  dann  durch  kl7  A2  einen  den  Orthogonalkreis  unter  rechtem 
Winkel  schneidenden  Kreis  sQ7  so  zerfällt  das  Viereck  FQ  in  zwei  in 
Bezug  auf  sQ  symmetrische  Dreiecke,  d.  h.  in  zwei  Dreiecke,  die 
Spiegelbilder  von  einander  in  Bezug  auf  den  Kreis  s0  sind.  Wir  kom- 
men also  dann  auf  die  Fig.  19  (Nr.  269,  S.  38),  d.  h.  in  diesem  Falle 
sind  die  Querschnitte,  die  von  z  =  0  und  z  =  1  aus  nach  z  =  oo  hin- 
gelegt sind,  Theile  der  realen  i-Axe. 

Würden   wir  nicht  ax  =  0,  a2  ==  1,  a3  =  oo  nehmen,   so   würde 
offenbar  der  Begrenzung  des  Kreisbogendreiecks  (kl9  kv  k$)  der  17-Ebene, 
Ü«  Peripherie  des  durch  die  drei  Punkte  av  av  a%  gelegten  Kreises  der 
z — USbene  entsprechen,  und  es  wäre  von  den  beiden  Dreiecken 

d^^»  rj -Ebene  das  eine  die  Abbildung  des  Innern,  das  andere  die  Ab- 
dung  des  Äussern  jenes  durch  die  Punkte  al9  av  a8  hindurchgelegten 
eises  der  # -Ebene.  In  diesem  Falle  wären  also  die  von  av  a%2  nach 
hin  gelegten  Querschnitte  der  £ -Ebene  Kreisbogen. 

Sohleiinger,  Differentialgleichungen.    II,  3.  15 
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Wir  wollen  für  6  >  2  die  bereits  in  der  Nr.  210  (Bd.  II,  1,  S.3X 
ausgeführte  erlaubte  Abänderung  des  Fundamentalbereiches  FQ  vornehriQ« 
und  uns  dabei  so  einrichten,  dass  der  neue  Fundamentalbereich,  cte 
wir  durch  Jß0  bezeichnen,  auch  von  Kreisbogen,  die  den  Einheitsk» 
orthogonal  schneiden,  begrenzt  werde. 

Legen  wir  zu  dem  Ende  durch  die  Ecken  Xv  Xv  ferner  durc 
X%}  Xs,  u.  s.  w.,  endlich  durch  Xa_lf  Xa  innerhalb  FQ  verlaufende  Krei 
bogen,  die  den  Einheitskreis  unter  rechten  Winkeln  schneiden,  füge 
wir  ferner  dem  von  Kreisbogen  begrenzten  (6  +  l)-ecke 

die  folgenden  sich  schlicht  an  einander  lagernden  Kreisbogendreie^ 
hinzu 


so  erhalten  wir  den  Bereich  jß0.    Die  Ecken  dieses  neuen  Fundamente 
bereiches  sind 

*1>  *2>   *s>   '         *o>     o-f  1>  ^a  >    '         K  >  K  y 

von  denselben  bilden  Xlf  Xa.l  je  einen  eingliedrigen  Cyklus,  währeM 

Xx)    Xx'  (x  =  2,  3,       -o) 

die  übrigen  (zweigliedrigen)  Cykeln  ausmachen.    Die  Seiten 

von  i?0,  wo  Ax'  =  XXJ  X'a,  t=  A  .  t  zu  nehmen  ist,  sind  Kreisbof 
die  den  Einheitskreis  rechtwinkelig  schneiden,  und  tj  geht  aus  t  di 
die  Substitution 

(2)  s^a-'^-.-a;1      (*=i,.v  .«) 

hervor. 

In  der  #-Ebene  entsprechen  den  Seiten  von  RQ  die   beiden 
eines  von  ax  über  a%7  a8 ,     •  •  aa  nach  aa  ,  x  =  <x>    hingelegten 
Schnittes  /  (vergl.  die  Fig.  4,  Bd.  II,  1,  S.  311)  und  zwar  entspric 
linke  (positive)  Ufer   des  zwischen  ax,  ax,l  verlaufenden  Quer 
Stückes  der  Seite  t%\   das  rechte  (negative)  Ufer  eben  dieses  Stü< 
Seite  tx  von  ü0*).    Die  Seite  sx  des  alten  Fundamentalbereiche 


*)  a.  a.  0.  ist  t     durch  ~s  ' ,   tj   durch  ä     und  X  '   durch  X     hezei 
x  =  2,  3,  •        ff. 
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ir  als  Diagonale  von  EQ  auf,  sie  entspricht  (was  wir  hier  in  Er- 
inerung  bringen  woUen)  dem  negativen  Ufer  des  von  ax  nach  aa+l 
ingelegten  Querschnittes  llf  welches  mit  dem  negativen  Ufer  von 
zusammengenommen  eine  die  singulären  Punkte  der  Differentialglei- 
lung  (1)  unter  einander  verbindende  geschlossene  Linie  bildet.  Durch 
ie  Diagonale  sx  zerfallt  RQ  in  zwei  Theile 

nd 

(k  k'  •  •  •  k'    k'    k       1  =  7?  "  • 

ieselben  entsprechen  je  einem  der  beiden  Bereiche ,  in  welche  die 
-Ebene  durch  die  erwähnte  geschlossene  Linie  zerlegt  wird. 

Der  Gleichmässigkeit  wegen  wollen  wir  im  Folgenden  die  Dia- 
;onale  st  mit  tQ  bezeichnen;  die  ganze  geschlossene  Linie,  die  aus  dem 
hierschnitte  l  und  aus  lx  besteht,  nennen  wir  (wie  a.  a.  0.)  I  und  den 
»isher  mit  lx  bezeichneten  Theil  von  l  nennen  wir  lQ. 

Es  kann  sich  nun  ereignen,  dass  die  beiden  Bereiche  Jß0',  JB0",  in 
reiche  JB0  durch  die  Diagonale  t0  zerlegt  wird,  Spiegelbilder  von 
inander  in  Bezug  auf  den  Kreis  tQ  sind,  d.  h.  dass  der  Bereich  1!Q  aus 
len  beiden  in  Bezug  auf  die  Diagonale  tQ  symmetrischen  Hälften 
S0',  U0"  besteht.  Wenn  dies  der  Fall  ist,  so  sagen  wir  kurz,  der 
iHmdamentalbereich  U0  sei  symmetrisch  und  bezeichnen  auch  die 
huppe  #  als  eine  symmetrische  Fuchs'sche  Gruppe. 

Da  bei  der  Spiegelung  in  Bezug  auf  einen  Kreis  die  Winkel  er- 
alten bleiben,  sind  die  Winkel  der  beiden  Bereiche  RQ',  Jß0"  bei  ent- 
prechenden  Ecken  Ax,  kx'  dieselben,  d.h.  da  die  Winkelsummen  bei 
en  Ecken  der  Cykeln 

k  •     k     k'*     k      k''  •  .  -  k      k  '•     k 
sziehungsweise 

2«  2*  2*#  2«  2« 

Vi'  02  '  03~'  Va"  9o+\ 

fragen,  sind  die  Winkel  von  2?0'  bei  den  Ecken  kx  gleich 

—  (x=-l,2,      -cH-1). 

9* 
Sei  die  Gleichung  des  Kreises  tx 

CxYin  +  axrl  +  ä*V  +  K  =  °>  (*=0,1,2,      -o), 

*    c  ,  b    reale  Grössen  bedeuten  und 

X'        X 

—  a  a   +  b  c  =  —  1 


XX»  XX 

16 
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ist,  dann  ist  die  zu  diesem  Kreise  gehörige  Spiegelung 

Wenn  17  auf  tx  liegt,  so  ist  für  x  =  1,  2,  •  •  •  6 

also,  da  die  Spiegelung  2?x,  wenn  man  in  jedem  Coefficienten  derselbe 
-f-  i  in  —  i  verwandelt,  in  BT    übergeht, 

Das  Spiegelbild  eines  Punktes  17  von  tx  in  Bezug  auf  den  Diagoiv*^ 
kreis  tQ  ist  der  correspondirende  Punkt  Sxri  von  tx}  wir  haben  dö*^ 
nach 

Sxri  =  B0ri  =  B0  BT1  n        (x=i,a,  •  •  «0, 

d.  h.  die  Substitution,  welche  tx  in  £ '  verwandelt,  lautet 

(s)  am-**K\ 

und  die  Gleichung  des  Kreises  tx   lässt  sich  in  der  Form 
darstellen. 

320.  Besondere  Gestalt  des  Querschnittsystems.    Abbildungsprobtem 

Betrachten  wir   nun    die  Function  z,   die  bei  den  Substitutionen 
der  symmetrischen  Fuchs 'sehen  Gruppe  ungeändert  bleibt  und  inner- 
halb des  Fundamentalbereiches  BQ  jeden  Werth  nur  einmal  annimmt, 
so  können  wir  die  Werthe,  die  z  erhält,  wenn  17  die  Begrenzung  des 
Kreisbogenpolygons  jß0'  durchläuft,  mit  Leichtigkeit  charakterisiren. 

Bedeute  r\  einen  Punkt  im  Innern  von  U0,  und  sei 

B  =  f(V) 

der  entsprechende  Punkt  in  der  durch  den  Querschnitt  l  zerschnittenen 
z -Ebene.  Gehen  wir  von  r\  auf  einer  im  Innern  von  RQ  verbleibenden 
Curve  nach  dem  Spiegelbilde  BQrj  von  i]  in  Bezug  auf  tQ,  so  geht  s 
auf  einem  in  der  zerschnittenen  Ebene  verlaufenden  Wege,  der  die 
geschlossene  Curve  l  in  einem  Punkte  von  lQ  überschreitet,  nach  dem 
Punkte 

*o  =  f\BQn)- 

Die    Punkte  z  und  z0    sind    dann   einander    gegenseitig    eindeutig   zu- 
geordnet,   jedoch    ist    zQ    keine    monogene    Function    der    complexen 
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Variabein  z7  da  z0  eine  monogene  Function  von  17,  z  aber  eine  mono- 
gene Function  von  17  ist. 

Dagegen  ist  der  conjugirte  Werth  von  z 

*  -  m 

eine  monogene  Function  von  rj,  also  ist  auch  zQ  eine  monogene  Func- 
tion von  z.  Das  gegenseitig  eindeutige  Entsprechen  von  z0  und  z 
bewirkt  ein  gegenseitig  eindeutiges  Entsprechen  von  z0  und  z.  Hat 
iaan  aber  zwei  complexe  Variable,  die  monogene  Functionen  von  ein- 
ander sind,  und  weiss  man,  dass  die  Werthe  dieser  beiden  Variabein 
einander  ausnahmslos  gegenseitig  eindeutig  zugeordnet  sind,  so  folgt 
nach  einem  bekannten  Satze  der  Functionentheorie,  dass  die  beiden 
V'ariabeln  ganze  oder  gebrochene  lineare  Functionen  von  einander  sein 
müssen. 

Also  ist  zQ  eine  lineare  Function  von  z7 

Gehen  wir  nun  von  dem  Punkte  B0rj  auf  einem  ebenfalls  inner- 
nf*-lV>  i?0  verlaufenden  Wege  nach  dem  Punkte  17,  d.  h.  nach  dem  Spiegel- 
"!1^3e  von  BQrj  in  Bezug  auf  den  Kreis  tQ  zurück,  so  bewegt  sich  der 
^tsprechende  Punkt  der  5-Ebene  von  zQ  ausgehend  auf  einer  in  der 
2ö**8chnittenen   # -Ebene  verlaufenden   Bahn    nach    dem  Punkte  z  hin; 

e^    muss   folglich  z   aus  z0   ebenso   hervorgehen,   wie  z0  aus  z,   d.  h. 

^ir  haben 

z  =  --—7-3  • 

7*0  +  * 

Die  vier  Constanten  er,  ß,  y,  d  sind  demnach  so  beschaffen,  dass 

ist,  wir  können  folglich  nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  268  (S.  35,  36) 
die  Beziehung  zwischen  z0  und  z  in  die  Form  setzen 

—  ä~e  —  b 

Z    = — —aa+bc=*  —  1, 

0  CZ  +  a     7 

wo  b,  c  reale  Grössen  bedeuten. 

Nun  ist  offenbar,  wenn  rj  auf  dem  Kreisbogen  tQ  liegt,  zQ  mit  z 
identisch.  Bedeutet  ferner  j;  einen  Punkt,  der  einem  der  Kreisbogen 
t    angehört,  so  ist  das  Spiegelbild  von  r\  in  Bezug  auf  tQ  in  der  Form 

darstellbar.     D.  h.  es  ist  in  diesem  Falle 
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und  da  allgemein  für  jedes  rj 

ist,  so  haben  wir  also  auch  für  einen  auf  tx  gelegenen  17-Werth 

/•fo)=/W?), 

d.  h.  auch  wenn  rj  auf  einem  der  Kreisbogen 

gelegen  ist,  wird  zQ  mit  z  identisch. 

Die   den   Punkten   der   Begrenzung   von  B0'  entspreche  1 
den  $-Werthe  befriedigen  folglich  die  Gleichung 

—  az  +  b 
es  +a 

d.  h.  sie  liegen  auf  einem  Kreise. 

Im  Falle  einer  symmetrischen  Gruppe  #  liegen  also  die  s-Weitlie, 
die  den  Ecken  des  Fundamentalbereiches  entsprechen,  Ah.  die  Punlrie 


*i>  a%> 


aa>  a«+i> 


auf  einem  Kreise  und  der  Querschnitt  l  ist 
nichts  anderes  wie  der  von  ax  über  a%9  •  •  •  a§ 
nach  aa,l  hinführende  Bogen  dieses  Kreises, 
während  die  Gesammtperipherie  die  geschlos- 
sene Curve  l  darstellt. 

Nehmen  wir  um  die  Vorstellung  zu  fixiren 
an,  dass  die  Punkte 


au  a%7 


a 


•+1 


auf   der    Kreisperipherie    so   aufeinander   folgen   wie   die   wachsend 
Ziffern   auf  dem  Zifferblatte   einer  Uhr,   so   entspricht  dem   Bereif 
J?0'  der  17 -Ebene   das  Innere,   dem  Bereiche  RQ"  das  Aeussere   dv 
Kreises  (vergl.  die  Fig.  31). 

Wenn  insbesondere  wie  gewöhnlich 

genommen  wird,  so  streckt  sich  der  Kreis  l  zur  realen  £-Axe  aus 
unter  dieser  Annahme  sind  die  sämmtlichen  singulären 
len  der  Differentialgleichung  (1)  reale  Werthe,  und  die 
tion 

» =  f(v) 

ist  auf  der  Begrenzung  von  R0'  real.     Das  Kreisbogenpolj 
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ist   die    eindeutig   conforme  Abbildung  der  unteren,  das  Kreisbogen - 

polygon  'JB0"  die  Abbildung  der  oberen  z  -Halbebene.  Ferner  folgt  aus 
der  Invarianz  des  Differentialausdruckes 


ö 


fcei  prqjectiven  Transformationen  von  17,  dass  für  reale  Werthe  von 
jss  auch  dieser  Differentialausdruck  und  folglich  auch  die  rationale  Func- 
tion q(z)}  die  auf  der  rechten  Seite  der  Differentialgleichung  (1)  auf- 
tritt, reale  Werthe  annimmt;  es  sind  demnach  die  sämmtlichen 
Coefficienten  von  q(z)  real. 

Wir  sehen  also  in  der  That,  dass  sich  der  Fall  einer  symmetri- 
schen Gruppe  als  die  unmittelbare  Verallgemeinerung  der  eindeutig 
umkehrbaren  Dreiecksfunction  erweist. 

Die  Function  z  =  f(rj)  liefert  uns  die  eindeutig  conforme  Abbil- 
dung des  Kreisbogenpolygons  jß0'  auf  eine  Halbebene.  Es  ist  nun 
leicht  einzusehen,  dass  diese  Function  auch  umgekehrt  durch  diese  ihre 
^Eigenschaft  definirt  werden  kann.  In  der  That  lässt  die  Aufgabe,  das 
in  der  17  -Ebene  gegebene  Kreisbogenpolygon  ü0'  eindeutig  conform  auf 
eine  Halbebene  abzubilden,  nach  einem  allgemeinen  Satze  von  Riemann 
stets  eine  Lösung  zu,  und  ist  diese  Lösung  auch,  abgesehen  von  drei 
x»ealen  willkürlichen  Constanten,  eindeutig  bestimmt.  Man  kann  dies 
entweder  durch  Anwendung  des  in  der  Nr.  212  (Bd.  II,  1,  S.  323  ff.) 
geschilderten  Verfahrens  direct  beweisen,  oder  aber  den  Beweis,  ähn- 
lich wie  für  den  in  der  Nr.  270  (S.  41  ff.)  bereits  behandelten  speciel- 
len  Fall  der  Abbildung  eines  Kreisbogendreiecks,  durch  Anwendung  des 
fliemann'schen  Symmetrieprincips  auf  den  in  den  Nummern  213,214 
(Bd.  II,  1,  S.  327  ff.)  gelieferten  Existenzbeweis  zurückführen. 

Eine  Function  £  von  y,  die  das  Kreisbogenpolygon  2?0'  conform 
**uf  eine  Halbebene*)  abbildet,  ist  nämlich  zunächst  auf  der  Begrenzung 
^v*on  Rq  real.  Sie  nimmt  folglich  nach  dem  Riemann 'sehen  Symmetrie- 
J>rincipe  für  Werthe  von  rj,  die  Spiegelbilder  von  einander  in  Bezug 
^uf  einen  der  Kreise  tx  sind,  conjugirte  complexe  Werthe  an,  so  dass 
^Iso  z.  B.  die  Functionswerthe,  die  für  die  Punkte  von  JJ0'  und  von 
-£?0"  (dem  Spiegelbilde  von  RQ'  in  Bezug  auf  die  Seite  tf0)  zu  Tage 
treten,  die  ganze  complexe  g-Ebene  einfach  erfüllen.  Ferner  nimmt 
diese  Function  in  correspondirenden  Punkten  von  tx  und  tx'7  d.  h.  in 
Punkten    dieser   Seiten,    die   durch    Spiegelung   in   Bezug   auf  t0  aus- 


*)  Hier  und  im  Folgenden  ist  stets  eine  durch  die  reale  Axe  begrenzte  Halb- 
^bene  gemeint. 
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einander  hervorgehen,  offenbar  denselben  Werth  an.    Da  mm  tj  ans  tm 
dorch  Anwendung  der  linearen  Substitution  Sg  hervorgeht,  so  sind  die 
Seiten  des  Bereiches  R0'  +  Ä0"  durch  lineare  Substitutionen  einander 
paarweise  zugeordnet,  and  die  gesuchte  Function  £  Ton  r\  hat  die  Eigen 
scharten,  innerhalb  des  Bereiches  R0'  +  R0"  jeden  Werth  nur  ein  ein- 
ziges Mal  anzunehmen  nnd  in  correspondirenden  Punkten  der  einander 
zugeordneten  Seitenpaare   gleiche  Werthe   zn  besitzen.     Die  Existenz 
solcher  Functionen  ist  aber  in  den  Nrn.  212 — 216  (BAD,  1,  8.337  ff.)  be- 
wiesen, und  es  folgt  zugleich  aus  den  Betrachtungen  der  Nr.  216,  dass^ 
wenn  f  eine  bestimmte  dieser  Functionen  ist,  jede  andere  in  der  Form 

«t  +  ß 

wo  a,  ß,  y,  d  reale  Constanten  bedeuten,  enthalten  sein  muss.  Yfim 
haben  also  den  Satz: 

Die  Function  z  =  fiij)  kann  auch  durch  die  Eigenschar 
definirt  werden,  dass  sie  die  eindeutig  conforme  Abbildun 
des  Kreisbogenpoljgons  R0'  auf  eine  Halbebene  liefert. 

Das  Innere  oder  Aeussere  eines  beliebigen  Kreises  K  kann  sie 
durch   eine   linear  gebrochene  Function  von  z  auf  die   eine  oder 
andere  der  beiden  #-Halbebenen  abgebildet  werden.    Daraus  folgt,  d 
wir  dem  eben  ausgesprochenen  Satze  die  folgende  allgemeinere  FassuKzsg 
geben  können: 

Die  Function  j  von  rj,  die  die  eindeutig  conforme  Abb^ü- 
dung     des    Kreisbogenpolygons     J?0'     auf    das     Innere     odV  er 
Aeussere  eines  Kreises  K  liefert,  ist  durch  diese  ihre  Eigen- 
schaft, abgesehen  von  drei  realen  Constanten,  bestimmt  ua.  nd 
geht  aus  z  durch  Anwendung  einer  projeetiven  Substitutiv  od 
hervor.    Die  allgemeinste  Function,  die  diese  Abbildung  v  er- 
mittelt, ist  durch  j  in  der  Form 

darstellbar,  wo  et,  ßf  y,  S  die  Coefficienten  einer  projeeti^ven 
Substitution  bedeuten,  die  den  Kreis  K  in  sich  selbst  tra.»s* 
formirt. 

Die  so  formulirte  Abbildungsaufgabe  lasst  aber  eine  wesenfcÜc" 
allgemeinere  Fassung  zu,  auf  die  wir  mit  wenigen  Worten  eing©!1611 
wollen,  da  uns  dieselbe  einen  Einblick  in  die  Theorie  von  eindeufcigen 
Functionen,  die  durch  projeetive  Gruppen  ungeändert  bleiben,  ^er" 
schaffen  wird,  die  in  gewissem  Sinne  bedeutend  umfassender  ist,  ft*s 
die  Theorie  derjenigen  Fuchs'schen  Functionen,  die  wir  hier  "* 
handeln. 
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321.     Das  allgemeine  Abbildungsproblem  von  Schottky. 

Denken  wir  uns  in  der  rj  -Ebene  einen  beliebigen  von  Kreisbogen 
3der  geraden  Linien)  begrenzten  (p  +  l)-faeh  zusammenhängenden  Be- 
sieh R. 

Sei  ferner  SR  (17)  eine  beliebige  rationale  Function  von  17,  die  an 
einer  Stelle  der  Begrenzung  von  R  unendlich  wird. 

Dann  lässt  sich,  wie  Herr  Schottky  gezeigt  hat,  stets  eine  Func- 
on  F(rj)  von  rj  finden,  die  die  folgenden  Eigenschafben  besitzt: 

1.  F(rj)  verhält  sich  im  Innern  von  R  wie  die  vorgeschriebene 
itionale  Function  SR (rj)f  d.  h.  die  Differenz 

F(ri)  -  8*0?) 

t  im  Innern  von  R  allenthalben  regulär. 

2.  Auf  der  Begrenzung  von  R  ist  der  Coefficient  von  i  der  Func- 
on  F(vi)  gleich  einer  willkürlich  zu  wählenden  constanten  Grösse; 
so  z.  B.  gleich  Null;  dann  ist  F(rj)  auf  der  Begrenzung  von  R  real. 

Da  R  mehrfach  zusammenhängend  ist,  so  ist  die  Function  F(rj) 
1  Innern  von  JB  nicht  nothwendig  eindeutig.  Denken  wir  uns  viel- 
ehr  den  Bereich  durch  p  geeignet  gewählte  Querschnitte  in  einen 
nfach  zusammenhängenden  zerschnitten,  so  hat  F(rj)  ferner  die  Eigen- 
haft: 

3.  An  den  p  Querschnitten  besitzt  die  Function  F(ij)  wohlbestimmte 
$ale  Periodicitätsmoduln. 

Aus  Functionen  von  der  Art  wie  F(rj)  lassen  sich  Functionen  von 
jrselben  Beschaffenheit  bilden,  für  welche  die  Periodicitätsmoduln  an 
tn  p  Querschnitten  von  R  verschwinden,  die  also  innerhalb  R  ein- 
mütig sind,  den  Charakter  von  rationalen  Functionen  haben  und  an  der 
egrenzung  von  R  reale  Werthe  besitzen.  Diese  Functionen  mögen 
it  G(v)  bezeichnet  werden. 

Unter  diesen  Functionen  G(rj)  lassen  sich  stets  zwei  u,  v  aus- 
ählen,  die  durch  eine  algebraische  Gleichung 

\)  #0,  v)  =  0 

11t  realen  Coefficienten  und  vom  Range  p  mit  einander  verknöpft  sind 
nd  die  die  Eigenschaft  haben,  dass  jede  Function  vom  Charakter  von 
r-  (rj)  rational  mit  realen  Coefficienten  durch  w,  v  dargestellt  werden 
ann.  An  die  Stelle  von  m,  v  können  irgend  zwei  andere  Functionen 
t  ,  t\  vom  Charakter  0(yi)  treten,  die  mit  den  durch  die  Gleichung  (I) 
Brknüpften  u,  v  durch  eine  eindeutig  umkehrbare  rationale  Trans- 
^nnation  (mit  realen  Coefficienten)  verbunden  sind. 
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Betrachtet  man  die  u,  v  als  reale  Variable  und  deutet  dieselben 
als  Cartesische  Coordinaten   der  Punkte  einer  Ebene,   so  stellt  die 
Gleichung  (I)  eine  reale  Curve  C  dieser  Ebene  dar.    Da  (I)  vom  Rang& 
p  ist,  so  ist  die  Curve  C  vom  Geschlechte  p  und  besteht  demnach  aus* 
p  getrennt    verlaufenden   Zügen.     Wir   können   uns   z.  B.  u,  v  so    ge- 
wählt denken,  dass  die   Curve  C  aus  p  geschlossenen  Linien  besteht 

Dann  zerfällt  das  algebraische  Gebilde  (u,  v),  welches  durch  di 
Gleichung  (I)  definirt  wird,  durch  die  Curve  C  in  zwei  conjugirt« 
Hälften  B,  B'.  Durch  die  beiden  Functionen  m,  v  von  rj  wird  di 
eine  dieser  Hälften,  etwa  B,  eindeutig  conform  auf  das  Gebiet  22  de 
rj  -Ebene  abgebildet. 

Die  Fortsetzung  der  nur  für  die  Stellen  von  B  des  algebraische 


Gebildes  (I)  definirten  Function  rj   nach   den  Stellen   von  B'  hin   er- 
folgt   nun   nach   dem  in  der  Nr.  270  (S.  43)  dargelegten  Riemann"" 
sehen  Symmetrie-Principe. 

Denken  wir  uns  die  das  algebraische  Gebilde  (u,  v)  darstellend 
z.B.  über   der   u  -Ebene   ausgebreitete   Rie  mann 'sehe   Fläche   T  vo 
Zusammenhange  2p  +  1 ,   so   entsprechen   den  Punkten  der  Realitai 
curve  C  gewisse  Strecken  der  realen  u-Axe  in  den  verschiedenen  Blä 
tern  von  T,  wir  wollen  diese  Strecken  als  die  Realitätslinien  v 
T  bezeichnen.     Den  Punkten    dieser  Realitätslinien   entsprechen 
die  Punkte  der  Begrenzung  von  R  in  der  rj  -Ebene. 

Gehen  wir  von  einer  Stelle  (u,  v)  des  Gebietes  B  auf  einem  — in 
der  Riemann'schen  Fläche  T  verlaufenden  Wege  nach  der  conjugirt  mzi n 
Stelle  (ü,  v)  des  Gebietes  2?',  so  müssen  wir  eine  der  Realitätslinic 
etwa  ?,  in  einem  Punkte  überschreiten.  Wir  richten  den  Weg  so  e 
dass  dieser  Punkt  kein  singulärer  Punkt  sei,  d.  h.  dass  demsell 
keine  Ecke  des  Bereiches  R  der  rj  -Ebene  entspricht  und  dass  er  ki 
Verzweigungspunkt  von  T  sei.  Dann  entspricht  dem  l  ein  Theil  eil 
gewissen  Kreisbogens  s  der  rj  -Ebene,  der  einen  Theil  der  Begrenzt 
oder  wie  wir  sagen  wollen  eine  Seite  von  R  bildet.  Nach  dem  ©r~ 
wähnten  Riemann'schen  Principe  ist  dann  der  Stelle  (ü,  v)  derjen  ^g6 
Werth  von  rj  zuzuordnen,  der  aus  dem  der  Stelle  (w,  v)  entsprechenc3en 
Punkte  rj  von  R  durch  Spiegelung  in  Bezug  auf  den  Kreisboge^^  s 
hervorgeht. 

Sei  also  R'  das  Spiegelbild  von  R  in  Bezug  auf  s,  so  bilden         "je 
beiden  Bereiche  jR  und  R'  zusammengenommen  einen  von  Kreisbo^^er 
begrenzten   Bereich   Rof    der   die   eindeutig   conforme   Abbildung       ^el 
ganzen   durch   die  Realitätslinien   mit  Ausnahme  von  l  zerschnitte^^01 
Riemann'schen  Fläche  T  darstellt. 
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Vollziehen  wir  den  Uebergang  von  (w,  v)  nach  (u,  v)}  indem  wir 
ae  von  l  verschiedene  Realitätslinie,  oder  l  selbst  aber  in  einem 
inkte  überschreiten,  der  von  dem  früher  gewählten  Durchgangspunkte 
irch  einen  singulären  Punkt,  der  einer  Ecke  von  R  entspricht,  ge- 
Bnnt  ist,  so  wird  dem  Punkte  (w,  v)  jetzt  ein  17-Werth  zuzuordnen 
in,  der  aus  rj  durch  Spiegelung  in  Bezug  auf  eine  von  s  verschiedene 
rite  des  Bereiches  R  hervorgeht.  Der  so  erscheinende  Punkt  der 
Ebene  geht  also  aus  dem  früher  gefundenen  durch  eine  linear  ge- 
aochene  (projective)  Substitution  hervor. 

Wir  sehen  also,  dass  17  eine  unendlich  vieldeutige  Function  des 
-tes  auf  der  Riem an n 'sehen  Fläche  T  ist,  und  dass  geschlossenen 
egen  von  (u,  v)  in  der  Fläche  T  gewisse  projective  Substitutionen 
tsprechen,  die  rj  beim  Durchlaufen  dieser  Wege  erfährt.  Diese  Sub- 
tutionen  bilden  offenbar  eine  Gruppe  &. 

Da  der  Ausdruck 


Gl). 


e  leicht  einzusehen  ist,  ebenfalls  eine  Function  vom  Charakter  G(rj) 
,  so  ist  dieser  Ausdruck  rational  durch  (u,  v)  darstellbar;  sei 


inn  bildet  also 


^  (ü)  —  *  (">  «0 


»1-  VTn>  y*  =  riVirn 

1  Fundamentalsystem  der  linearen  Differentialgleichung 

>rin  <p(u,  v)  eine  rationale  Function  der  durch  die  Gleichung  (I)  ver- 
üpften  Variabein  u,  v  mit  realen  Coefficienten  darstellt. 


2.     Die  Frage   der  eindeutigen  Umkehrbarkeit.     Die  Kl  eingehen 
d  die  allgemeinen  Fuchs 'sehen  Gruppen.    Beispiel  symmetrischer 
Klein'scher  Gruppen  vom  G^schlechte  Null. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  unter  welchen  Bedingungen  u,  v  ein- 
utige  Functionen  von  1}  sind,  d.  h.  wann  %•  eine  discontinuirliche 
Tippe  ist. 

Die  projeetiven  Fundamentalsubstitutionen  der  Gleichung  (II)  sind 
enbar  nichts  anderes,  wie  diejenigen  projeetiven  Substitutionen,  die 
ei  Seiten  des  Bereiches  RQ7  die  Spiegelbilder  von  einander  in  Bezug 
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auf  s  sind,  in  einander  überführen.  Wir  werden  also  R0  als  den 
Fundainentalb ereich  der  Gruppe  #  ansehen  müssen.  Die  not- 
wendige und  hinreichende  Bedingung  für  die  Discontinuität  von  #  ist 
dann  die  folgende. 

Denken  wir  uns  aus  R  durch  Spiegelung  in  Bezug  auf  seine 
sämmtlichen  Seiten  symmetrische  Bereiche  gebildet,  spiegeln  wir  diese 
Bereiche  weiter  über  ihre  freien  Seiten  und  fahren  so  fort,  so  bilden 
die  so  entstehenden  Bereiche  eine  Fläche  F,  die  einen  Theil  oder  auch 
die  ganze  7; -Ebene  einfach  oder  mehrfach  überdeckt.  Je  zwei  dieser 
Bereiche  fügen  sich  zu  einem  Bereiche  zusammen,  der  aus  R0  durch 
eine  Substitution  von  #  hervorgeht.  Die  Gruppe  &  ist  also  dis- 
continuirlich,  wenn  die  Fläche  F  die  17-Ebene  an  keiner  Stelle 
mehrfach  überdeckt. 

Die  explicite  Aufstellung  der  Bedingungen,  denen  der  Bereich  R 
genügen  mnss,  damit  eine  solche  einfache  Ueberdeckung  eintritt,  bietet 
im  Allgemeinen  nicht  unerhebliche  Schwierigkeiten  dar. 

Wenn  die  Kreisbogen,  die  die  Begrenzung  von  R  bilden,  einen 
allen  gemeinsamen  Orthogonalkreis  besitzen ,  so  sind  die  Sub- 
stitutionen von  «9-  Verschiebungen  in  Bezug  auf  den  Orthogonalkreis. 
In  diesem  Falle  sind  die  Discontinuitätsbedingungen  leicht  aufzustellen. 

Fassen  wir  diejenigen  Ecken  von  RQ)  die  einer  und  derselben! 
Stelle  der  Riemann'schen  Fläche  T  entsprechen,  zu  einem  Cyklus  zu- 
sammen, so  ist  für  die  Discontinuität  der  Gruppe  &  noth— 
wendig  und  hinreichend,  dass  die  Summe  der  Winkel  bei 
jedem  solchen  Cyklus  ein  aliquoter  Theil  von  2it  sei.  Der" 
Beweis  ist  bis  auf  geringe  Modificationen  genau  derselbe,  wie  der  in. 
der  Nr.  287  (S.  108)  für  den  Fall  der  Dreiecksfunction  gelieferte: 

Nehmen  wir  dann  p  =  0,  d.  h.  das  Kreisbogenpolygon  R  als  eit 
einfach  zusammenhängendes,  so  kommen  wir  auf  den  Fall  einer  synv  — 

metrischen  Fuchs'schen   Gruppe  von   der  in  der  Nr.  319  (S.  227)  er 

örterten  Art. 

Herr  Poincare  bezeichnet  allgemein  eine  discontinuirliche  Grupp»   • 
projectiver    Substitutionen,   die   Verschiebungen    in   Bezug   auf    eine 
Orthogonalkreis  sind,  als  eine  Fuchs'sche,  eine  discontinuirliche  Grupp 
deren  Substitutionen  keine  Verschiebungen  sind,  als   eine  Klein 'sc 
Gruppe.      Die   von    uns    bisher    betrachteten   Fuchs 'sehen    Grupp 
werden   als   solche  vom   Geschlechte  Null   zu    charakterisiren    sei 
weil  sich  jede  zu  einer  solchen  Gruppe  gehörige  Fuchs^che  Functi 
rational  durch  eine  dieser  Functionen  darstellen  lässt,  oder,  was  d 
selbe  heisst,  weil  zwischen  je  zwei  derartigen  Functionen  eine  algeb 
sehe  Gleichung  vom  Range  (oder  Geschlechte)  Null  besteht. 
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Wenn  die  vorhin  erörterte  Abbildungsaufgabe  des  mehrfach 
j>  -f-  1-fach)  zusammenhängenden  Kreisbogenpolygons  R  auf  den  Bereich 
B  der  Rie  mann  'sehen  Fläche  T  zu  einer  discontinuirlichen  Gruppe # 
führt,  so  liefert  uns  diese  ein  Beispiel  einer  Fuchs'schen  oder  Klein'- 
schen  Gruppe  vom  Geschlechte  p}  u.  z.  einer  symmetrischen  Gruppe 
dieses  Geschlechtes. 

Wir  wollen  nun  noch  einige  specielle  Fälle  des  Kreisbogenpolygons 
R  kurz  behandeln,  in  welchen  die  Discontinuität  der  entsprechenden 
projeetiven  Gruppe  unmittelbar  evident  ist.  Für  die  allgemeine  Theorie 
ier  Fuchs'schen  und  Klein 'sehen  Gruppen,  sowie  der  zu  solchen 
Gruppen  gehörigen  eindeutigen  Functionen  müssen  wir  auf  die  Arbeiten 
ron  Herrn  Poincare  in  den  Acta  Mathematica  verweisen. 

Sei  der  Bereich  U  begrenzt  von  (ö  +  1)  Kreisbogen  sQ)  sl}  sa,-  'Sa7 
He  so  beschaffen  sind,  dass  sx,  sx+1  für  x  =  0,  1,  •  •  •  6  einander  im 
?unkte  X  ,  ,  von  aussen  berühren;  dabei  ist  s  .  ,  =  srt  zu  nehmen.  Es 
st  dann  p  =  0 ,  die  Gleichung  (I)  kann  in  der  Form 

v  =  const. 

geschrieben  werden,  und  die  sämmtlichen  zum  Bereiche  R  gehörigen 
'Ninctionen  vom  Charakter  G(rj)  sind  rational  durch  u  darstellbar. 
)iese  Function  u  vermittelt  die  Abbildung  von  R  auf  eine  der  beiden 
laibebenen,  in  welche  die  w -Ebene  durch  die  reale  u-Axe,  die  jetzt 
ls  Realitatslinie  fongirt,  getheilt  wird.  Sei  12'  das  Spiegelbild  von  R 
a  Bezug  auf  den  Kreis  sQ}  so  bilden  R  und  R'  zusammengenommen 
inen  Bereich  RQ}  der  von  2  6  Kreisbogen  begrenzt  wird.  Alle  Winkel 
on  R0  sind  gleich  Null  und  die  Substitutionen  Sx>  welche  die  Seiten 
in  ihre  Spiegelbilder  sx'  in  Bezug  auf  sQ  überführen,  bilden  mit  ihren 
iversen  die  Basis  einer  Gruppe  &  projeetiver  Substitutionen.  Die  (ö  +  1) 
ubstitutionen 

nd  parabolisch  und  können  ebenfalls  als  eine  Basis  von  fr  angesehen 
erden. 

Die  Discontinuität  der  Gruppe  &  ist  evident.  Denn  das  Spiegel- 
ild  von  JB  in  Bezug  auf  irgend  eine  seiner  Seiten  sx  liegt  ganz  inner- 
ilb  des  Kreises,  dem  $x  angehört,  kann  also  mit  R  keinen  Theil  ge- 
ein  haben;  ähnlich  schliesst  man  für  die  durch  fortgesetzte  Spiege- 
ing  entstehenden  Bereiche,  dass  sie  einander  nicht  überdecken  können 
-ergl.  Nr.  272,  S.  50  und  Nr.  304,  S.  173). 

Also  ist  #  eine  symmetrische  Klein'sche  Gruppe  vom  Geschlechte 
"ull;  die  Function  w,  die  bei  den  Substitutionen  dieser  Gruppe  un- 
eändert  bleibt,   ist  eindeutig  in  >/  und   nimmt  innerhalb  des  Funda- 


i 
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mentalbereiches  jß0  von  &  jeden  Werth  nur  ein  einziges'  Mal  an.   Aut 
der  Begrenzung  von  RQ  ebensowohl  wie  auf  der   Diagonale  sQ  ist  u 
real.     Jede  Function  von  17,  die  sich  innerhalb  RQ  wie  eine  rationale 
Function  verhält  und  bei  den  Substitutionen  von  &  ungeandert  bleibt^ 
ist  rational  durch  u  darstellbar,  und  i]  ist  der  Integralquotient  einer- 
Differentialgleichung 

(Ha)  fj[-9(t»)jr, 

wo  <p(u)  eine  rationale  Function  bedeutet.  Die  singulären  Paukte 
dieser  Differentialgleichung  sind  die  Werthe  alf  ai}  •  •  •  aa  .  iy  die  u  in. 
den  Ecken  kx ,  A2 ,  •  •  •  Xa  ,  x  von  R  annimmt;  die  Differentialgleichung  (Ha) 
gehört  zur  Fuchs 'sehen  Classe,  und  die  determinirenden  Fundamental— 
gleichungen,  die  zu  den  Punkten  ax  gehören ,  haben  je  eine  doppelte 
Wurzel. 

Man   nennt  nach  Herrn  Poincare  u  und  jede  rationale  Function 
von  u  eine  Klein'sche  Function  von  17. 

Wenn   die  Kreisbogen  s0 ,  sl7  s^ ,  •  •  •  sa  einen  Orthogonalkreis   O 
besitzen,  so  haben  wir  den  Fall  einer  Fuchs 'sehen  Gruppe  von  dex~ 
von  uns  betrachteten  Art,  u.  z.  ist  die  Gruppe  eine  symmetrische  an 
die  Zahlen  glf  g2,  •  •  •  ga,t  sind  insgesammt  unendlich.     Wenn   dan 
R  innerhalb  des  Orthogonalkreises  0  gelegen  ist,  so  existirt  die  Funo 
tion  u  nur  im  Innern  von  0,  und  0  ist,  wie  wir  wissen,  tiberall  cücIdl    -t 
besetzt  von   den  Doppelpunkten  der  parabolischen  und  hyperbolisch« 
Substitutionen  der  Gruppe  lh 

Besitzen    die   Kreisbogen  sQ7  sx,  s2,  •  •  •  sa  keinen  Orthogoni 
kreis,  so   ist  gleichwohl  der  Existenzbereich   der  Function  u  ein 
schränkten    Die  Grenze  dieses  Existenzbereiches  wird  gebildet  von 
Gesammtheit  der  Doppelpunkte  der  parabolischen,  hyperbolischen 
loxodromischen  Substitutionen  der  Klein'schen  Gruppe  <fh    Fügen 
der  von  diesen  Doppelpunkten  gebildeten  Punktmenge  ihre  erste 
leitung  hinzu,  so  erhalten  wir  eine  perfecte  Punktmenge  SL    W  5^1- 
rend  aber  im  Falle  der  Existenz  eines  Orthogonalkreises  0   die  f>  ^r~ 
fecte  Punktmenge  Sl  mit  der  Peripherie  von  0  identisch  ist,  bildet     *^> 
wenn    die    Gruppe    keine   Fuchs'sche   ist,    eine   nicht   analytisci*e 
Linie.     Dieser   merkwürdige   Umstand   ist   zuerst   von  Herrn   Kl«0*n 
bemerkt  worden.    Wie  Herr  Poincare  gezeigt  hat,  besitzt  diese  Lix**e 
Sl  in  jedem  Punkte,  der  eine  Ecke  eines  der  aus  R  durch  Spiegelung^11 
hervorgehenden  Kreisbogenpolygone  ist,  eine  bestimmte  Tangente,    ^*e 
besitzt  aber  an  keiner  Stelle  einen  Krümmungskreis. 
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323.    Beispiel  einer  Klein'schen  Gruppe  von  beliebigem  Qeschlechte. 

Klein'sche  Functionen. 

Betrachten  wir  als  zweites  Beispiel  einen  Bereich  jß,  der  von 
[ö  +  1)  sich  gegenseitig  ausschliessenden  Vollkreisen  begrenzt  wird; 
seien  diese  Kreise 

so>  si>  s*>  '••  So- 
fter Bereich  R  ist  dann  vom  Zusammenhange  ö  -}-  1  und  er  besitzt 
keine  Ecke.  Spiegeln  wir  denselben  z.B.  in  Bezug  auf  den  Kreis  s0, 
30  bildet  das  Spiegelbild  R'  mit  R  zusammengenommen  einen  von 
2ö  Kreisen,  nämlich  den  sl}  s2,  •  •  •  sa  und  ihren  Spiegelbildern  in  Bezug 
mf  s0 

begrenzten  Bereich  RQ.  Die  Substitutionen  Sx,  welche  sx  in  sj  ver- 
handeln, sind  hyperbolische  oder  loxodromische,  dieselben  bilden 
nit  ihren  inversen  die  Basis  einer  projectiven  Gruppe  #. 

Die  Discontinuität  dieser  Gruppe  ergiebt  sich  ebenso  wie  in  dem 
rorhin  betrachteten  Beispiele  aus  der  einfachen  Bemerkung,  dass  z.  B. 
las  Spiegelbild  von  R  in  Bezug  auf  eine  Seite  sx  dieses  Bereiches 
ranz  im  Innern  des  Kreises  sx  gelegen  sein  muss,  also  den  Bereich  R 
,n  keiner  Stelle  überdecken  kann.  Demnach  ist  #  im  Allgemeinen  eine 
tlein'sche  Gruppe,  sie  wird  insbesondere  zu  einer  Fuchs'schen,  wenn 
lie   Kreise  s0 ,  sx ,  s2 ,  •  •  •  sa  einen  Orthogonalkreis  0  besitzen. 

Die  Gleichung  (I),  welche  die  beiden  zu  diesem  Bereiche  R  ge- 
örigen  Functionen  u,  v  mit  einander  verknüpft,  ist  vom  Range  6. 
bre  Rie mann 'sehe  Fläche  T  wird  durch  die  Realitätslinien,  die  den 
preisen 

ntsprechen,  in  eine  (2ö  —  l)-fach  zusammenhängende  zerschnitten. 
)iese  ist  die  eindeutig  conforme  Abbildung  des  (2<y  —  l)-fach  zusammen  - 
äugenden  Bereiches  RQ.  Da  die  Gruppe  &  eine  discontinuirliche  ist, 
o  sind  die  u,  v  eindeutige  Functionen  von  17,  und  jede  eindeutige 
hinetion  von  17,  die  sich  innerhalb  jß0  wie  eine  rationale  Function 
erhalt  und  bei  den  Substitutionen  von  <&  ungeändert  bleibt,  ist  eine 
ationale  Function  der  durch  die  Gleichung  (I)  verknüpften  Grössen  u7  v. 
Denken  wir  uns  den  Bereich  RQ  aus  der  yj-  Ebene  ausgeschnitten 
nd  durch  Deformation  und  Biegung  so  umgestaltet,  dass  die  corre- 
pondirenden  Punkte  der  Seiten 

Sx>   S*  (x=l12>..a) 
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aufeinanderfallen,  so  stellt  derselbe  eine  geschlossene  Flache  T  dar,  die 
die  eindeutig  conforme  Abbildung  der  unzerschnittenen  Riemann'schen 
Fläche  T  ist. 

Die  so  definirte  Klein 'sehe  Gruppe  ist  eine  symmetrische,  die 
Gleichung  (I),  die  zwischen  u,  v  besteht,  hat  dem  entsprechend  reale 
Coefficienten. 

Wir  können  aber  leicht  eine  analog  beschaffene  nicht  symme- 
trische Klein 'sehe  Gruppe  definiren. 

Denken  wir  uns  nämlich  in  der  r\- Ebene  2ö  beliebige  Kreise 

*i>  si>"-  so>       si>  8%r"  So'> 

die  sich  gegenseitig  ausschliessen  und  weder  schneiden  noch  berühren. 
Bezeichnen  wir  das  durch  diese  Kreise  begrenzte  Gebiet  der  17 -Ebene 
durch  220,  so  gehen  die  Seiten 

Sx,   S/  (*=1,2,       o) 

dieses  Bereiches  durch  hyperbolische  oder  loxodromische  Substitutionen 
Sx  aus  einander  hervor,  und  diese  Substitutionen  Sx  bilden  mit  ihren 
inversen  die  Basis  einer  projeetiven  Gruppe  &. 

Genau  so  wie  im  symmetrischen  Falle  schliessen  wir,  dass  diese 
Gruppe  eine  discontinuirliche  sein  müsse.  In  der  That,  construiren  wir 
z.  B.  die  Abbildung  von  RQ  durch  die  Function 

so  erhalten  wir  einen  Bereich  RxJ  der  ganz  innerhalb  des  Kreises  ^  ' 
gelegen  ist,  also  R0  nicht  überdecken  kann;  u.  s.  w.  Man  kann  leickit 
einsehen,  dass  die  aus  R0  durch  Anwendung  der  Substitutionen  von  * 
hervorgehenden  Bereiche  die  ganze  ^ -Ebene,  mit  Ausnahme  gewisser 
perfecter  Punktmengen,  die  aber  kein  zweidimensionales  Gebiet  erfüllen, 
einfach  und  lückenlos  bedecken. 

Man  kann  nun  in  ähnlicher  Weise,  wie  wir  es  nach  dem  Vor- 
fahren von  Herrn  Klein  in  der  Nr.  214  (Bd.  II,  1,  S.  332  ff.)  för  d«** 
daselbst  betrachteten  einfach  zusammenhängenden  Bereich  gethan  hab^*1; 
die  Existenz  von  Functionen  nachweisen,  die  sich  innerhalb  R  w^*e 
rationale  Functionen  verhalten  und  in  correspondirenden  Punkten  cl*31" 
Seiten 

dieselben  Werthe   annehmen.     Man   kann   die  Existenz   solcher  Fu*^0' 
tionen  aber  auch  nach  dem  Vorgange  von  Herrn  Poincar£  dadu^"~ 
erweisen,  dass  man  mittelst  der  Substitutionen 

1  =  S0 ,  Sl9  £s ,  •  •  •  •         ad  infinitum 


i 
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der  Gruppe  &,  Thetareihen 

oo  0         tu 

bildet;  wo  H  eine  beliebige  rationale  Function,  m  eine  ganze  Zahl 
grösser  als  Eins  bedeutet.  Die  Convergenz  dieser  Thetareihen,  die 
Herr  Poincare  als  Klein'sche  Thetareihen  bezeichnet,  kann  nach 
dem  beim  ersten  Convergenzbeweise  für  die  Fuchs'schen  Thetareihen 
(Nr.  306,  S.  177)  angewandten  Verfahren  erwiesen  werden.  Dieselben 
haben  die  Eigenschaft,  dass  wenn 

oine  beliebige  Substitution  der  Gruppe  fr  bedeutet, 

@(sxV)  =  (rxv  +  *x)2'"  ®(v) 

ist;  man  erhält  also  durch  Quotientenbildung  aus  solchen  Klein'schen 
Thetafunctionen  Ausdrücke,  die  innerhalb  RQ  den  Charakter  von  ratio- 
nalen Functionen  besitzen  und  bei  den  Substitutionen  der  Gruppe  & 
vi n geändert  bleiben.  Herr  Poincare  bezeichnet  diese  Functionen  als 
Klein'sche  (vgl.  Nr.  322,  S.  238). 

Denken   wir   uns   den   Bereich  RQ   durch  Dehnung   und  Biegung 
wiederum  so  umgeformt,  dass  correspondirende  Punkte  der  Seiten 

Sx>    Sx  (x=l,2,-a) 

.ufeinanderf allen,   so    sind   die   zur  Gruppe  &  gehörigen    Klein'schen 
Functionen   eindeutige  Functionen  des  Ortes  auf  der  so   entstehenden 
eschlossenen  Fläche  T,  die  in  jedem  Punkte  dieser  Fläche  den  Charak- 
*r  von  rationalen  Functionen  besitzen. 

Da   die  Fläche  T  eine  (2<y  +  l)-fach  zusammenhängende  ist,   so 

»Igt  hieraus  nach   einem  von  Riemann  in  der  Theorie  der  algebrai- 

lien   Functionen   angewandten    Schluss verfahren,    dass   sich  jede  zur 

nippe  &  gehörige  Klein'sche  Function  durch  zwei  solche  Functionen 

t?,  zwischen  denen  eine  algebraische  Gleichung  vom  Range  6 

»teht,  rational  darstellen  lässt.    Die  zu  der  Gleichung  (Ia)  gehörige, 
t.  über    der  w-Ebene  auszubreitende  Riemann'sche  Fläche  ist  die 
leutig  conforme  Abbildung  der  geschlossenen  Fläche  f. 
Wir    haben    also    in    diesem   Falle    die   beiden   durch    die 
chung  (Ia)  vom  Range  6  verknüpften  Variabein   als  ein- 
ige Klein'sche  Functionen   des  Parameters  rj  dargestellt. 

lleiinger,  Differentialgleichungen.    II,  2.  16 
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324.    Darstellung  der  durch  eine  algebraische  Gleichung  verknüpften 
Variabein  als  eindeutiger  Functionen  eines  Parameters. 

Der  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  erwähnte  Parameter  tj  er- 
scheint als  Integralquotient  einer  linearen  Differentialgleichung 

(üb)  ±y==(p(u7V)y7 

du 

wo  q>(u,v)  eine  rationale  Function  der  durch  die  Gleichung  (Ia)  ver- 
knüpften Variabein  u,  v  darstellt.  Die  projective  Monodromiegruppe 
dieser  Differentialgleichung  ist  &7  und  da  der  Fundamentalbereich  RQ 
keine  Ecken  hat,  sind  die  einzigen  singulären  Punkte  dieser  Differential- 
gleichung die  Verzweigungspunkte  der  algebraischen  Function  v  von  u. 
Das  Verhalten  der  Integrale  von  (IIb)  in  der  Umgebung  dieser  Punkte 
l'asst  sich  ohne  Schwierigkeit  übersehen. 

Die   Functionen  u,  v   sind   nicht   eindeutig   bestimmt;   man  kann 
vielmehr  an  Stelle  derselben  zwei  rationale  Functionen 

ut—q>(u,  v),      vt=tl;(u}  v) 

betrachten,  die  so  beschaffen  sind,  dass  sich  u,  v  mit  Berücksichtigung 
der  Gleichung  (Ia)  auch  wieder  als  rationale  Functionen 

von  ulf  i\  ergeben.     Die  u19  vx  genügen  also  dann  einer  Gleichung 

(ib)  /;(«!,  »,)-<>, 


die  mit  (Ia)  in  der  Bezeichnung  von  Riemann  (vgl.  Nr.  163,  Bd.  II, 
S.  110)  zu  derselben  Classe  gehört. 

Wir    können    also    nicht   nur   u,  v}    sondern   irgend   zw^^y 
Variable  ulf  v1}    die    durch    eine   mit   (Ia)    zur   selben    Clas&e 
gehörige    Gleichung  (Ib)    mit    einander    verknüpft   sind,    a-  la 
eindeutige,  zur  Gruppe  &  gehörige  Klein'sche  Functionen  der 
Variabein  rj  darstellen. 

Wenn  ö  =  1  ist,  d.  h.  wenn  R0  von  zwei  Kreisen  begrenzt  wi*"d, 
so  besteht  die  Gruppe  &  aus  den  Potenzen  einer  einzigen  hyperbolisch en 
oder  loxodromischen  Substitution,  die  wir  in  der  Normalform  als 

bri  —  fi  r\  —  p7 

schreiben  wollen.     Bilden  wir  uns  dann  eine  eindeutige  doppeltpe*-" 10" 
dische  Function  p(£)  mit  den  Perioden 

2jn-,  log  K, 
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die  innerhalb  des  Periodenparallelogramms  jeden  Werth  nur  zweimal 
annimmt,  so  liefert  die  Function 

«  -  P  K  jj^J) 
und  die  Ableitung  derselben  nach  £ 

* = p  (log  JeJ) 

das  durch  eine  Gleichung  vom  Range  Eins 

(in)  /•(«,  t,)  =  o 

Terknüpfte  Functionenpaar  u,  v,  durch  welches  eine  jede  zu  dieser 
Klein 'sehen  Gruppe  fr  gehörige  Kl  ein' sehe  Function  rational  dar- 
gestellt werden  kann. 

Diese  Gruppe  ist  nichts  anderes  wie  die  projeetive 
Monodromiegruppe  des  in  der  Nr.  197  (Bd.  II,  1,  S.  256)  behan- 
delten Fuchs'schen  Beispiels. 

Bilden  wir  den  zu  dem  Periodenquotienten 

log* 


(IV) 


2  Tri 


gehörigen  Modul  x8  des  entsprechenden  elliptischen  Integrals,  so  ist 
dieser  Modul  eine  Invariante  der  durch  die  Gleichung  (III)  bestimm- 
ten Classe  von  algebraischen  Gleichungen  oder  Functionen. 

Ist  umgekehrt  ein  beliebiger  Modul  x2  vorgelegt,  so  können  wir 
den  entsprechenden  Periodenquotienten  finden  und  denselben  in  die 
Form  (IV)  setzen.  Wir  erhalten  auf  diese  Weise  die  Substitution  Srj 
(natürlich  abgesehen  von  einer  noch  willkürlich  zu  wählenden  projee- 
"fciven  Substitution,  durch  welche  Srj  transformirt  werden  kann  und 
durch  deren  Festlegung  die  Doppelpunkte  von  Sr\  fixirt  werden)  und 
somit  für  eine  beliebige  Classe  von  algebraischen  Gleichungen  vom 
Xtange  Eins  die  Variable  v\y  mit  Hülfe  deren  die  durch  eine  solche 
Gleichung  verknüpften  Variabein,  als  eindeutige  Klein'sche  Functionen 
dargestellt  werden  können. 

Wenn  x2  real  ist,  so  können  wir  K  real  nehmen,  dann  ist  die 
Substitution  Srj  eine  hyperbolische,  und  die  Gruppe  «fr  wird  zu  einer 
I^uchs'schen. 

Wenn  tf>  1  ist,  so  wird,  wie  Riemann  gezeigt  hat,  eine  Classe 
Von  algebraischen  Gleichungen  vom  Range  6  durch  3 6  —  3  constante 
rossen  bestimmt.  Man  nennt  dieselben  die  Classenmoduln,  und 
iese  spielen  für  ö  >  1  die  analoge  Rolle  wie  das  x2  für  6  =  1. 

Wenn  wir  von  einem  durch  die  2  a  Kreise  sx,  sj  begrenzten  Be- 
iche  JB0   ausgehen,   so    sind    die    3tf  —  3    Classenmoduln   derjenigen 

16* 
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Classe  von  algebraischen  Gleichungen ,  die  die  Eigenschaft  haben,  dass 
die  durch  dieselben  verknüpften  Variabein  als  eindeutige  Functionen 
von  r\  erscheinen,  vollkommen  bestimmt. 

Nun  hängt  die  aus  den  6  Substitutionen  Sxr}  und  deren  inversen 
gebildete  Klein'sche  Gruppe  &  von  3tf,  und  wenn  wir  von  einer  will- 
kürlichen transformirenden  projeetiven  Substitution  absehen,  von 

3<*-3 

Parametern  ab.  Die  Anzahl  der  Parameter  der  Gruppe  &  stimmt  also 
genau  überein  mit  der  Anzahl  der  Classenmoduln  der  zugehörigen 
Classe  von  algebraischen  Gleichungen. 

Es  liegt  also  die  Frage  nahe,  ob  man  nicht  auch  allgemein,  wenn 
6  >  1  ist,  die  Classenmoduln  willkürlich  vorschreiben  und  dann  die 
3<f  —  3  Parameter  einer  Kl  eingehen  Gruppe  &  von  der  jetzt  betrach- 
teten Art  finden  kann,  die  so  beschaffen  ist,  dass  sich  zwei  Variable, 
die  durch  eine  Gleichung  der  durch  die  gegebenen  Moduln  bestimmten 
Classe  verknüpft  sind,  als  eindeutige  zu  &  gehörige  Klein'sche  Func- 
tionen darstellen  lassen. 

Diese  Frage  lässt  sich  nach  Herrn  Poincare  im  bejahenden  Sinne 
beantworten  und  dadurch  der  fundamentale  Satz  beweisen,  dass  zwei 
durch  irgend  eine  algebraische  Gleichung  verknüpfte  Va- 
riable als  eindeutige  Klein'sche  Functionen  eines  Para- 
meters dargestellt  werden  können. 

Wenn  die  Kreise 

Sx,   Sj  (*  =  l,2,...o) 

einen  Orthogonalkreis  besitzen,  so  sind  die  Substitutionen  S  hyper- 
bolische und  die  Gruppe  #  eine  Fuchs'sche.  In  diesem  Falle  kann 
man  zeigen,  dass  die  3<y  —  3  Classenmoduln  der  entsprechenden  Classe 
von  algebraischen  Gleichungen  reale  Grössen  sind.  Für  Gleichungen 
mit  realen  Classenmoduln  würde  also  eine  Darstellung  der  durch  eine 
solche  Gleichung  verknüpften  Variabein  durch  Fuchs'sche  Functionen 
möglich  sein. 

Herr  Poincarö  hat  aber  gezeigt,  dass  sich  auch  für  die  durch 
eine  beliebige  algebraische  Gleichung  (mit  complexen  Classenmoduln) 
verknüpften  Variabein  eine  Darstellung  als  Fuchs'sche  Functionen 
eines  Parameters  angeben  lässt;  wir  werden  eine  solche  Darstellung 
noch  später  kennen  lernen. 


Sechzehnter  Abschnitt. 
Das  Poincarä'sche  Princip  und  seine  Anwendungen. 

Erstes  Kapitel. 

5325.     Formulirung  eines  neuen  Problems.     Bedentang  desselben. 
Das  Poino arösche  Princip  in  allgemeiner  Fassung. 

Zum  Beweise   des  Theorems,  welches  wir  oben  (Nr.  324,  S.  244) 
ahnt  hatten,    kann   man   sich   einer   Methode   bedienen,   die   Herr 
oincare  erdacht  und  als  Methode  de  continuite  bezeichnet  hat. 
A?Vir  werden  weiter  unten  (Nr.  328)  diese  Methode  an  einem  einfachen 
^Beispiele  auseinandersetzen,   in  Bezug  auf  die  allgemeine  Fassung  der- 
selben  müssen  wir   uns   damit   begnügen,   auf  die  Arbeit  von  Herrn 
Poincare  im  vierten  Bande  der  Acta  Mathematica  hinzuweisen. 

Es  möge  jetzt  ein  etwas  anderes  Problem  formulirt  werden,  wel- 
ches Herr  Poincare  durch  eben  diese  Methode  gelöst  hat.  Wir  be- 
schränken uns  dabei  auf  die  besondere  Art  von  Fuchs'schen  Func- 
tionen, die  wir  in  den  drei  ersten  Kapiteln  des  vorigen  Abschnittes  be- 
handelt haben. 

Wir  waren  ausgehend  von  dem  Fundamentalbereiche  B0,  der  in 
den  aus  den  Ecken  gebildeten  Gykeln 

beziehungsweise  die  Winkelsummen 

2ä  2«  2*  2»  2» 

aufweist,  zu  einer  Fuchs'schen  Gruppe  ft  und  den  zugehörigen  Fuchs'- 
schen Functionen  gelangt,  die  sich  insgesammt  durch 

z  =  f(rj) 

rational   darstellen   lassen.      Dabei    war   r\   der   Integralquotient   einer 
linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
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(i)  g— f(*)f, 

wo  die  rationale  Function  q  (z) ,  die  in  der  Nr.  216  (Bd.  II,  1,  S.  343, 
Gl.  [29  b])  angegebene  Form 

(2)    «(#)-- r-i l_i(i -»)*._,(,) 


*=»1 


'V  (ai  ~  °l) (aX  —  aa)    1 


*=i  * 


*('-$} 


besitzt,  wenn  wir  z  so  einrichten,  dass 

ist;  dabei  bedeutet  Ea__2(z)  eine  ganze  Function  (<f —  2)*611  Grades,  in 
welcher  der  Coefficient  von  za~%  den  Werth  Eins  besitzt. 

Wenn  wir  noch  ax  =  0 ,  a%  =  1  wählen,  so  sind  in  der  rationalen 
Function  q  (z)  noch  die  tf  —  2  Grössen 


as>  a4>  "••  aa 


und   die  <*  —  2    Coefficienten  von  Ea_%(z)   enthalten,   die,   wenn 
uns  die  Zahlen 

(3)  9x9  9*,  '•'  9a,  9a+i 

fest  denken,  d.h.  wenn  wir  einen  Typus  holoedrisch  isomorpher  Fucha  "*- 
scher  Gruppen  betrachten,  durch  Angabe  der  Gruppe  &  vollkommö"» 
bestimmt  sind. 

Innerhalb  eines  Typus  holoedrisch  isomorpher  Gruppen,  der  dur&i 
Angabe  eines  bestimmten  Systems  der  ganzen  Zahlen  (3)  charakterisur^ 
ist,  hängt  eine  einzelne  Gruppe  (vergl.  Nr.  308,  S.  189)  noch  von  26 — 
realen  Parametern  ab.  Durch  Angabe  dieser  2  6  —  4  realen  Grossei^^ 
die  nur  noch  gewissen  Ungleichheitsbedingungen  zu  genügen  habea^^ 
damit  die  Gruppe  eine  Fuchs'sche  sei,  sind  also  die  2ö  —  4  in  q(tjL~" 
auftretenden  complexen  Grössen  vollkommen  bestimmt. 

Diese   2  6  —  4   complexen    Grössen   sind   4<y  —  8   realen   Grössen    * 
aequivalent,  so  dass  also  q(z)  genau  2  a  —  4  reale  Parameter  mehr  ent- 
hält, wie  die  Fuchs'sche  Gruppe  &. 

Wir  schliessen  hieraus,  dass  zwischen  den  4 6  —  8  realen  Para- 
metern, die  in  q(z)  bei  Fixirung  der  Grössen  (3)  noch  enthalten  sind, 
genau  26  —  4  Bedingungsgleichungen  erfüllt  sein  müssen,  wenn  in  der 
Differentialgleichung  (1)  z  eine  Fuchs'sche  Function  des  Integralquo- 
tienten rj  sein  soll. 
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Hat  man  also  die  Aufgabe,  q(z)  so  zu  bestimmen,  dass  für  (1)  die 
letztere  Bedingung  (immer  bei  bestimmter  Wahl  der  Zahlen  (3))  er- 
füllt ist,  so  darf  man  nur  über  2  6  —  4  der  in  q(z)  enthaltenen  realen 
Parameter  disponiren. 

Man  kann  also  z.  B.  die  6  —  2  singulären  Stellen 

vorschreiben  und  fragen: 

Lassen  sich  die  gedachten  2<y  —  4  Bedingungsgleichungen  stets 
befriedigen,  wenn  in  q(z)}  nebst  den  Grössen  (3),  noch  die  singulären 
Punkte  a3,  «4,  •••<*<,  willkürlich  vorgeschrieben  werden;  oder  mit 
anderen  Worten  (vergl.  Nr.  216,  Bd.  II,  1,  S.  346): 

Kann  man  die  Coefficienten  der  ganzen  Function  Ea_2(*) 
stets  so  bestimmen,  dass  bei  fester  Wahl  der  Grössen  (3)  und 
für  willkürlich  gegebene  singulare  Punkte  «Sj«4,  •••fla  in 
der  Differentialgleichung  (1)  die  unabhängige  Variable  eine 
eindeutige  Fuchs'sche  Function   des  Integralquotienten  sei? 

Um  die  grosse  Bedeutung,  welche  die  Beantwortung  dieser  Frage 
besitzt,  hervortreten  zu  lassen,  knüpfen  wir  an  das  in  der  Nr.  303 
(S.  162)  für  den  besonderen  Fall  einer  Function  mit  drei  singulären 
Funkten  dargelegte  Poincare'sche  Princip  an. 

Sei  durch  eine  bestimmte  Fuchs'sche  Gruppe  #  des  durch  die 
Zahlen  (3)  charakterisirten  Typus  eine  Differentialgleichung  (1)  ge- 
wonnen, in  welcher  also  die  a3 ,  a{ ,  •  •  •  aa  bestimmte  Werthe  besitzen. 

Betrachten  wir  eine  Function 

Y=F(0), 
die  keine  anderen  Stellen  der  2-Ebene  als 

Xu  Verzweigungspunkten  hat,  und  die  so  beschaffen  ist,  dass  jeder 
^£weig  von  Y,  wenn  gx  eine  endliche  ganze  Zahl  ist,  nach  gx- maliger 
XJmkreisung  des  singulären  Punktes  ax  zu  seinem  Ausgangswerthe 
Zurückkehrt,  während  sie,  wenn  gy  unendlich  gross  ist,  in  der  Um- 
gebung von  z  =  ax  auch  unendlich  vieldeutig  sein  kann. 
Setzen  wir  dann 

* = m, 

^w-o  rj  den  Integralquotienten  der  Differentialgleichung  (1)  bedeutet,  so 
ist  die  Function 

Y=F(fi,}))=g(r}) 

Von  y\  offenbar  nur  innerhalb  des  Einheitskreises  der  77 -Ebene  definirt. 


248  XVI.    Das  Poincare'sche  Princip.     Kapitel  1. 

In  der  Umgebung  einer  Stelle  17,  die  keine  Ecke  eines  der  Bereiche 
22    ist.  die  aus  Rn  durch  die  Substitutionen 

r  f  0 

S9        ('=0,1,1,       ) 

der  Gruppe  #  hervorgehen,  verhält  sich  die  Function  g{r\)  offenbar 
eindeutig,  sie  verhält  sich  aber  auch  eindeutig  in  der  Umgebung  einer 
im  Innern  des  Einheitskreises  gelegenen  Ecke  eines  Bereiches  Rt. 
Denn  wenn  diese  Ecke  z.  B.  mit  der  Ecke  Xx  von  R0  correspondirt,  so 
entspricht  einem  einfachen  Umlaufe  von  17  um  Xx  eine  gx- malige  Um- 
kreisung des  Punktes  ax  durch  die  Variable  z. 

Also  ist  g(rf)  eine  un verzweigte  und  folglich,  da  das  Innere 
des  Einheitskreises  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  ist,  eine 
schlechthin  eindeutige  Function  von  17. 

Die  functionale  Beziehung  zwischen  Y  und  z  lässt  sich  also  in 
der  Form 

i-m,     Y  =  g(n) 

darstellen,  wo  f(rf),  g(rf)  eindeutige  Functionen  von  17  sind,  und  wir 
erhalten  die  sämmtlichen  Zweige  der  Function  Y  von  z7  wenn  wir  in 
g(rj)  an  die  Stelle  von  rj  die  Werthe  Syrj  setzen  und  S  der  Reihe 
nach  die  Substitutionen  der  Gruppe  &  durchlaufen  lassen.  Dies  ist 
das  Poincare'sche  Princip  in  seiner  allgemeinen  Fassung. 

Sei  nun 

Y=F(z) 

eine  willkürlich  gegebene  Function,  die  nur  eine  endliche  Anzahl  ff  +  1 
von  Verzweigungspunkten  besitzt  und  die  eindeutig  ist,  wenn  wir  uns 
die  r-Ebene  durch  einen  diese  6  -f-  1  Punkte  untereinander  verbinden- 
den Schnitt  zerschnitten  denken.  Dann  können  wir  zunächst  ohne  Be- 
schränkung der  Allgemeinheit  annehmen,  dass  drei  der  Verzweigungs- 
punkte an  den  Stellen 

der  z -Ebene  gelegen  sind,  die  übrigen  6  —  2  Verzweigungspunkte 
seien 


a*>  a4>    ••  ao 


Wenn  jeder  Zweig  der  Function  Y  nach  einer  endlichen  Anzahl 
von  Umkreisungen  des  Punktes  ax  zu  seinem  Ausgangswerthe  zurück- 
kommt, so  sei  gx  gleich  dieser  Anzahl;  wenn  die  Function  Y  in  der 
Umgebung  von  ax  unendlich  vieldeutig  ist,  so  nehmen  wir  gx  =  00 . 

Bilden  wir  mit  Hülfe  dieser  Werthe  a3 ,  a4 ,  •  •  •  aa  und  der  zu- 
gehörigen Zahlen 

9X>  9*,  *  "ff„>  9a+i 
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die  durch  die  Gleichung  (2)  definirte  Function  q(z),  und  betrachten 
dann  die  Differentialgleichung  (1),  worin  q(z)  die  eben  erklarte  Be- 
deutung hat. 

Wenn  es  dann  möglich  ist,  über  die  in  q{z)  noch  unbestimmt 
gebliebenen  Coefficienten  von  J£a_2(#)  so  zu  disponiren,  dass  z  eine 
eindeutige  Function  des  Integralquotienten  17  wird,  für  welche  der 
Bereich,  wo  sich  diese  Function  wie  eine  rationale  Function  verhält, 
ein  einfach  zusammenhangender  ist,  so  folgt  aus  dem  Poincare'schen 
Principe,  dass  auch  Y  eine  eindeutige  Function  von  17  sein  muss,  so 
dass  also  die  fanctionale  Beziehung,  die  zwischen  Y  und  z  besteht, 
dadurch  dargestellt  werden  könnte,  dass  wir  z  und  Y  als  eindeutige 
Functionen  des  Parameters  17  ausdrücken. 

Y  kann  als  Function  von  z,  z.  B.  als  die  Lösung  einer  beliebigen 
linearen  Differentialgleichung  mit  algebraischen  Coefficienten  definirt 
sein,  dann  sind  offenbar  die  für  die  Function  F(z)  aufgestellten  Be- 
dingungen erfüllt. 


326.     Normale  Differentialgleichungen.     Fuchs 'sehe  Differential- 
gleichungen.    Untergeordnete  Differentialgleichungen.     Fuohs'sohe 
Functionen,  die  vorgeschriebene  Werthe  auslassen. 

Wir  sagen  von  einer  Differentialgleichung  (1),  in  welcher  q  (z)  die 
Form  (2)  besitzt  und  wo  die  gx  positive  ganze  Zahlen  oder  unendlich 
££ross  sind,  sie  sei  eine  normale  Differentialgleichung.  Wenn  in 
einer  normalen  Differentialgleichung  die  unabhängige  Variable  z  eine 
fuchs'sche  Function  des  Integralquotienten  ist,  so  sagen  wir,  sie  sei 
^ine  Fuchs'sche  Differentialgleichung. 

Damit  eine  normale  Differentialgleichung  eine  Fuchs'sche  sein 
lcönne,  müssen  die  Zahlen  g17  g2)  •  •  •  ga,l  die  Ungleichung 

O)  l(i-U)-'-^>o 

Erfüllen,  welche  (vergl.  Nr.  312,  S.  205)  besagt,  dass  die  Summe  der 
"\flfinkel  des  Fundamentalbereiches  FQ  oder  BQ  kleiner  als 

2*0  —  1) 

i^t,  d.  h.  mit  anderen  Worten,  dass  sich  RQ  eindeutig  conform  auf  ein 
"v~on  geodätischen  Linien  gebildetes  Polygon  auf  einer  Fläche  vom  con- 
^tanten  Krümmungsmaasse  —  1  abbilden  lässt. 

Wenn  die  Zahlen  g.  die  Ungleichung  (4)  nicht  erfüllen,  d.  h.  wenn 
Entweder 
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(I)  -7<0 

oder 

(II)  -7-0, 

so  kann  die  normale  Differentialgleichung  (1)  zwar  keine  Fuchs'sche 
sein,  aber  es  kann  gleichwohl  z  eine  eindeutige  Function  von  r\  werden, 
deren  Existenzbereich  ein  einfach  zusammenhängender  ist. 

Was  zunächst  den  Fall  (I)  anlangt,   so  muss  also  für  positives  v 

or-f-l 
.==1     Vi 

sein.  Diese  Gleichung  wurde  in  der  Nr.  299  (S.  149  ff.)  discutirt,  und 
wir  fanden  daselbst  als  die  einzig  möglichen  Fälle  die  cyklischen 
Gruppen  mit  6=1  und  die  Gruppen  des  Dieders,  Tetraeders,  Oktaeders 
und  Ikosaeders  mit  6  =  2.  Wie  wir  schon  in  der  Nr.  312  (S.  206) 
erwähnt  haben,  folgt  hieraus,  dass  v,  wenn  es  positiv  ist,  stets  eine 
ganze  Zahl  sein  muss;  wir  haben  also  das  Resultat: 

Im  Falle  (I)  bleibt  in  q(z)  kein  Parameter  unbestimmt, 
und  in  der  Normalgleichung  (1)  ist  z  stets  eine  rationale 
Function  des  Integralquotienten. 

Im  Falle  (II)  muss  offenbar  6  gleich  Zwei  oder  gleich  Drei  sein. 

Für  6  =  2  ist  q  (z)  wiederum  vollständig  bestimmt,  und  wir  haben 
die  drei  (beziehungsweise  vier)  in  der  Nr.  289  (S.  113)  behandelten 
Fälle,  wo  .R0  oder  FQ  als  geradliniges  Dreieck  gewählt  werden  kann 
und  in  welchen  z  eine  elliptische  Function  von  t\  ist. 

Für  6  =  3  ergiebt  sich  als  einzige  Möglichkeit 

und  q  (z)  enthält,  wenn  ax  =  0 ,  a2  =  1 ,  a4  =  oo  und  a3  willkürlich, 
aber  gegeben  ist,  noch  einen  unbestimmten  Parameter. 

In  diesem  Falle  ist,  wie  man  leicht  erkennt,  die  Differential- 
gleichung (1)  im  Wesentlichen  diejenige,  die  wir  in  der  Nr.  197  (Bd.  II,  1, 
S.  256)  als  das  Fuchs'sche  Beispiel  behandelt  haben. 

Es  ergab  sich  daselbst,  dass  der  in  q(z)  willkürlich  bleibende 
Parameter  stets  und  zwar  nur  auf  eine  Weise  so  bestimmt  werden 
kann,  dass  z  als  eindeutige  Function  von  17  erscheint,  und  zwar  ist 
dann  z  im  Wesentlichen  auch  eine  elliptische  Function  von  rj. 

Der  Fall  (II)  liefert  also  nebst  den  bereits  erledigten  Fällen 
6  =  2,  wo  q(z)  vollkommen  bestimmt  ist,  einen  Fall,  in  welchem 
wir   lernen,    dass  die  Bestimmung  des  Parameters,   der  in  q(z)  noch 
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willkürlich   geblieben   ist,   stets    und  nur  auf  eine  Weise  so  erfolgen 
iann,  dass  z  eine  eindeutige  Function  von  t\  sei. 

Ein  analoges  Resultat  besteht  nun  in  dem  Falle,  wo  die  Zahlen 

9i>  9*,  -'90+1 

die    Ungleichung   (4)   befriedigen.     Herr  Poincare*   hat   nämlich    mit 
Hülfe  der  „Methode  de  continuite"  den  folgenden  Satz  bewiesen: 

Wenn  in  einer  normalen  Differentialgleichung  (1)  nebst 
den  die  Ungleichung  (4)  befriedigenden  Zahlen  g.  noch  die 
singulären  Punkte 

az>  ai>  •'•'  aa 

willkürlich  vorgeschrieben  sind,  so  lassen  sich  die  Coeffi- 
c*^nten  der  ganzen  Function  JEa_2(z)  in  q(z)  stets  und  nur 
Ä*i  :£  eine  Weise  so  bestimmen,  dass  z  eine  Fuchs'sche  Func- 
*L^>n  des  Integralquotienten  v\  sei. 

Aus    diesem    Satze,    der    die   in    der   vorigen   Nummer   (S.  247) 
av*"fgeworfene   Frage   erledigt,    folgt    in   Verbindung   mit   den   für   die 
ö  ^le  (I),  (II)  bereits  früher  gefundenen  Resultaten,  dass  in  der  That  für 


le  Function 

^i«   nur   eine   endliche  Anzahl    von  Verzweigungspunkten  besitzt  und 
*-*ie   in   der  durch   eine  Curve,   welche  die  Verzweigungspunkte  unter- 
einander verbindet,  zerschnittenen  z-  Ebene  eindeutig  ist,  ein  Parameter 
"^J   so  gefunden  werden  kann,   dass  Y  und  z  als  eindeutige  Functionen 
"Von  17  erscheinen. 

Um  jedoch  die  Möglichkeit  einer  solchen  Darstellung  zu  erweisen, 
loedarf  es  nicht  des  Poincare'schen  Satzes  in  seiner  vollen  Allgemein- 
heit.    Um  dies  einzusehen  bemerken  wir  Folgendes. 

Seien  für  eine  gegebene  Function  Yxon  der  angegebenen 
Beschaffenheit  die  Verzweigungspunkte 

°;  1,  «3>  ai>  •"•  ao>  °° 

und  die  zu  denselben  gehörigen  Zahlen  gx  gegeben;  dann  ist  (1) 
die  mit  diesen  Grössen  gebildete  normale  Differentialglei- 
chung. 

Denken  wir  uns  eine  andere  normale  Differentialgleichung  (1'), 
die  nebst  den  singulären  Punkten 

°;  !>  as>  a4>  ••'  ao>  °° 
eventuell  noch  gewisse  andere  singulare  Punkte 
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besitzt^   in   welcher   ferner   die  Differenz   der  Wurzeln   der  zu   einetzz^ 
Punkte  ax  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung  für 

x=  1,  2,  ...  *  +  1 


der  reciproke  Werth  einer  ganzen  Zahl  yx  ist,  die  ein  Vielfaches  vc^^w^OT 
gx  oder  unendlich  gross  ist,  während  für  x  >  6  +  1  diese  Differer^^-xen 
eine  beliebige  reciproke  ganze  Zahl  oder  Null  sein  kann.  Wir  sagr^c^Ätt 
dann  (vergl.  Nr.  303,  S.  165)  von  der  normalen  Differentialgleichung  (1ÄT  J)  (1 
sie  sei  der  normalen  Differentialgleichung  (1)  untergeordnet  o£><=»  od 
subordinirt. 

Wir  können  z.  B.  eine  normale  Differentialgleichung,  die  die  6  -f-f —    -f- 
singulären  Punkte 

°»  1f  a3>"ao>  °° 

besitzt  und  deren  determinirende  Fundamentalgleichungen  sammtLM^^JÜicQ 
eine   doppelte  Wurzel   haben,   stets   als   der  Differentialgleichung  (1) 

subordinirt  ansehen,  wenn  in  (1)  einige   der  Zahlen  g.  endliche  gu^  ■  "itnz, 
zahlige  Werthe  haben. 

Gelingt   es   dann   zu  zeigen,   dass  sich  in  einer  der  DifferentbzAtial- 
gleichung  (1)  subordinirten  normalen  Differentialgleichung  (1')  die  n^  -Äoci 
unbestimmt   gebliebenen  6  -\-  x  —  2  Parameter   so   bestimmen    las^b-aseiz, 
dass  diese  Differentialgleichung  eine  Fuchs'sche  wird,   so  sind  »I*     '^n 
bar  für  die  Function 

r=  F(z) 


Y  und  z   auch    eindeutige   Functionen    des   Integralquotienten    di< 
Fuchs'schen  Differentialgleichung. 

Wenn  in  einer  Fuchs 'sehen  Differentialgleichung  alle  detenn-ioi- 
renden  Fundamentalgleichungen   doppelte  Wurzeln  haben,   so  sind,    in 
dem  Fundamentalbereiche  R0  der  entsprechenden  Fuchs'schen  GraJ>pö 
#  alle  Winkel  gleich  Null,  die  Ecken  aller  Bereiche,  die  aus  U0  dixreh 
die  Substitutionen  von  #  hervorgehen,   liegen  auf  der  Peripherie    des 
Einheitskreises,  und   die   unabhängige   Variable   z}  die   eine   Fucbs  ' 
sehe   Function    des   Integralquotienten    ist,    hat    die    charakteristische 
Eigenschaft,  innerhalb  des  Bereiches,  wo  sich  diese  Function  wie  ei**e 
rationale  Function  verhält,   keinen  der  Werthe  annehmen  zu  könn^"*1» 
der  einem  singulären   Punkte  der  betrachteten  Fuchs'schen  Differ^"*1' 
tialgleichung  entspricht.    Wir  sagen  dann  (vergl.  Nr.  303,  S.  166),  di^*^ 
Fuchs'sche  Function  lasse  die  gedachten  Werthe  aus. 

Es  wird  also  hinreichend  sein,   wenn  wir  zeigen,   dass  stets  e±  :w^ 
Fuchs'sche  Function   hergestellt  werden   kann,   die  die  beliebig  *~ 
geschriebenen  Werthe 


827.    Satz  über  normale  Differentialgleichungen.  253 


ai>  a*>  as>  •"  ao>  ao+v 


wo  wir,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschranken, 

ai  =  °>         «2=1>         ao+i=<X) 
nehmen  können,  und  eventuell  auch  noch  gewisse  andere  Werthe 


«,+*>  •••  at+a+i 


auslaset. 


327.     Beweis,    dass    eine    normale   Differentialgleichung   nicht   auf 
swei  Arten  au  einer  Fuchs 'sehen  gemacht  werden  kann. 

Ehe  wir  auf  den  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  in 
Aussicht  gestellten  Nachweis  eingehen,  möge  erst  gezeigt 
werden,  dass  allgemein  für  eine  beliebige  normale  Differen- 
tialgleichung (1),  wo  die  gx  der  Ungleichung  (4)  Genüge 
leisten,  die  Bestimmung  der  Coefficienten  von  Ea_i(z)  bei 
fester  Wahl  der  öl ,  öl,»-«  a  nicht  auf  zwei  verschiedene 
Weisen  so  erfolgen  kann,  dass  die  Differentialgleichung  eine 
Fnchs'sche  wird. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  für  eine  bestimmte  Wahl  der  Coefficienten 
von  Ea_i(z)  die  Function  q(z)  gleich  ql(z)9  für  eine  andere  Wahl 
dieser  Coefficienten  gleich  #2(#),  und  mögen  die  beiden  Differential- 
gleichungen 

(5)  ^  =  ?iW^         j$  =  9*(*)9 

Fnchs'sche  sein.  Wir  bezeichnen  den  Integralquotienten  der  ersten 
Gleichung  durch  17,  den  der  zweiten  durch  £  und  denken  uns  17,  £  so 
gewählt,  dass  für  beide  Fuchs'sche  Functionen 

der  Orthogonalkreis  der  Einheitskreis  der  17-  beziehungsweise  £-  Ebene 
,  dass  ferner  17  und  g  gleichzeitig  verschwinden,  so  dass  etwa 

;,  wo  a  einen  regulären  Punkt  beider  Differentialgleichungen  (5)  be- 
utet, und  dass  endlich  für  einen  anderen  ebenfalls  regulären  Punkt 
z   =  b  sowohl  17  als  auch  £  reale  Werthe  annehmen. 

Die  Gruppen  &t,  d2,  die  zu  den  beiden  Fuchs'schen  Functionen 
f\  Cjl),  /j(5)  gehören,  sind  holoedrisch  isomorph,  die  entsprechenden 
^**ndamentalbereiche  B*  und  Bj  sind  beide  eindeutig  conforme  Ab- 


n 
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bildungen  der  in  passender  Weise  zerschnittenen  z-  Ebene.  Wir  schliessen 
hieraus,  dass  17,  £  gegenseitig  eindeutige  Functionen  von  einander  sind, 
so  lange  diese  beiden  Grössen  innerhalb  des  Einheitskreises  verbleiben  _ 
Betrachten  wir  den  Quotienten 

n' 
so  ist  derselbe  sowohl  als  Function  von  yi  als  auch  als  Function  v^>-^ 
£  aufgefasst   eindeutig   innerhalb    des   Einheitskreises   der  betreffend.  <^B 
Variabein,  und  bleibt  überdies,  da  £,  17  gleichzeitig  verschwinden,  ^3a- 
selbst  stets  endlich  und  von  Null  verschieden. 

Zerlegen  wir  z.  B.  77  in  seinen  realen  und  imaginären  Theil 

7]  =  u  +  vi 

und   fassen   den  Quotienten  von  £  und  rj  als  Function  von  rj  auf,       so 
wird  der  Ausdruck 

<  =  logU 

eine  in  dem  Bereiche 

m*  +  v*  <  1 

eindeutige,  endliche  und  stetige  Function  der  beiden  realen  Vari&Tbeln 
w,  v  sein,  die  überdies,  da  t  den  realen  Theil  der  monogenen  F*"*inc- 
tion 

darstellt,  der  partiellen  Differentialgleichung 

(6)  S  +  ft  =  0 

cu         cv 

Genüge  leistet. 

Betrachten  wir  in  der  17-Ebene  einen  Kreis 

2    •     2         2 
u  +  v  =  r  , 

dessen  Radius  r  kleiner  ist  als  Eins.    Wenn  t\  auf  der  Peripherie  di€~ 
ses  Kreises  verbleibt,  ist  £  dem  absoluten  Betrage  nach  stets  klein  ^x 
wie  Eins,  und  folglich 

(7)  t<\o%\* 

Nach  einem  bekannten  Satze  kann  aber  eine  Lösung  der  partie^    "^ 
len  Differentialgleichung  (6),  die  innerhalb  eines  von  einer  geschlossene^  ~*"^ 
Curve  C  begrenzten  Bereiches    eindeutig,   endlich    und  stetig  ist,  \xx0^ 
Innern  dieses  Bereiches  keinen  Werth  annehmen  der  grösser  ist,   als^^g 
der   grösste  Werth,   den    die  Function   auf  der  Begrenzung  C  erhält^* 
Die  Ungleichung  (7)  gilt  folglich  für  alle  Werthe 

2    *     2^2 
u  +  v  <  r  . 
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Lassen  wir  nun  r  gegen  die  Einheit  convergiren,  dann  ist 

lim  log  —  =  0 ; 

r=l  r 

A?ir  schliessen  also,  dass  t  niemals  positiv  sein  kann,  wenn  rj  im  Innern 
des  Einheitskreises  verbleibt.     Es  ist  also  für  |  r\  |  <  1  jedenfalls 

£  <i- 

n   = 

Da  7]  und  £  einander  ganz  gleichberechtigt  gegenüberstehen,  folgt 
ebenso,  dass  für  |  £  |  <  1  auch 


t 


<1 


sein  muss.     Wir  haben  also  für 

Nl<i,      Ul<i 

nothwendig  die  Gleichung 


v\-\t\, 

also 

wo  x  eine  reale  Constante  bedeutet. 

Da  aber  r\ ,  £  für  z  =  b  gleichzeitig  reale  Werthe  annehmen  soll- 
ten, muss  x  =  0  sein,  d.  h.  es  ist 

so    dass   in  der  That  die  beiden  Differentialgleichungen  (5)  identisch 
sein  müssen.     D.  h.: 

Wenn  bei  gegebenen  gi  und  a.  die  Coefficienten  von 
£  ,(jf)  so  bestimmt  werden  können,  dass  die  normale  Dif- 
ferentialgleichung (1)  eine  Fuchs'sche  wird,  so  ist  diese  Be- 
stimmung auch  nur  auf  eine  einzige  Weise  möglich. 

328.    Erläuterung  der  „Methode  de  oontinuitö"  an  einem  einfachen 

Beispiele. 

Wir  wollen  nun  die  „Methode  de  continuite"  deren  sich  Herr 
Poincar^  zum  Beweise  seines  in  der  Nr.  326  (S.  251)  angeführten 
Satzes  bedient,  an  einem  einfachen  Beispiele  zu  erläutern  suchen,  um 
eine  Vorstellung  von  dieser  tiefen  und  wichtigen  Methode  zu  erlangen. 

Wir  betrachten  den  Fall,  wo  die  gegebenen  Werthe 

ai>  a2>  •••  ao>  ao+i 
r^al   sind.     Wenn    dann    die   normale  Differentialgleichung  (1)    durch 
geeignete  Wahl  der  Coefficienten  von  E     +(z)  zu  einer  Fuchs'schen 


> 
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^3  in 


gemacht  werden  kann,  so  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  entsprechenc^e 
Fuchs'sche   Gruppe   0-  eine   symmetrische   sein  müsse.     Dann  sin^Kmü 
also  (Nr.  320,  S.  231)  in  q(e)  alle  Coefficienten  real,   d.h.  die  CoeF^fu- 
cienten  von  Eo_2(z)  selbst  sind  reale  Grössen. 

Für  6  =  2  ist  q  (z)  vollkommen  bestimmt.    Der  nächste  Fall  6 
ist  also  der  einfachste,    für  den  der  Poincare'sche  Satz  überhaupt 
Betracht  kommt. 

Nehmen  wir  also  6  =  3 ,  d.  h.  nebst 

ax  =  0 ,       a3  =  1 ,       a4  =  oo 

noch  einen  Punkt  a3 ,  und  zwar  möge  a3  ein  realer  zwischen  1  und  oo 

gelegener  Werth  sein. 

Die  Zahlen  glf  g2,  g$,  gA  mögen  sämmtlich  unendlich  gross  ge- 
wählt werden,  es  handelt  sich  darum  zu  zeigen,  dass  es  eine  FncHbs'. 
sehe  Function  giebt,  die  die  Werthe  0 ,  1 ,  a8 ,  oo  auslässt. 

Betrachten  wir  in  der  rj-  Ebene  ein  Viereck  mit  den  auf  dem  M*tin- 
heitskreise  gelegenen  Ecken  nl9  (i2)  ft3,  ft4,  dessen  Seiten  Kreise  s*mnd, 
die  den  Einheitskreis  rechtwinkelig  schneiden.  Wir  construiren  das 
Spiegelbild  dieses  Vierecks  etwa  in  Bezug  auf  die  Seite  (jilf  /*4)  "und 
vereinigen  dasselbe  mit  dem  ursprünglichen  Vierecke  zu  einem  Bereiche 
2J0,  der  dann  den  Fundamentalbereich  einer  gewissen  symmetrischen 
Fuchs'schen   Gruppe  #  darstellt. 

Sei 

x  =  <p(r}) 

diejenige  zur  Gruppe  #  gehörige  Fuchs'sche  Function,  die  die  ein- 
deutig conforme  Abbildung  des  Viereckes  (ji19  ft2,  ft8,  ft4)  auF  die 
untere  x-  Halbebene  darstellt  und  die  in  den  Punkten  (i1}  fta,  ftA  die 
Werthe 

annimmt.     Setzen  wir  dann 

9>Os)  =  c> 


so  ist  c  real  positiv  und  grösser  wie  Eins. 

Die  Function  rj  von  x  ist  dann  der  Integralquotient  einer  linea^-"611 
Differentialgleichung 

(8)  S^0^' 

wo  q(x)  eine  rationale  Function  bedeutet,  die  aus  dem  Ausdrucke  (^    - 
(Nr.  325,  S.  246)   hervorgeht,   wenn   man   daselbst  x  an   Stelle  von 
schreibt  und 


i 
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*  =  3,    at  — 0,  a,  — 1,  as  — c,    g1=  g2  =  g$  =  gA  =  0 
nimmt;  in 

bat  der  constante  Parameter  t  einen  bestimmten  Werth. 

Es  handelt  sich  darum  zu  zeigen,  dass  wir  die  Ecken  px ,  ft2 ,  ftg ,  ft4 
des  Vierecks  als  Punkte  des  Einheitskreises  so  wählen  können,  dass 

c  =  9>Os) 
gleich  dem  willkürlich  vorgeschriebenen  zwischen  1  und  <x>  gelegenen 
realen  Werthe  a3  wird. 

Lassen  wir  die  drei  Ecken  plf  jt2,  ft4  fest  (vergl.  Fig.  32),  und 
denken  wir  uns  ft3  auf  dem  Bogen  (fi2,  ft4)  veränderlich,  so  hängt  die 
Function  x  der  Variabein  i\  von  dem  ver- 
änderlichen Parameter  \lz  ab.  Mit  ft3  ändert 
rieh  auch  die  Gruppe  #,  und  zwar  sind  die 
verschiedenen  Gruppen,  welche  verschiedenen 
iVerthen  von  ft3  entsprechen,  offenbar  holo- 
drisch  isomorph. 

Nach  dem  Satze  der  Nr.  309  (S.  192) 
ind  die  zur  Gruppe  fr  gehörigen  Fuchs'- 
chen  Thetafunctionen  stetige  Functionen 
es  Parameters  ft8;  also  ist  auch  die  Func- 
ion  (p(rf)  eine  stetige  Function  von  ft3,  und 
Dlglich  hängt  auch  der  Werth  c,  den  diese  Function  für  17  =  (is  an- 
immt,  stetig  von  dem  Parameter  ft3  ab. 

Lassen  wir  ft3  mit  ft2  oder  ft4  zusammenfallen,  so  verwandelt  sich 
Las  Viereck,  von  welchem  wir  ausgegangen  waren,  in  ein  Dreieck. 
>ie  Untersuchung  dieser  Grenzfälle  bildet  einen  wesentlichen  Theil  der 
>oincar^,schen  Methode. 

Herr  Poincare  zeigt,  dass  wenn  ft3  auf  der  Peripherie  des  Einheits- 
preises verbleibend  in  den  Punkt  ft2  einrückt, 

lim  9  (ft3)  =  lim  c  =  1 , 

Jid  wenn  (i3  ebenso  in  den  Punkt  ji4  einrückt, 

lim  9  (jiz)  =  lim  c  =  00 

ird. 

Nach  dem  in  der  vorigen  Nummer  bewiesenen  Satze  kann  nicht 
*r  zwei  von  einander  verschiedene  Werthe  von  ft3,  die  auf  dem  Ein- 
Le*tskreise  zwischen  ft2,  ft4  liegen,  die  Grösse  c  denselben  Werth  an- 
le*Uoen. 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.   11,2.  17 
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Wir  haben  also  eine  stetige  Function  c  von  ft8,  die,  wenn  ps  am 
dem  Einheitskreise  von  ft2  bis  ft4  geht,  jeden  Werth  nur  einmal  an- 
nimmt, für  ft3  =  ft2  gleich  Eins  und  für  ft8  =  ft4  gleich  Unendlich 
wird.  Nach  einem  bekannten  Satze  muss  diese  Function  folglich  jeden 
zwischen  Eins  und  Unendlich  gelegenen  Werth  einmal  und  nur  ein- 
mal annehmen,  während  ft3  den  zwischen  ft3  und  ^i  gelegenen  Bogen 
des  Einheitskreises  durchläuft. 

Damit  ist  also  der  Poincare'sche  Satz  (Nr.  326,  S.  251)  in  dem 
hier  betrachteten  besonderen  Falle  bewiesen.  Aehnlich  lässt  sich  der 
Beweis  für  den  Fall  beliebig  vieler  realer  a3 ,  a4 ,  •  •  •  aa  und  belie- 
biger der  Ungleichung  (4)  (Nr.  326,  S.  249)  genügender  gx  führen. 
Wesentlich  schwieriger  ist  die  Anwendung  der  „Methode  de  continuiW 
im  allgemeinen  Falle  nicht  realer  Werthe  der 

wir  müssen  es  uns  versagen,  auf  eine  Darlegung  des  Verfahrens  ein- 
zugehen, mit  Hülfe  dessen  Herr  Poincare  diese  Schwierigkeiten  über- 
wunden hat. 


— n 


329.    Untergruppen  mit  endlichem  Quotienten  von  Fuohs'schen 

Gruppen. 

Wir  wollen   nun   eine    andere   Methode   entwickeln,   die   in   dem 
Falle   realer  Werthe   der  a8 ,  a4 ,  •  •  •  aa   und   für  unendlich  grosse  g 
nicht  nur  einen  Beweis  des  Poincare 'sehen  Theorems  liefert,  sondern 
auch  lehrt,  wie  man  die  Fuchs'sche  Function,  welche  die  Werthe 

a1  =  0,  aa  =  l,  a8,  a4,    •  •  o,,  aa+l  =  <x> 

auslässt,   wirklich   herzustellen  im  Stande  ist.     Diese  Methode  stütz*; 
sich  auf  die  Theorie  der  Untergruppen  oder,  wie  man  auch  sage: 
kann,  auf  die  Theorie  der  Transformation  der  Fuchs'schen  Fun 
tionen;    wir    müssen   daher  jetzt  Einiges  aus  den  Grundzügen   dies 
Theorie  entwickeln. 

Es  sei  eine  Fuchs'sche  Gruppe  &  von  der  in  den  ersten  Kapiteln 
des  vorigen  Abschnittes  behandelten  Art  durch  ihren  Fundamentalberei^h 
ü0  gegeben,  die  Substitutionen  von  #  seien 

insbesondere  möge  Sx  (x  =  1 ,  2,  •  •  •  6)  diejenige  Substitution  bedeu**^^ 
die  die  Seite  tH  von  JUQ  in  die  congruente  tj  überführt.    Ferner  sei 

*  -  f(v) 


* 
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eine   zur  Gruppe  &  gehörige  Fuchs'sche  Function,   die  innerhalb  RQ 
ieden  Werth  nur  ein  einziges  Mal  annimmt,    durch  welche  sich  also 

j^de  zur  Gruppe  &  gehörige  Fuchs'sche  Function  rational  ausdrücken 

l&sst.     Die  Werthe,  welche  z  in  den  Eckpunkten 

*i;  *2>  *  '  "  K+i 

"^on  B0  annimmt,  bezeichnen  wir  wie  gewöhnlich  mit 

Wir  gelangen   auf  die   einfachste  Weise   zu   derjenigen  Art  von 
XJntergruppen  der  Gruppe  d,  die  uns  hier  am  meisten  interessirt,  indem 
eine   algebraische  Function  Z  von  z  betrachten,   die  sich  nur  in 
en  Punkten  (1)   der  #-Ebene  verzweigt,   und    die   folglich  nach  dem 
oincare'schen  Principe  als  eindeutige  Function  von  17 

Z  =  F(rj) 

dargestellt  werden  kann,  wenn,  wie  wir  voraussetzen  wollen,  die  Ord- 
gszahlen  der  dem  Punkte  ax  entsprechenden  Windungspunkte  in  der 
Verzweigung  von  Z  darstellenden  Rie  mann 'sehen  Fläche  T  in 
der  zu  a%  gehörigen  Zahl  gx  als  Divisoren  enthalten  sind. 

Betrachten  wir  ein  System  von  geschlossenen  Wegen  in  der 
jet -Ebene,  die  so  beschaffen  sind,  dass  beim  Durchlaufen  derselben  alle 
2£weige  der  algebraischen  Function  Z  von  z  zum  Vorschein  kommen, 
dann  entsprechen  diesen  Wegen  gewisse  Substitutionen 

T     T     •  •  •  T 

-*!>   ^2>  •*»  —  1 


Gruppe  d,  und  wir  haben  folglich  in  den  n  Ausdrücken 

(2)  Zx  =  F{Tx rj)        (*-o,  1,  ..  —i>, 

-woselbst 

T0  =  l,         Z0  =  Z=F(V) 

gesetzt    wurde,   die   sämmtlichen  Wurzeln   der    irreductiblen   algebrai- 
schen Gleichung  n-ten  Grades  mit  in  z  rationalen  Coefficienten 

'?)  *(Z,,)-0, 

te*  Z  als  Function  von  0  genügt. 

Die  Function  F(rj)  bleibt  bei  gewissen  Substitutionen  der  Gruppe  & 

lj?^andert;  diese  Substitutionen  bilden  offenbar  eine  Gruppe  @,   also 

l^  Untergruppe  von  &.    Die  Gruppe  &  ist  im  Sinne  der  allgemeinen 

«ier  Nr.  322  (S.  236)    aufgestellten  Definition  eine  Fuchs'sche,   sie 

aber  im  Allgemeinen  nicht  vom  Geschlechte  Null,  wie  #. 

17* 
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Setzen  wir 

Zx=F(Txrf)  =  Fx(rj)        (*=o,i,...,.-i), 

so  ist  offenbar,  wenn  27  irgend  eine  Substitution  von  &  bedeutet, 
Fx(v)  =  F{ZTxri)  =  F(Tx  T;lZTxV)  -  F^ZTrf, 

und  umgekehrt  ist  jede  Substitution  von  fr,  die  Fx  (rf)  ungeändert  lässt, 
in  der  Form 

T~l£T 

X  X 

darstellbar.  Die  Substitutionen  von  fr,  welche  Fn  (rj)  ungeändert  lassen, 
bilden  folglich  die  mit  &  innerhalb  fr  gleichberechtigte  Unter- 
gruppe (Nr.  140,  Bd.  II,  1,  S.  36) 

XXX 

Betrachten   wir    nun    eine   beliebige    Substitution   S  von   fr  und 

bilden 

F(SV), 

so  muss,  da  die  Anwendung  der  Substitution  S  auf  17  einem  geschlos- 
senen Wege  der  Variabein  z  entspricht, 

F(SV)  =  FX(V) 

sein,  wo  x  eine  bestimmte  der  Zahlen  0,  1,    •  •  n  —  1  bedeutet.    Wir 

haben  also 

F(Sfi)  =  F(TxV), 

d.  h.  die  Substitution 

st;1  =  2: 

gehört  der  Gruppe  &  an,  denn  sie  lässt  F(rj)  ungeändert  und  ist  in  fr 
enthalten. 

Die  beliebige  Substitution  S  von  fr  ist  also  in  der  Form 

S=2JT 

X 

darstellbar. 

Wir  können  demnach 

(4)  *-«(l,  Tltlt,...Tn_t) 

setzen,  wo  das  symbolische  Product  auf  der  rechten  Seite  andeutet, 
dass  jede  Substitution  von  &  mit  jeder  der  Substitutionen 

(ß)  hTx,Tit-..Tn_x 

zu  componiren  ist.  Wir  nennen  das  System  der  Substitutionen  (5)  den 
Quotienten  der  Untergruppe  ®  in  Bezug  auf  fr  (vergl.  Nr.  275,  8.66), 
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id  sagen,  da  dieser  Quotient  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Sub- 
itotionen  besteht,  G  sei  eine  Untergruppe  mit  endlichem  Quo- 
Bnten  von  #. 

Wir  können  uns  die  Substitutionen  (5)  so  gewählt  denken,  dass 
b  Bereiche 

Rx=  TxR0  (*=l,2,-.n-l), 

3  aus  dem  Fundamentalbereiche  R0  durch  Anwendung  dieser  Sub- 
tutionen  hervorgehen,  mit  R0  zusammengenommen  ein  zusammen- 
Dgendes  Gebiet  P0  bilden.    Dieses  Gebiet  spielt  für  die  Untergruppe 

die  Rolle  des  Fundamentalbereiches,  die  Ecken  von  P0  vertheilen 
h  in  Cykeln,  und  die  Winkelsumme  bei  den  Ecken  eines  Cyklus  ist, 

die  Gruppe  Ö  eine  discontinuirliche  ist,  gleich  einem  aliquoten 
eile  von  2  it. 

).    Vereinigung  mehrerer  Bereiche  zu  einem  Fundamentalbereiche. 

Untergruppen  vom  Geschlechte  Null. 

Wir  betrachten  nun  umgekehrt  eine  gewisse  Anzahl  von  Bereichen 

*  der  Gruppe  #  entsprechenden  Theilung  des  Innern  des  Einheits- 
»ises,  die  mit  RQ  zusammengenommen  ein  zusammenhängendes  Gebiet 

bilden;  seien 

1  Ro>  Bi>  Bs>  ••'  K-i 

>se  Bereiche,  und  bedeute  Tn'  die  Substitution  von  #,  welche  R0  in 
'  überfährt.  Dann  werden  von  den  Seiten  der  Bereiche  (6)  gewisse 
^i  geblieben  sein,  d.  h.  längs  einiger  dieser  Seiten  stösst  der  Bereich 
'  an  Bereiche  der  der  Gruppe  #   entsprechenden  Theilung,   die  von 

*  Bereichen  (6)  verschieden  sind.     Diese  Seiten  bilden  die  Begren- 

*  von  P0'. 

Sei  t.  irgend  eine  Seite  von  RQ9  t!  die  ihr  congruente;  also 

*.'  =  S.L, 

öute  ferner  tix  die  dem  t.  entsprechende  Seite  von  Rx'  und  t'  die 
X  t£'  entsprechende  Seite  von  RJ ,  also 

t=TJ.9    t'.  =T  t' 

ix  xi'        ix  xi' 

lh  werden  von  den  Seiten 

*i>  li\>  *»>  '"  *.-,»-i 
e  gewisse  Anzahl,  etwa  v.7  frei  geblieben  sein.     Offenbar  sind  dann 
A  genau  v.  von  den  Seiten 

t. ,  t.+ ,  t.0  «•••*.       - 

i"     il'     i2'  »,* — 1 

i. 
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Wir  können  dann  einer  beliebigen  der  frei  gebliebenen  Seiten  t. 
eine  beliebige  der  frei  gebliebenen  Seiten,  deren  erster  Index  ebenfall 
gleich  i  ist,  etwa  t'ix ,  zuordnen,  und  so  v.  Seitenpaare  von  P0'  erhalte*- 
Auf  diese  Weise  erscheinen  die  Seiten  von  P0'  einander  paarweise 
geordnet;  möge  der  Seite  rx  von  PQ'  die  Seite  x'x  entsprechen,  für 


x  =  l,  2,  ...<*l5    <f1=^Jvr 


f=i 


Die  Ecken  von  P0'  mögen  dann  in   folgender  Weise  angeordnet 
werden. 

Denken  wir   uns   die  Begrenzung  von  P0'  in   einem   bestimmten 
Sinne,  also  etwa  so  durchlaufen,  dass  die  Flache  von  P0'  zur  Linket 
bleibt.     Wir  gehen  von  einer  Ecke  A^  von   P '   aus,   durchlaufen    in 
dem  angegebenen  Sinne  die  in  A^    einmündende  Seite  von  P0';  dann 
demselben  Sinne  die  dieser  Seite  entsprechende  und  kommen  auf 


Weise  zu  einer  zweiten  Ecke  A^  von  P0'.  Dann  durchlaufen  wir 
wiederum  die  in  Ag  einmündende  Seite,  dann  ihre  entsprechende,  ko  To- 
men so  zu  einer  dritten  Ecke  A3  von  P0'  und  fahren  so  fort,  bis  ^vwir 
zu  der  Ausgangsecke  A^  zurückgekehrt  sind,  was  offenbar  nach  ei  un- 
endlichen Anzahl  von  Wiederholungen  des  angegebenen  Vorganges  ein- 
treten muss.     Die  so  der  Reihe  nach  berührten  Ecken 

A(1)    A(1)    A(1)    ... 

fassen  wir  in  einen  Cyklus  zusammen. 

Wir  sehen,  dass  sich  die  Ecken  von  P '  auf  diese  Weise  in  Cykeln 
vertheilen. 

Es  möge  nun  vorausgesetzt  werden,  dass  für  jeden  der 
so  gewonnenen  Cykeln  die  Summe  der  Winkel  von  P0'  ein 
aliquoter  Theil  von  2it  sei. 

Dann  bilden  die  Substitutionen  £x,   welche  die  Seiten  %x  von  P0' 

in  ihre  entsprechenden  r  '  verwandeln,  mit  ihren  inversen  2T~X  die 
Basis  einer  Gruppe  &7  für  welche  P0'  die  Rolle  des  Fundamental- 
bereiches spielt,  und  diese  Gruppe  0'  ist  eine  Untergruppe  von  d, 
also  selbst  wieder  eine  Fuchs'sche  Gruppe. 

Denken  wir  uns  den  Bereich  P0'  ausgeschnitten  und  derart  deformirt, 
dass  jede  Seite  rx  mit  ihrer  entsprechenden  r  '  so  zusammenfallt,  dass 
correspondirende  Punkte  zur  Deckung  gelangen,  so  vereinigen  sich  die 
in  einen  Cyklus  zusammengefassten  Ecken  von  P0'  in  einem  Punkte. 
Die  so  entstehende  geschlossene  Fläche  P0'  ist  im  Allgemeinen  von 
höherem  als  einfachem  Zusammenhange,  sei  ihr  Zusammenhang  ein 
(2  p  +  l)-facher. 


1 1 
zu 
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Diese  Fläche  P0'  denken  wir  uns  nun  auf  die  z  -Ebene  in  folgender 
Weise  abgebildet.  Wir  markiren  in  jedem  Punkte  von  P '  denjenigen 
17-Werth,  der  vor  der  Deformation  von  PQ'  durch  den  betreffenden 
Punkt  dargestellt  wurde,  und  bestimmen  nun  die  Gesammtheit  der 
jgr-Werthe,  die  diesen  17-Werthen  vermöge  der  Function 

entsprechen.    Diese  Gesammtheit  bildet  eine  Fläche,  welche  die  z  -Ebene 
offenbar  genau  n-fach  überdeckt  und  die  eine  unzerschnittene  ist,    da 
ja  e  in  correspondirenden  Punkten  der  Seiten  rx,  rx'  von  PQ'  denselben 
Werth  annimmt.     Diese  n- blättrige  Fläche   T'  ist  als   eindeutig   con- 
fbrme  Abbildung  von  P0'  eine  (2q  -f-  l)-fach  zusammenhängende  und 
^besitzt  nur  die  Punkte  ax,  a2,  •  •  •  aa  ,  v  die  den  Ecken  der  Bereiche  (6), 
aus  denen  sich  P0'  zusammensetzt,  entsprechen,  zu  Windungspunkten. 
Denken   wir   uns   nun   eine   Function  Z'  von   #,   die   auf  dieser 
*a- blättrigen  Fläche  T  eine  eindeutige  Function  des  Ortes  ist  und  jeden 
"Werth  nur  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen  annimmt,  so  ist  diese 
Function  eine  algebraische  Function  von  z  und  eine  eindeutige  Func- 
tion von  r\ 

Z'  =  F'  (,) . 

Diese  Function  bleibt  offenbar  bei  den  Substitutionen  der  Gruppe  & 
umgeändert,  ist  also  eine  zu  dieser  Untergruppe  von  fr  gehörige 
Fuchs'sche  Function,  und  zwar  eine  solche  Function  vom  Geschlechte  q. 
Die  Gruppe  &  ist  eine  Untergruppe  mit  endlichem  Quotienten 
^on  fr;  wir  haben  nämlich  offenbar 

xind  die  Ausdrücke 

Zx'  =  F'(Tx'ri)         («-o,i,... —i) 

stellen    die   sämmtlichen   Zweige    der   algebraischen   Function   Z'  von 
17  dar. 

Wir  kommen  also,  sowohl  wenn  wir  von  einer  algebraischen  Func- 
tion von  Zj  die  in  r\  eindeutig  ist,  ausgehen,  als  auch  wenn  wir  eine 
endliche  Anzahl  der  Bereiche  der  durch  die  Gruppe  fr  bestimmten  Thei- 
lung  zu  einem  neuen  Bereiche  P0  zusammenfassen,  zu  Untergruppen  mit 
endlichem  Quotienten  von  fr,  und  zwar  können  wir  offenbar  auf  beide 
Arten  zu  jeder  beliebigen  solchen  Untergruppe  gelangen. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  für  uns  ist  der  Fall,  wo  die  Unter- 
gruppe mit  endlichem  Quotienten  selbst  wieder  eine  Fuchs'sche  Gruppe 
von  derselben  Beschaffenheit  wie  fr,  d.  h.  also  eine  Fuchs 'sehe  Gruppe 
vom  Geschlechte  Null  ist. 
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Um  zu  einer  solchen  Untergruppe  &'  zu  gelangen,   hat  man  die 
Bereiche  (6)  nur  so  zu  wählen  und  die  Zuordnung  der  frei  gebliebenen 
Seiten   in  entsprechende  Paare  nur  so   einzurichten,   dass  der  Bereich 
P0'  in  Bezug  auf  die  Vertheilung  seiner  Ecken  in  Cykeln  die  für  den 
Bereich   jß0   vorausgesetzte   Beschaffenheit   besitzt.     Bedeutet   dann  Z' 
eine  zu  der  Gruppe  &  gehörige  Fuchs'sche  Function,  welche  inner- 
halb  des  Fundamentalbereiches  P0'  jeden  Werth  nur  ein  einziges  Mal 
annimint,  so  lässt  sich  jede  zur  Gruppe  &  gehörige  Fuchs'sche  Func-      — 
tion  rational  durch  Z'  darstellen. 

Nun  ist  offenbar 

z = m 

eine   eindeutige  Function  von  17,   die   bei  den  Substitutionen  von   Ä"       ' 

ungeändert  bleibt,  denn  z  bleibt  ja  bei  allen  Substitutionen  von  #  uxx - 

geändert,  und  &  ist  in  %  als  Untergruppe  enthalten.     Ferner  nimm 1 

z  innerhalb  eines  jeden  der  Bereiche  (6)  jeden  Werth  nur  einmal 
also  erhält  z  innerhalb  P0'  jeden  Werth  genau  n  Male,  wenn  n 
Anzahl  der  Bereiche  (6)  angiebt.  Es  ist  also  z  eine  zur  Gruppe 
gehörige  Fuchs'sche  Function  und  folglich  eine  rationale  Function 

(7)  *-«W 

von  Z \ 

Da  zu  jedem  Werthe  von  z  genau  n  Werthe  von  17  innerhalb 
gehören  und  da  Zf  innerhalb  P0'  jeden  Werth  nur  ein  einziges 
annimmt,   gehören  zu  jedem  Werthe  von  z  genau  n  im  Allgemeii»^^21 
von   einander   verschiedene   Werthe    von   Z',    die   nur   für   diejenigg'^^11 
z -Werthe,   welche  Ecken  der  Bereiche  (6)  entsprechen,   d.  h.  für  die 
Punkte 

*  =  «i,  a*>  '"  «*+i 

theilweise  zusammenfallen  können. 

D.h.:  Die  Gleichung  (7)  stellt  eine  algebraische  Gleichu 
»-ten  Grades  für  Z'  als  Function  von  z  dar,  und   die  Coe 
cienten    dieser    Gleichung    sind    lineare    Functionen    von 
Diese  Gleichung  ist  also  vom  Bange  Null. 

Wenn  Z'  eine  Fuchs'sche  Function  bedeutet,  die  zu  einer  Unfc^ 
gruppe  mit  endlichem  Quotienten  &  von  &  gehört,  die  ebenfalls  e 
Fuchs'sche  Gruppe  vom  Geschlechte  Null  ist,  und  wenn  Z'  innerh^ 
des   Fundamentalbereiches  P0'  von  &  jeden  Werth   nur  ein   einzi 
Mal  annimmt,  so  sagen  wir,  die  Fuchs'sche  Function  Zr  gehe  ans  d 
Fuchs'schen    Function   z    durch    eine    rationale    Transformati 
und  zwar  durch  eine  solche  Transformation  vom  n-ten  Grade  herv 
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in  P0'  durch  Vereinigung  von  n  Bereichen  der  der  Gruppe  fr  ent- 
echenden  Theüung  des  Einheitskreises  entstanden  ist. 
Wenn  man  die  Bereiche  (6)  kennt,  so  hat  es  keine  Schwierigkeit 
Riemann'sche  Fläche  anzugeben,  die  die  Verzweigung  der  alge- 
ischen  Function  Zf  von  z  darstellt.  Wir  werden  dies  im  folgenden 
ritel  an  einigen  Beispielen  erläutern. 


.    Ausgezeichnete  Untergruppen.    Beziehungen  zur  Galois'schen 
Theorie  der  algebraischen  Gleichungen. 

Indem  wir  auf  die  Bezeichnungen  der  Nr.  329  zurückgreifen,  wollen 
zunächst  kurz  den  Fall  betrachten,   wo  die  Untergruppe  ®,   die 

der  algebraischen  Function  Z  von  z  gehört,  in  der  Gruppe  fr  als 

»gezeichnete  Untergruppe  enthalten  ist. 
In  diesem  Falle  ist  @  mit  jeder  Substitution  von  fr  vertauschbar, 

1  folglich 


Die  sämmtlichen  Zweige 

Zo>  Zi>'-  Zn-1 

algebraischen  Function  Z  von  z  sind  also  Fuchs 'sehe  Functionen  von 
lie  bei  den  Substitutionen  derselben  Gruppe  &  ungeändert  bleiben, 
.  hieraus  folgt  (Nr.  323,  S.  241),  dass  diese  sämmtlichen  Zweige 
ch  einen  derselben  und  durch  z  rational  mit  constanten  Coeffi- 
Lten  dargestellt  werden  können.  Die  Gleichung  (3)  der  Nr.  329 
259),  welche  die  algebraische  Function  Z  von  z  definirt,  ist  dem- 
hi  im  Sinne  der  von  Kronecker  eingeführten  Terminologie  eine 
.ois'sche. 
Aus  diesen  Bemerkungen  können  wir  in  dem  allgemeinen  Falle, 
die  Gruppe  &  keine  ausgezeichnete  Untergruppe  von  fr  ist,  einige 
bitige  Folgerungen  ziehen.  Betrachten  wir  nämlich  die  mit  &  inner- 
>  fr  gleichberechtigten  Untergruppen 

sei  8  eine   beliebige  Substitution  von  fr.    Dann  ist  S  entweder 

S   enthalten,   oder   es  wird   der   Zweig   ZQ    unserer    algebraischen 

iction  Z  von  z  durch  Anwendung  von  S  auf  rj  in  einen  anderen 

jig,  etwa  Z.}  dieser  Function  übergeführt.     Im  letzteren  Falle  ist 

Gruppe 
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diejenige,  deren  Substitutionen  den  Zweig  Z.  ungeändert  lassen,  d.  h. 
nichts  anderes  wie  0..  Wenn  wir  also  die  Gruppe  0  durch  irgend 
eine  Substitution  von  fr  transformiren,  so  erhalten  wir  immer  nur  eine 

der  Gruppen 

0  0     0     . .  •  0 

d.  h.  diese    Gruppen   sind   die   sämmtlichen   mit  &  innerhalb» 
fr  gleichberechtigten  Untergruppen. 

Betrachten  wir  nun  die  Gesammtheit  der  Substitutionen,  die  dei 
Gruppen 

gleichzeitig  angehören ,  so  bildet  diese  Gesammtheit  offenbar  ebenfalls»  __ 
eine  Gruppe,  also  eine  Untergruppe  T  von  fr. 

Seien  a0J  ccl,  •  -  •  ccn_1    unbestimmte,    aber    von    z    unabhängij 
Grössen,  dann  ist 

r=aQZ0  +  alZl  +  -..  +  au_lZu_l 

die  zu  der  algebraischen  Gleichung  (3)  gehörige  empfindliche  Fu: 
tion  (Nr.  148,  Bd.  II,  1,  S.  61).  Da  die  Gruppe  T  aus  der  GesamiKz^t- 
heit  derjenigen  Substitutionen  von  fr  besteht,  die  jeden  Zweig  d^r 
algebraischen  Function  Z  von  z  ungeändert   lassen,   stellt   offenbar  T 

genau  diejenige  Gruppe  dar,   bei  deren  Substitutionen  die  Function  V 

von  17  ihren  Werth  nicht  verändert,  d.  h.  V  ist  eine  zu  der  Gruppe  T 
gehörige  Fuchs 'sehe  Function  von  17,  und  da  V  überdies  eine  aL^^«- 
braische  Function  von  z  ist,  so  ist  T  eine  Untergruppe  mit  e 
lichem  Quotienten  von  fr. 

Durch  alle  möglichen  Umläufe,  die  die  Variable  z  in  ihrer  Eb< 
vollzieht,  erfahren  die  Zweige 

ZQ>    Zl>--   Zn-1 

gewisse  Permutationen,  deren  Gesammtheit  die  Galois'sche  Gruppo      ¥ 
der  Gleichung  (3)  constituirt,    wenn   man   als  Rationalitätsbereich   <J*^n 
Bereich  der  rationalen  Functionen  von  z  mit  willkürlichen  constaut^11 
Coefficienten  zu  Grunde  legt.    Durch  Anwendung  dieser  Permutation^n 
in  dem  Ausdrucke  für  V  verwandelt  sich  diese  Function  in  die  sämxxa-*' 
liehen  Zweige    derjenigen   irreductiblen  Gleichung  mit  in  z  ration&l^5rL 
Coefficienten,  der  V  Genüge  leistet,  und  diese  Gleichung  ist  dann  mot*-*"** 
Anderes,  wie  der  in  dem  angegebenen  Rationalitätsbereiche  irreduetit*  ^ 
Factor  der  zu  der  algebraischen  Gleichung  (3)  gehörigen  Galois'scfa^^ 

Resolvente.     Sei 

1  TT      77       ..    77 

ein  System  von  Substitutionen  der  Gruppe  fr,  bei  deren  Anwendu*^^ 


j 
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auf  t\  die  sämmtlichen  Zweige  der  algebraischen  Function  V  von  z 
zum  Vorschein  kommen,  so  ist  also 

4>-T(l,  Di,  Ut,  ...  U,_t), 

und  v  ist  die  Ordnung  der  zur  Gleichung  (3)  gehörigen  Galois'- 
schen  Gruppe  y1  d.  h.  die  Anzahl  der  in  y  enthaltenen  Permutationen, 
die  ihrerseits  eindeutig  den  Substitutionen 

1    U     U     •    •   U 

zugeordnet  sind. 

Da  irgend  eine  Substitution  S  von  &  auf  r\  angewandt  nur  eine 
Permutation  der  Zweige 

Z0>   Zl>    '"  Zn-1 

bewirken  kann,  während  die  Substitutionen  von  T  alle  diese  Zweige 
ungeandert  lassen,  so  verwandelt  sich  jede  Substitution  von  T  durch 
Transformation  mit  S  wieder  in  eine  Substitution,  die  alle  Zweige  der 
Function  Z  von  z  ungeandert  lässt,  d.  h.  wieder  in  eine  Substitution 
von  T;  wir  haben  also 

/S~1TS  =  T, 

d.  h.  T  ist  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  von  &.  Aus  den 
oben  gemachten  Bemerkungen  über  ausgezeichnete  Untergruppen  folgt 
daher  in  Uebereinstimmung  mit  einem  bekannten  Satze  der  Algebra, 
dass  die  Gleichung,  der  V  als  Function  von  z  genügt,  die  Eigenschaft 
besitzt,  dass  jede  ihrer  Wurzeln  durch  eine  derselben  und  durch  z 
rational  ausgedrückt  werden  kann,  d.  h.  dass  diese  Gleichung  eine 
Galois'sche  ist.  Da  ferner  jedes  Zx  als  Function  von  rj  durch  die 
Substitutionen  von  T  nicht  verändert  wird,  ist  auch  jeder  Zweig  der 
algebraischen  Function  Z  von  z  eine  rationale  Function  von  V  und  z 
mit  constanten  Coefficienten. 


Zweites  Kapitel. 

332.  Behandlung  einer  speciellen  Untergruppe  vom  Gesohlechte  NulL 

Sei  die  Gruppe  ft  so  beschaffen,  dass  die  sämmtlichen  Winkel  ihres 
Fundamentalbereiches  RQ  gleich  Null  sind.     Es  ist  also 

und  die  Substitutionen  8  von  fr  befriedigen  demnach  keine  Relation 
(Nr.  308,  S.  188). 

Wir  denken  uns  dann  die  sämmtlichen  Bereiche 

die  den  Fundamentalbereich  i?0  kranzförmig  umgeben,  mit  RQ  zu  einem 
Bereiche  JP^1)  vereinigt.  Diese  Bereiche,  die  aus  JR0  durch  die  Sub- 
stitutionen 

hervorgehen,  sind  sämmtlich  von  einander  verschieden,  und  i^1)  besitzt 
demnach  genau 

(8)  61=6(2ö—l) 

freie  Seitenpaare.    Die  Zuordnung   dieser  2<ft  Seiten  werde   nun  w 
folgt  gemacht. 

Wir  bezeichnen  diejenige  Seite  des  Bereiches 

die  der  Seite  t  beziehungsweise  t!  von  RQ  entspricht,  mit 

^ix)  beziehungsweise  ^*x)         ('— i,t,    -a)y 
dann  bilden  die  Seiten 

die  Begrenzung  von  P^\  während  längs  der  Seite  r°  der  Berei 
mit  jB0  zusammenstösst.     Es  mögen  dann  die  Seitenpaare 


einander  zugeordnet  werden. 


An)  A-x) 
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Die   Substitutionen,   welche   diese  Seitenpaare   in   einander  über- 
Irren,  lauten  der  Reihe  nach: 


» 


fc 


S*>     SKS1  SX>~'S*S0-1SX>     SXS0SX> 

1Sx>    ^^-l5«»--'5«^!5«?  

widmen  wir  dieselben  in  dieser  Reihenfolge  durch 

constituiren  diese  Substitutionen  mit  ihren  inversen  die  Basis  einer 
•'Utergruppe  ©(1),  für  welche  J*1}  als  Fundamentalbereich  fungirt. 

Vermöge  der  angegebenen  Art  der  gegenseitigen  Zuordnung  der 
leiten  von  J*1*  hat  der  Bereich  1*1)  genau  dieselbe  Structur  wie  der 
^undamentalbereich   JB0    der    ursprünglichen    Gruppe   #.     Die   Unter- 
gruppe &  J  ist  also  eine  Untergruppe  mit  endlichem  Quotienten  und 
vom  Geschlechte  Null. 

Jede  Substitution  S  von  &  lasst  sich  in  die  Form  setzen 

(9)  S— fiP^1, 

wo  x  eine  bestimmte  der  Zahlen 

0,  1,2,...^,        fi0-l, 

und  S*1}  eine  Substitution  von  @{1)  bedeutet.    Um  diese  Darstellung  für 
die  Substitution  S  von  ft  zu  erhalten,  kann  man  wie  folgt  verfahren. 
Sei  die  Substitution  S  durch  die  Elemente  der  Basis 

(10)  Sm9  iST-1        o—i.i,... o) 
von  &  ausgedrückt, 

(ii)  s  -  s**;sf « . . .  a(v 

wo  xi;  x,,"'X    Zahlen  aus  der  Reihe 

1,  2,  ...  6 

bedeuten,  von  denen  niemals  zwei  auf  einanderfolgende  übereinstimmen, 
wahrend  die 
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positive  oder  negative  ganze  Zahlen  sind.  Wir  nennen  dann  die  An- 
zahl der  Substitutionen  der  Basis  von  fr}  die  in  dem  Ausdrucke  von 
S  auftreten,  den  Index  oder  das  Gewicht  von  S  in  Bezug  auf  die 
Gruppe  fr  und  setzen 

^l"     =  IndÄS. 


Seien  Sa,  Sfi  zwei  Substitutionen  der  Basis  (10)  von  fr7  wo  a,  ß 
irgend  zwei  Zahlen  der  Reihe 

t  1;  ^n  2,  •  •  •  2n  6 
bedeuten  und  für  negative  Werthe  von  a,  ß 

zu  nehmen  ist,  dann  lässt  sich  die  componirte  Substitution 

SaS* 

in  die  Form  setzen: 


»— i 


(12)  am8,~8mat8m-8;*. 

ebenso  ist  für  eine  aus  drei  Substitutionen  der  Basis  (10)  componirte 

Substitution 

(13)  SSß  =S  S.S  •  ßT1«  AT1 .  8 

u.  s.  w.  Sowohl  in  (12)  als  auch  in  (13)  steht  auf  der  rechten  Seite 
eine  Substitution  von  6>  angewandt  hinter  einer  Substitution  der 
Basis  (10). 

Verfahren  wir  auf  diese  Weise  mit  den  Substitutionen,  welche 
die  rechte  Seite  der  Gleichung  (11)  bilden,  so  erhalten  wir  S  in  der 
Form 

(u)  s  -  (^)\  (fljy*  •  •  •  $;>/', .  sf  \ 

wo  ll7  lt ,  •  •  •  lv  Zahlen  der  Reihe 

1,2,  -.6, 

und  ht  ,  h,)-'-hl     positive    oder    negative    ganze   Zahlen    bedeuten, 

während  x  eine  bestimmte  der  Zahlen 

0,  1,  2,  .-•  6 
ist,  und 

gesetzt  wurde.  Ist  also  in  (14)  x  =  0,  so  ist  S  selbst  eine  Substitution 
von  ö(1),  und  die  rechte  Seite  von  (14)  bricht  mit 
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.  Ferner  denken  wir  uns  in  (14)  allemal  zwei  aufeinander  folgende 
p  Substitutionen  (S?*)- l ,  die  einander  zerstören,  weggelassen,  so  dass 
o  in  der  Folge  der  Zahlen 

l\>  h>  '••  K 

nials  zwei  aufeinanderfolgende  identisch  sind. 

Dann  liefert  also  die  Gleichung  (14)  die  gesuchte  Darstellung  von 
lxx  der  Form  (9),  und  wir  können  zugleich  über  die  Zusammensetzung 

Substitution  Sr1'  von  ©(l)  eine  wichtige  Bemerkung  machen. 

Denken  wir  uns  nämlich  irgend  eine  Substitution  &l)  von  ö     in 

Form 

&»  =  figpl  (SPp2  •  •  •  fö>p*  (iui2i  ■  •  •  ,',=1,  2,  •  •  •  ad 

"gestellt  und  zwar  in  der  einfachsten  Weise,  d.  h.  so,  dass  zwei  auf- 
önderf olgende  Substitutionen,  die  sich  zerstören,  bereits  weggelassen 
-*3,  so  werden  wir  die  Summe 

>tzen  und  dieselbe  als  den  Index  oder  das  Gewicht  der  Substitution 
a)  in  Bezug  auf  die  Gruppe  0(1)  bezeichnen. 

Die  Gleichungen  (12),  (13)  zeigen  uns,  dass  wenn  8  auf  die 
ngegebene  Weise  in  die  Form  (9)  gesetzt  wird,  allemal 

15)  Indx  &l)  <  Ind0  8 

ein  muss. 

Für  die  Gruppe  &  ergiebt  sich  die  Darstellung 

16)  #=®(,)(i,  8lt  st,...sa,  -sr1"-^"1,  «T1) 

ls  Product  von  ®(1)  in  den  Quotienten 

17)  <^  =  (i,  slf  st,...sa,  -sr1--.^1,  sr1)- 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Untersuchung  der  zur  Untergruppe  ®(1) 
ehörigen  Fuchs'schen  Functionen. 
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333.    Bestimmung  der  zu  der  betrachteten  Untergruppe  gehörigen 

Biemann'sohen  Fläche. 

Sei 

z  =  f(rl) 
eine  zur  Gruppe  ft  gehörige, 

*,  =  /i  00 

eine  zur  Gruppe  ®(1)  gehörige  Fuchs'sche  Function,  die  innerhalb  des 
Fundamentalbereiches  jß0,  beziehungweise  F^ }  jeden  Werth  nur  ein 
einziges  Mal  annimmt.  Dann  wissen  wir,  daas  z  als  rationale  Function 
von  zx  darstellbar  sein  muss,  und  dass  die  Gleichung,  der  ex  als  Func- 
tion von  z  genügt,  in  zx  vom  Grade  2 6  -f-  1  und  in  z  vom  ersten 
Grade  ist. 

Die  einzigen  Verzweigungspunkte  der  Function  zx  von  z  sind  die 
den  Ecken  von  RQ  entsprechenden  Werthe  al9  a2,  •  •  •  aa  ,  x .  Wir  unter- 
suchen also  das  Verhalten  von  zv  wenn  z  geschlossene  Umlaufe  um 
diese  Punkte  vollzieht. 

Einem  einfachen  positiven  Umlaufe  von  z  um  den  Punkt  ax  ent-  — J- 
spricht  die  Substitution  A%  von  &.  Diese  Substitution  ist  nach  Glei-  — i- 
chung  (2)  der  Nr.  319  (S.  226)  für  x  =  2,  3,  -  - .  6  in  der  Form 

^.— ST1*«    i 

X  X  X — 1 

darstellbar.     Die  Function  zv  oder  genauer  gesprochen  der  Zweig 

dieser  Function,   verwandelt  sich  demnach  durch  einen  einfachen  posi-  — i«si 
tiven  Umlauf  der  Variabein  z  um  ax  in  den  Zweig 

Eine  Wiederholung   dieses  Umlaufes  verwandelt  zxn)  in  den  Zweig 

und  durch  einen  dritten  Umlauf  um  ax  wird  jeTj         in  den  Zweig 

zurückkehren. 
Für  ax  ist 


wir  haben  also  beim  erstmaligen  Umlaufe  um  ax  für  den  Zweig  *[0) 


c 
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beim  zweiten  Umlaufe 

/i(srifirii)-/i(sr1Vsr1"si'»)-«f)» 

während  der  dritte  Umlauf  wieder  den  Ausgangszweig 

liefert.    Der  Zweig 

verwandelt  sich  bei  einmaligem  Umlaufe  von  z  um  at  in 

und  ein  nochmaliger  Umlauf  um  at  führt  je£~x)  jn 


zurück. 


Für  «   ,  f  ist 


<x  +1  12  a  O' 


also  verwandelt  ein  einmaliger  Umlauf  um   diesen  Punkt  den  Zweig 
J»  in 

/;(M=*i"' 

und  den  Zweig  £(x)  für  x  =  1,  2,  3,  •  •  •  6  in 

Hin  abermaliger  Umlauf  um  a fl+1  wird  dann  £(~x)  in 

/i  (O.*) = /",  (sr1^1  •  *„*) = 4X) 

überführen,  so  dass  also  e®  nach  einem  dreimaligen  Umlaufe  um  aa  ,  t 
2u  seinem  Ausgangswerthe  zurückkehrt. 

Die  Zweige  ^x)  und  £(~x)  bleiben,  da 

ist,  falls  i  von  1,  x,  x  +  1,  ö  -f-  1  verschieden  genommen  wird,   un- 
^geandert,  wenn  £  einen  Umlauf  um  einen  der  Punkte  a.  vollzieht. 
Bezeichnen  wir  also  kurz  durch  +  x  den  Zweig 

^o  wird  das  Verhalten  der  algebraischen  Function  g    von  z  durch  das 
folgende  Schema  dargestellt: 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    II,  2.  18 
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(18) 


(*  =  «,:  (0,  -1,  +1),  (2,  -2),  (3,  -3),- (6,  -ff); 
z  =  ay:  (0,  x,  x — 1)  (*=*,  3,  •   •»)  5 

s  =  «fl+1:  (0,  ff, -ff),  (1,-1),  (2, -2),..- [ff -1,- (ff -1)]. 


Die  über  der  r-Ebene  auszubreitende  (2tf -f-  l)-blättrige  Rieinann- 
sche  Fläche  T1,  welche  die  Verzweigung  der  Function  z  von  z  dar- 
stellt, wird  demnach  in  folgender  Weise  zu  construiren  sein. 

Wir  legen  durch  die  Punkte 

ai>  at>"ao>  aa+i 

einen  alle  (2tf  +  1)  Blätter  (die  wir  den  durch  dieselben  repräsentirten 
Zweigen  z{fx)  entsprechend  durch  die  Zahlen 

0,  +1,  ±2,  •■■  ±* 

bezeichnen    wollen)    durchdringenden   Verzweiguugschnitt    und    heften 

für 

x  =  1,  2,  •    •  a 

längs  des  Stückes  (ax,  ay  ,  x)  das  rechte  (negative)  Ufer  des  Schnittes 
im  Blatte  0  an  das  linke  (positive)  Ufer  im  Blatte  —  x,  das  rechte 
Ufer  im  Blatte  —  x  an  das  linke  im  Blatte  x}  das  rechte  Ufer  im 
Blatte  x  an  das  linke  im  Blatte  0,  ferner  wenn  i  eine  von  x  verschie- 
dene Zahl  der  Reihe 

1,  2,    ..  6 

bedeutet,  das  rechte  Ufer  des  Schnittes  im  Blatte  i  an  das  linke  im 
Blatte  —  i  und  das  rechte  Ufer  im  Blatte  —  i  an  das  linke  im 
Blatte  i. 

Ein  positiver  Umlauf  um  a  ist  dann  für  x  =  2,  3,  •  •  •  6  so  zu 
vollziehen,  dass  wir  von  dem  in  einem  bestimmten  Blatte  xx  gelegenen 
2-Werthe  ausgehend  zuerst  bis  an  das  rechte  Ufer  des  zwischen  ax,  <*  ■  t 
gelegenen  Schnittstückes  herangehen,  den  Schnitt  überschreitend  in  ein 
Blatt  x2  gelangen,  in  diesem  bis  an  das  linke  Ufer  des  zwischen  a  _lf(*x 
gelegenen  Schnittstückes  fortschreiten,  den  Schnitt  abermals  über- 
schreitend in  ein  Blatt  x3  gelangen  und  in  diesem  uns  dem  über  dem 
Ausgangspunkte  z  gelegenen  Punkte  annähern.  Beim  positiven  Um- 
laufe um  aa  ,  l  hat  man  dagegen  das  zwischen  (aa9  ao  ,  t)  gelegene 
Schnittstück  längs  seines  linken  Ufers  zu  überschreiten  und  in  dem 
Blatte,  in  welches  man  so  gelangt,  zu  der  über  dem  Ausgangspunkte 
gelegenen  Stelle  hinzugehen. 

Unter  den  Zweigen 

(0)        (1)        (-1)  Jo)      J-o) 
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der  algebraischen  Function  zx  von  z  ist  der  Zweig  z\  dadurch  vor 
allen  übrigen  ausgezeichnet,  dass  sich  derselbe  in  jedem  der  Verzwei- 
gungspunkte 

verzweigt.  Wir  können  darum  diesen  Zweig  zf  als  den  Hauptzweig 
bezeichnen. 


334.     Betrachtung  einer  speoiellen  Untergruppe  im  Fälle  eines 

symmetrischen  Fundamentalbereiches. 

Wenn  die  Gruppe  fr,  von  der  wir  in  dem  vorigen  Beispiele  aus- 
gegangen waren,  eine  symmetrische  ist,  d.h.  wenn  der  Fundamental- 
bereich BQ  durch  die  Diagonale  tQ,  die  die  Ecken  ka  ,  1?  ky  mit  ein- 
ander verbindet,  in  zwei  symmetrische  Hälften  jß0',  JR^  zerlegt  wird, 
so  kann  man  Untergruppen  mit  endlichem  Quotienten  von  fr  angeben, 
«lie  selbst  wieder  symmetrische  Gruppen  sind.  Wir  erhalten  z.  B.  auf 
folgende  Weise  eine  derartige  Untergruppe,  die  ebenso  wie  fr  vom 
Geschlechte  Null  ist. 

Der  Bereich  B0'  ist  von  den  (ff  +  1)  Kreisbogen 

t     t      t         •  •  •  t 

begrenzt,  von  denen  jeder  sowohl  den  vorhergehenden  wie  den  darauf 
folgenden  in  einem  auf  dem  Einheitskreise  der  17  Ebene  gelegenen 
Punkte  berührt.     Sei 


Z 


diejenige  zu  fr  gehörige  Fuchs'sche  Function,  die  die  eindeutig  con- 
"fbrme  Abbildung  von  7i0'  auf  das  lunere  des  Einheitskreises  der 
js-  Ebene  vermittelt.  Dann  entsprechen  also  den  Punkten  der  Begren- 
zung von  R0'  die  Punkte  der  Peripherie  des  Einheitskreises  der  z -Ebene, 
diese  Peripherie  ist  also  die  Linie  ?,  welche  die  singulären  Punkte 

ai>  a2>  •••  ao+i> 

clie  den  Ecken  vou  Jt0'  entsprechen,  untereinander  verbindet. 

Wir  denken  uns  nun  die  Spiegelbilder  des  Bereiches  R^  in  Bezug 
aauf  jede  seiner  a  -f-  1  Seiten  construirt;  seien  diese 

<19)  «o,  «»,•••«„ 

^o  dass  also  9tx  das  Spiegelbild  von  RQ'  in  Bezug  auf  die  Seite  tx  be- 
deutet. Vereinigen  wir  dann  jß0'  mit  den  (tf  -f-  1)  Bereichen  (19),  so 
erhalten  wir  einen  von 
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Öt  +  1  =  6  (tf  +  1) 

Seiten    begrenzten  Bereich  SR1,   der  genau  dieselbe  Beschaffenheit  bfe    .- 
sitzt  wie  RQ'  selbst.     Diesen  Bereich  9t    denken  wir  uns  durch  ein-     ^ 
Function 

ii  =  9>i  (n) 

auf  das  Innere  des  Einheitskreises  einer  £t- Ebene  abgebildet,  dann  Ä^-igt 
diese  Function  offenbar  auch  wieder  eine  Fuchs'sche  von  dereelbe^fe  veQ 
Beschaffenheit  wie  f(rj) ;  wir  behaupten,  dass  die  zu  der  Function  q>t  (***J^  U\ 
gehörige  Gruppe  &l  eine  Untergruppe  mit  endlichem  Quotienten 
fr  ist. 

Bezeichnen  wir   den  Werth,    der  das  Spiegelbild  eines  complex»  :^^ren 
Werthes  a  in  Bezug  auf  den  Einheitskreis  darstellt,  durch 

1 

a  =  — 


OD 


a> 


wo  ä  der  conjugirte  complexe  Werth  von  a  ist,  und  nennen  (wie  in 

der  Nr.  306,   S.  177)   'a  kurz   den   zu   a   harmonischen  Werth,  so 

lautet   die  Gleichung  des  Kreises,   der  die  Seite  tx   des  Bereiches  £0' 

bildet, 

(20)  2  ,',  -  (Xx  +  i,+1)  (,  +  'r,)  +  2  lMlm+l  -  o 

(x=0,l,2,    -a), 

wo  für  x  =  0 

zu  nehmen  ist.  In  der  That  schneidet  der  durch  die  Gleichung  (£?^) 
dargestellte  Kreis  den  Einheitskreis  der  rj -Ebene  in  den  Punlrfc^n 
A.A.,  unter  rechtem  Winkel. 

Bezeichnen    wir    die    projective    Substitution    mit    der    DeterÄ*^*1" 
nante  —  1 


K     ^x+i 

2 

2*x*x+l 

K     *«+ 1 
*x     K+i 

,  *x         *x+l 

mit  2J  ,  so  ist  offenbar 

X  ' 

(21)  Z**^1  (*-ofi,i,...o) 

und  der  Ausdruck 

Vi -'(*.!) 
stellt   das  Spiegelbild  des  Punktes  17  in  Bezug  auf  den  Kreis  ( 
dar.     Wir  können  also  die  Spiegelung  in  Bezug  auf  den  Kreisbo 
tH  mit 
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Vi 

»zeichnen.  In  der  Regel  werden  wir  für  dieselbe  kurz  nur  Zx 
hreiben. 

Bilden  wir  nun  aus  den  6  +  1  Operationen 

}  Basis  eine  Gruppe  fr}  so  sind  die  Operationen  dieser  Gruppe  ein- 
utig  zugeordnet  den  verschiedenen  Bereichen,  die  aus  R0'  durch  immer 
rtgesetzie  Spiegelungen  in  Bezug  auf  die  Seiten  entstehen,  d.  h.  mit 
deren  Worten,  den  Halbbereichen,  in  welche  die  Bereiche 

8tR0  («0,1,»,...»), 

j  aus  Jß0  durch  die  Substitutionen  Sy  der  Gruppe  fr  hervorgehen, 
rch  die  der  Diagonale  tQ  von  RQ  entsprechenden  Diagonalen  zerlegt 
jrden. 

Eine  Operation  der  Gruppe  fr,  die  aus  einer  geraden  Anzahl  von 

»erationen   der  Basis  (22)    zusammengesetzt   ist,   ist   offenbar   nichts 

ieres  wie  eine  projeetive  Substitution  der  Gruppe  fr,  und  umgekehrt 

jede  Substitution  von  fr  als  Composition  einer  geraden  Anzahl  von 

lerationen  der  Reihe  (22)  darstellbar,  denn  wir  haben 

£xU0Ux  \Zx'ri)  =  £kZoV  =  SxV         (x=i,2,...n). 

e  Operationen  von  fr  zerfallen  demnach  in  zwei  Arten;  die  Opera- 
men der  ersten  Art  sind  die  aus  einer  geraden  Anzahl  der  Opera- 
>nen  (22)  componirten  projeetiven  Substitutionen  der  Gruppe  fr,  die 
jerationen  der  zweiten  Art  bestehen  aus  einer  ungeraden  Anzahl 
>n  Operationen  (22).  Wir  bezeichnen  die  letztere  Art  von  Opero- 
nen typisch  durch  27,  während  für  die  erste  Art  die  Bezeichnung  S 
ibehalten  wird. 

Wir  haben  dann  offenbar,   wenn  S  irgend  eine  Operation  erster 
t  bedeutet,  in 


der  eine  Operation  der  ersten  Art,  d.  h.  es  gilt  der  Satz: 

Die  Gruppe  fr  ist  in  der  Gruppe  fr  als  ausgezeichnete 
fcergruppe  enthalten. 

Man  sagt  mit  Herrn  Klein,  die  Gruppe  fr  sei  aus  der  Gruppe  fr 
-la  Erweiterung  mittelst  der  Spiegelung  £Q  '17  hervorgegangen, 
*x   offenbar  kann  jede  Operation  von  fr  in  einer  der  beiden  Formen 

gestellt  werden,  wo  S  eine  Substitution  von  fr  bedeutet. 
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Die  Beziehungen  der  Operationen  der  erweiterten  Gruppe  -9*  zu 

Function 

z  -/■(,) 

lassen   sich   auf  Grund   der  Ergebnisse  der  Nr.  319  (S.  225  ff.)  so 
angeben. 

Für  eine  Operation  erster  Art  S  ist 

*-f{8n), 

dagegen  verwandelt  sich  z  in  seinen  harmonischen  Werth  '#,  weis 
eine  Operation  zweiter  Art  IJ  erleidet,  d.  h.  wir  haben 

'z  =  f{z'v). 

Insbesondere   können   wir   sagen:    wenn  r\  von   einem    Punkte  rj0  - 
Bereiches  RQ'  ausgehend,  die  Seite  tx  überschreitend  nach  dem  PunET^kte 

Z/r, 

des  Bereiches  Rx  geht,  so  bewegt  sich  z  von  dem  Punkte 

h  — /"(flo) 
nach  dem  harmonischen  Punkte 

%   hin,  indem   es  die  Peripherie  l  des  Einheitskreises  in  einem  zwis&ri^ 
den   Stellen  ax,   ax  ,  x   gelegenen  Punkte   überschreitet;   dabei   ist      fir 


des 


x  =  0 


%=ao+l 


zu  nehmen. 

Wenn   wir    uns   also    die   unendlich    vielblättrige   Riemannscie 
Fläche  T  denken,  die  über  der  z- Ebene  ausgebreitet  die  Verzweigung 
der  Function  rj  von  z  darstellt,   und  jedes  Blatt  dieser  Fläche  durch 
den    Einheitskreis  l   in    zwei    Halbblätter   zerlegen,   so    entsprechen 
diese  Halbblätter  den  oben  erwähnten  Halbbereichen  der  Theilung  der 
rr Ebene,    und    dadurch    eindeutig    den    Operationen    der    erweiterten 
Gruppe  #.     Die  Art,  wie    die  Halbblätter  längs  der  einzelnen  Theile 
des  Schnittes  l  in  einander  übergehen,   ist  durch  die  Gruppe  #  voll- 
kommen bestimmt;  da  wir  den  Bereich  RQ'  mit 

zusammen    als    den  Fundamentalbereich  R{)  auffassen,   sind   diejenigen 
beiden  Halbblätter,  die  längs  des  Schnitttheiles 

mit   einander  zusammenhängen,  zu  einem  ganzen  Blatte  der  Fläche  T 

zu  vereinigen. 
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335.     Beziehungen   zwischen   der   ursprünglichen  Gruppe  und   der 

betrachteten  Untergruppe. 

Betrachten  wir  nun  den  durch  Vereinigung  der  Bereiche 

i?0',K0,  »,,...»„ 

es  xitstan  denen  Bereich   SR1.     Die   zu   den  6X  +  1   freien  Seiten  von  9ti 
«^■«hörigen  Spiegelungen  sind  dann,  wie  man  sofort  übersieht 

EkE%Eh'v\  (A,  «=0,1,  *,...*;  Ä#x); 

"X^rir  bezeichnen  dieselben  z.  B.  in  der  Reihenfolge 


<23) 


E  E      E  ,     E  E      2  .  • 

2      1  2»  2      0  2? 


2:  2;      E  %    E  E      E  ,  •  • 

^o^ci  —  1      o>  <i      o  —  2~a> 

2:  27       Z  .    27  E      E  .  •  • 


E'E  E 


durch 


E\  E1.  •  •  •  2? 
und  bilden  aus  den  Operationen 


"i 


X'n 


(x=0,1,V-öi) 


als  Basis  eine  Gruppe  (fr  • 

Diese  Gruppe  ist  dann  offenbar  eine  Untergruppe  der  Gruppe  fl\ 
Wir    können    die   Beziehung   zwischen  &  und  #•    sehr  leicht  angeben. 

Da  die  Operationen  (22)  den  Gleichungen  (21)  Genüge  leisten,  so 
lässt  sich  jede  beliebige  Operation  S  der  Gruppe  #•  auf  eine  Weise  in 
der  Form 

S  =E.  E.  ...  2 

'1      '2  'v 


darstellen,  wo  die 


l\>  h> 


irgendwelche  Zahlen  der  Reihe 

0,  1,  2,  ...  6 

bedeuten  und  niemals  zwei  aufeinanderfolgende  dieser  Zahlen  einander 
gleich  sind.  Wir  nennen  dann  v  den  Index  oder  das  Gewicht  der 
Operation  (24)  in  Bezug  auf  die  Gruppe  &  und  setzen 


i/  =  Ind"   S. 


o 


\ 
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Ebenso  kann  jede  Operation  S1  von  #     nur  auf  eine  Weise  in 
der  Form 

S1  =  2^L  2J1.  •  •  •  U1 

«1       '2  »^ 


dargestellt  werden,  wo  die 


hf  h>  •*•  \ 


Zahlen  der  Reihe 

0,1,2,-..*, 

bedeuten,  von  denen  niemals  zwei  aufeinanderfolgende  einander  gleich 
sind,  da  die  Operationen  27  *  auch  die  Relationen 

KK  =  i 

erfüllen.     Wir  setzen  dann 

vt  =  Ed,  S1 

und  nennen  diese  Zahl  den  Index  oder  das  Gewicht  der  Operation  S1  Ä   «• 

in  Bezug  auf  die  Gruppe  #l. 

Um  nun  eine  beliebige  Operation  von  &  aus  Operationen  von  d1-Ä:  "■* 
und   gewissen   einfachsten    Operationen  von  #■  zusammenzusetzen,  ver — 
fahren  wir   ähnlich  wie   in  der  Nr.  331  (S.  270)  für  die  daselbst  be — 
trachteten  Gruppen. 

Die  aus  zwei  Operationen  der  Basis  (22)  von  #  zusammengesetztere^  .te 
Operation 

2aZßt        (.*,«. 

lässt  sich  in  die  Form  setzen 

(25)  E„2,  =  ZZ»Z„  ■  2  : 

\       /  a      p  a      p      a  a " 

ebenso  ist  eine  aus  drei  Operationen  der  Basis  (22)  componirte  Oper8^rr«:ra 
tion  in  der  Form 

(26)  27  2\27  =  27,27.27     27  27  27  -27  («=M,  fi*Y) 

\       /  u      p      y  a      p      u  a      y      a  a  Tl      ' 

darstellbar,  wenn  y  von  cc  verschieden  ist. 

Auf  diese  Weise  lässt  sich  also  jede  Operation  S  von  #,   die  r         *  ii 
der  Form  (24)  gegeben  ist,  in  der  Gestalt 

(27)  ~S  =  S1-2J>( 

darstellen,    wo   S    eine  Operation  von  fr1   und  27x  entweder  eine  d*-fc*     dei 
Operationen  der  Basis  (22)  oder  die  identische  Operation  1   bedeute*  -*tet 
Aus  den  Gleichungen  (25),  (26)  schliessen  wir,  dass  bei  der  Da^  Oar- 
stellung  (27)  stets 

(m  hri0S>Tndl  sl 

sein  wird. 
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Wir  können  demzufolge  die  Beziehung  zwischen  den  Gruppen  fr 
und  fr1  durch  die  Gleichung 

darstellen,  d.  h.  die  Gruppe  fr1  ist  eine  Untergruppe  mit  dem  end- 
lichen Quotienten 

1    U     Z     •  •  •  2 

von  fr. 

Betrachten  wir  nun  die  in  der  Nr.  334  (S.  276)  definirte  Fuchs'- 
sche  Function 

£i  =  9>i0?)> 

welche  die  eindeutig  conforme  Abbildung  des  Bereiches  SR1  auf  das 
Innere  des  Einheitskreises  der  gj- Ebene  vermittelt.  Die  Gruppe  fr1 
projeetiver  Substitutionen,  bei  deren  Anwendung  die  Function  <px(ri) 
ungeändert  bleibt,  ist  dann  nichts  Anderes  wie  die  Gruppe  derjenigen 
Operationen  der  Gruppe  fr  ,  deren  Index  eine  gerade  Zahl  ist,  ebenso 
wie  fr  aus  den  Operationen  mit  geradzahligem  Index  der  Gruppe  fr 
besteht. 

Also  ist  fr  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  mit  endlichem  Quo- 
tienten von  fr1  und  folglich,  wie  wir  behauptet  hatten,  auch  eine  Unter- 
gruppe mit  endlichem  Quotienten  von  fr. 

Die  Gruppe  fr1  ist  überdies  vom  Geschlechte  Null,  d.  h.  jede 
"bei  fr1  unveränderliche  Fuchs'sche  Function  ist  rational  durch  gt  dar- 
stellbar; also  erscheint  z  als  rationale  Function  von  fi; 

ÜVir  haben  nun  die  durch  diese  Gleichung  definirte  algebraische  Func- 
tion £x  von  z  genauer  zu  charakterisiren. 


-336.     Bestimmung  der  zu  der  betrachteten  Untergruppe  gehörigen 

Riemann'schen  Fläche. 

Die  einzigen  Verzweigungsstellen  der  Function  fx  von  z  sind  offen- 
bar die  Punkte 

«i;  «2>  •••  ao>  ao+i> 

^lie  den  Ecken  von  llQ'  entsprechen.  In  der  durch  den  Querschnitt  ü, 
Oer  längs  der  Peripherie  des  Einheitskreises  von  ax  über  a2  u.  s.  w. 
*~iach  aa  ,  j  hingeführt  ist,  zerschnittenen  z-  Ebene  ist  also  ^  eindeutig 
^Jeterminirt. 
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Geben  wir  für  einen  2-Werth  mit  dem  innerhalb  des  Fundamental 
bereiches  RQ  von  #  gelegenen  17 -Werthe  aus,   und  berechnen  den  ent- 
sprechenden Werth  von 

so  erhalten  wir  einen  wohlbestimmten  Zweig  £*0)  der  Function  £19  dem: 
also    innerhalb    der    durch    l    zerschnittenen    z-  Ebene    eindeutig    ge 
geben  ist. 

Wir  vollziehen  nun  einen  positiven  geschlossenen  Umlauf  um  dei 
Punkt  ax,  indem  wir  zunächst  den  zwischen  ax,  ax , ,  gelegenen  Thei-^^ 
des  Schnittes  l  in  der  Richtung  vom  negativen  nach  dem  positive:^^-^ 
Ufer  hin  (vergl.  die  Fig.  31,  S.  230)  überschreitend  nach  dem  zu  derw:^^ei 
Ausgangswerthe  z  harmonischen  Werthe  ' z  gehen,  dann  den  zwische^^^^^ 
ax  und  ax_1  gelegenen  Theil  von  l  in  der  Richtung  vom  positiven  nae^.j^j 
dem  negativen  Ufer  hin  überschreitend  nach  z  zurückkehren.  D  ^_j)je 
Variable  rj  ist  dann  von  dem  innerhalb  RQ  gelegenen  Werthe  rj  zu  de^^  em 
Werthe 

und  von  diesem  Punkte  weiter  nach 

gegangen.     Demgemäss  hat  sich  also 

•  g[0,  =  9xW 

in  den  Zweig 

verwandelt. 

Ein    abermaliger   positiver  Umlauf  von   z  um  ax  verwandelt  ^^  den 
Zweig  j[x)  in 

w.(S  £     ,11:     ,  n) . 

'  1  V      X       X  —  1       X       x — 1    '/ 

Nun  ist  aber 

22     ,2  2     ,=22     ,2-2     ,2     92     ,-27     ,2     „ 

X        X  —  1        X        X  — 1  X        X — 1        X  X — 1        X — 2        X  — 1  X— 1        X — 1" 

wir  haben  folglich,  da  die  Substitution 

2  2       2-2       2       2 

x     x  — 1      x      ^x— 1      x— 3      x— 1 

der  Gruppe  %•    angehört, 

Wenn    wir   je?    den   Umlauf  um   ax   zum    dritten    Male    vollzi^^ 
lassen,   so  verwandelt  sich  f^*""1*  in 

9>i  (^-.^  •  Z-iZA-rt)  =  9>i  Ol)  — 

d.  h.  wieder  in  den  Ausgangszweig. 
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Dies  gilt  für  alle  Werthe 

x  =  l,  2,...*+l, 

nur  ist  für  x=  1  im  oberen  Index  von  £x  zu  nehmen 

x— 1  =  6+1, 

und  im  untern  Index  der  E 

x  —  1  =  0,         x  —  2  =  tf; 

ferner  ist  zu  beachten,  dass  der  zwischen  ax  und  aa  ,  x  gelegene  Bogen 
lQ  des  Einheitskreises  der  #-Ebene  nicht  als  Querschnitt  fungirt,  dass 
vielmehr  der  Uebergang  von  einem  Punkte  s  zu  seinem  harmonischen 
Werthe  innerhalb  der  zerschnittenen  #-Ebene  so  erfolgen  muss> 
dass  der  Einheitskreis  in  einem  Punkte  von  l0  passirt  wird. 
Wir  haben  also  die  6  -f-  2  Zweige 

C-9i(l)>       *?°  =  *i  (2,3,-1*)»       C-i.*.-.+i) 

der  algebraischen  Function  f  von  #,  und  wenn  wir  dieselben  kurz 
durch  die  als  obere  Indices  fungirenden  Zahlen  bezeichnen,  so  gilt  für 
den  singulären  Punkt  ax  das  Verzweigungsschema 

(0,    X,    X  —   1)  (x=l,2,-a  +  l). 

In  der  That  bleibt  der  Zweig  ^  bei  einem  einfachen  Umlaufe  um  ax 

ungeändert,    wenn   i  von  0,  x,  x  —  1    verschieden    ist,    denn    es    ist 

dann 

E      E      E  E       =  E      E      E      -E      E  2 

i  —  1      *  —  2      x      >?— 1  *  —  1      i  —  2      i  —  1        «  — 1      ;e      i—  1 

.E.    ,E     ,E.    ,-E.    ,E.    ,27.    ,-E.    ,E.    9 

i  —  1      x — 1      t  —  1        t  —  1      i  —  2      t  — 1        t  —  1      i — 2 

Und  folglich 

91(3_i3_233-i'j)  =  ^(^-i^-^)- 

Die  Construction  der  die  Verzweigung  von  gx  darstellenden   Rie- 
Uiann' sehen  Fläche  gestaltet  sich  hiernach  wie  folgt: 

Man  lege  durch  die  (<*  +  2)-fach  gedachte  z- Ebene  den  alle  6  +  2 
-Filätter  (die  wir  entsprechend  den  durch  dieselben  repräsentirten  Zwei- 
en von  £x  durch 

0,  1,  2,    ..  <*+  1 


«zeichnen)  durchdringenden   Schnitt  /,  und  hefte  längs  des  zwischen 
*w       x  und  ax  gelegenen  Stückes  für 

*  =  2,  3,    ..  tf+  1 

*^3rs   rechte  (negative)  Ufer  des  Schnittes  l  im  Blatte  0  an   das  linke 
Cx?ositi ve)  Ufer  im  Blatte  x  —  1 ,  das  rechte  Ufer  im  Blatte  x  —  1  an 


284  XVI.    Das  PoincanTsche  Princip.     Kapitel  2. 

das  linke  im  Blatte  6  -f-  1,   das  rechte  Ufer  im  Blatte  6  +  1  an  das 

linke  im  Blatte  0,  und  wenn  i  eine  von  0,  x  —  1,  6  -f-  1  verschiedene 

der  Zahlen 

0,  1,  2,  ...  <*+  1 

bedeutet,   das   rechte  Ufer   im  Blatte  i   an  das  linke  Ufer  im  selben   x^r«n 

Blatte,  so  dass  also  in  den  Blättern  i  das  zwischen  ax_1  und  a%  ge ^»-e 

legene  Stück  von  T  nicht  als  Verzweigungsschnitt  fungirt. 

In  dieser  Riem an  naschen  Fläche  X1  ist  dann  £x  eine  eindeutigem  ^^  g 
Function  des  Ortes. 

Um  von  der  Natur  der  Fläche  X1  eine  klare  Vorstellung  zu  ge—  ^^gg< 
winnen,  denken  wir  uns  jedes  Blatt  derselben  durch  den  Einheitskreiai^-e 
l  in  zwei  Halbblätter  zerlegt,  die  wir,  jenachdem  sie  das  Innere  odes:^JE»d< 
das  Aeussere  des  Einheitskreises  bilden,  als  das  innere,  beziehungsweise«  i^ii 
äussere  Halbblatt  des  betreffenden  Blattes  von  X1  bezeichnen.  Die  so«  t 
entstehenden  2  6  +  4  Halbblätter  entsprechen  gewissen  Halbbereicher^.c£le 
der  durch  die  Gruppe  fr  bestimmten  Theilung  des  Einheitskreises  de^  JE>  <je 
17- Ebene,  die  wir  in  folgender  Weise  erhalten. 

Wir  spiegeln  den  Bereich 

9l1  =  .R0'  +  3f*0-{-3i1  +  ..-  +  3*<, 

in  Bezug  auf  irgend  eine  seiner  Seiten  r0  und  bezeichnen  die  so  eiiÄ^«: -an- 
stehenden Spiegelbilder  von  SR1,  RQ'  und  SRX  beziehungsweise  mit 

SR1,    B0',    »x  («-0,1,1,.  .-a), 

so  dass  also 

ist.     Der  Bereich 

SR1  +  SR1 

ist   dann    der   Fundamentalbereich    der  Fuchs'schen   Gruppe  fr1,   u^^*1^ 

wenn  wir  diejenigen  Seiten  desselben,  die  Spiegelbilder  von  einand eK 

in  Bezug  auf  die  Seite  r0  von  SR1  sind,  einander  zuordnen,  so  bild 
die  Substitutionen,  durch  welche  zwei  so  zugeordnete  Seiten  in  ei 
ander  transformirt  werden,  mit  ihren  inversen  eine  Basis  von  fr  . 

Offenbar   ist   nun  (SR1  +  SR1)    die   eindeutig   conforme  Abbildu 
der  Riemann'schen  Fläche  X1 ,   wenn  wir  uns  diesen  Bereich 
stetige  Deformation    und  Biegung   so   umgewandelt  denken,   dass 
respondirende    Punkte    je    zweier    einander    zugeordneter    Seiten    z 
Deckung  kommen.     Es  entsprechen  demnach  dem  innern,  beziehu 
weise  äussern  Halbblatte  des  Blattes  0  von  X1  die  Halbbereiche 

B:  und  SR 


^m 


>o> 
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dem  innern  beziehungsweise  äussern  Halbblatte  des  Blattes  (tf  +  1) 
yon  X1  die  Halbbereiche 

SR0  und  R0\ 

während  dem  innern  beziehungsweise  äussern  Halbblatte  des  Blattes  i 
von  I1  die  Halbbereiche 

SR.  und  SR.        (»•=!,*,••  •<*) 
entsprechen. 

Die  auf  die  angegebene  Weise  aus  dem  Bereiche 

tf  +  W 

gebildete  geschlossene  Fläche  ist  aber  auch  die  eindeutig  conforme 
Abbildung  der  £x  -Ebene.  Den  Punkten  der  Begrenzung  von  SR1  ent- 
sprechen die  Punkte  der  Peripherie  des  Einheitskreises  der  £t- Ebene; 

den  Ecken  von  SR    mögen  in  einer  bestimmten  Reihenfolge  die  Punkte 

£i  =  ai>  a*>  •  •  •  %+l 

entsprechen.  Es  sind  dies  dann  diejenigen  Werthe  der  algebraischen 
Function  £x  von  zy  die  in  den  Verzweigungspunkten 

*  =  <*!,  a2>  '••  a„+i 

zum  Vorschein  kommen.  Der  Eintheilung  des  Bereiches  (SR1  +  SR1), 
beziehungsweise  der  aus  demselben  gebildeten  geschlossenen  Fläche  in 
die  Halbbereiche 

jß0',  R0',    SRX,  SRX      (x=o,i,2f...ff), 

tspricht  eine  Eintheilung  der  £x -Ebene  in  Parzellen,  die  sich  schlicht 
öelwn  einander  lagern  und  deren  Begrenzung  von  jenen  £x  Punkten 
ST^l>ildet  wird,  für  welche 

1*1  —  1 


fc-    Diese  Parzellen  sind  nichts  anderes  wie  die  den  einzelnen  Halb- 

»ttern  der  Fläche  %    entsprechenden  Bereiche,   dieselben  geben  also 

ihrer    Anordnung    wieder    eine    getreue    Darstellung    der    Gestalt 

~m  % .    Hieraus  können  wir  einige  für  das  Folgende  wichtige  Schlüsse 

*len. 

Denken  wir  uns  z.  B.  z  auf  das  Innere  des  Einheitskreises  be- 
rankt; wenn  dann  z  einen  Punkt  des  Blattes  0  darstellt,  so  liegt 
^**   entsprechende   17-Werth   in  dem  Bereiche  RQ\     Alle  Punkte   von 
*±~j   auch    die   Punkte    der  Begrenzung,    mit  Ausnahme   der  Ecken, 
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liegen  aber  im  Innern  von  9tl ,  also  liegen  die  entsprechenden  Werthe 
von  £x  (da  f  die  conforme  Abbildung  von  9t  auf  das  Innere  des  Ein- 
heitskreises vermittelt)  innerhalb  des  Einheitskreises.     D.  h.: 

Wenn  z  innerhalb  oder  auf  dem  positiven  Ufer  der  Peri- 
pherie des  Einheitskreises   gelegen  ist,  und  nicht  mit  einem 
der   Verzweigungspunkte   zusammenfällt,    so   sind    die    zuge- 
hörigen Werthe    des    dem    Blatte    0   von    %l    entsprechenden 
Zweiges  gj0)  von  f     dem    absoluten  Betrage    nach   kleiner  wie 
Eins. 

Möge  z.  B.  der  Punkt  a*  dem  Werthe  z  =  at  entsprechen,    und 

mögen  die  Punkte  a* ,  a,1,  •••  aa  +1  auf  der  Peripherie  des  Ein- 
heitskreises der  £x" Ebene  so  aufeinander  folgen,  wie  die  wachsenden 
Zahlen  auf  dem  Zifferblatte  einer  Uhr.     Dann  sind  die  Punkte 

(a)  aiS  ai+i>  <Wi>  •••  <Wi 

die  Ecken  der  dem  innern  Halbblatte  0  entsprechenden  Parzelle  der 
£4- Ebene,  und  die  Begrenzung  dieser  Parzelle  wird  von  Curven  ge- 
bildet, die  ganz  im  Innern  des  Einheitskreises  verlaufen  und  nur 
die  Punkte  (a)  mit  der  Peripherie  dieses  Kreises  gemein  haben.  Von 
den  (ö  +  1)  übrigen  Parzellen,  in  welche  das  Innere  des  Einheits- 
kreises durch  jene  Curven  getheilt  wird,  entspricht  die  eine  dem 
äusseren  Halbblatte  0,  während  die  übrigen  den  äusseren  Halbblättern 
1,  2,  •  •  •  6  entsprechen. 

Wenn  z  ausserhalb  des  Einheitskreises  im  Blatte  6  +  1  gelegen 
ist,  so  befindet  sich  r\  im  Bereiche  jß0'.  Alle  Punkte  dieses  Bereiches, 
auch  die  auf  der  Begrenzung  desselben  gelegenen  Punkte,  mit  Aus- 
nahme der  Ecken,  liegen  innerhalb  des  Bereiches  9t1,  der  die  Abbil- 
dung des  ausserhalb  des  Einheitskreises  gelegenen  Theiles  der  ^-Ebene 
darstellt.  Also  liegen  die  den  Punkten  des  äusseren  Halbblattes  6  +  1 
entsprechenden  ^-Werthe  ganz  ausserhalb  des  Einheitskreises  und  er- 
füllen ein  zusammenhängendes  Gebiet,  welches  von  (ö  -f-  1)  Curven 
begrenzt  wird,  die  selbst  ganz  ausserhalb  des  Einheitskreises  ver- 
laufen und  nur  ihre  Endpunkte,  d.  h.  je  zwei  aufeinanderfolgende  der 
Punkte  (cc)  mit  der  Peripherie  des  Einheitskreises  gemein  haben.  Die 
6  -f-  1  zwischen  diesen  Curven  und  dem  Einheitskreise  gelegenen  Par- 
zellen entsprechen  beziehungsweise  den  inneren  Halbblättern 

1,  2,  ...  tf,  tf+1 
der  Fläche  %l. 

Wir  heben  als  das  für  die  Folge  wichtigste  Resultat  hervor: 
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Wenn  z  im  Innern  oder  auf  dem  positiven  Ufer  des  Ein- 
heitskreises  selbst  verbleibt  und  nicht  mit  einem  der  Ver- 
zweigungspunkte zusammenfällt,  so  sind  die  entsprechenden 
Werthe  des  einen  Zweiges  ^0)  der  algebraischen  Function  %x  dem 
absoluten  Betrage  nach  kleiner  wie  Eins,  während  die  ent- 
sprechenden Werthe  der  übrigen  Zweige  absolute  Beträge 
besitzen,  die  grösser  oder  gleich  Eins  sind. 

Wir  nennen  diesen  Zweig  ^0)  den  Hauptzweig  der  algebraischen 
jAmction  ^  von  z. 


Drittes  KapiteL 

337.    Definition  der  gefundenen  algebraischen  Function  bei 
gebenen  Werthen  ihrer  Verzweigungspunkte. 


Wenn  wir  von  der  Art,  wie  wir  die  algebraische  Function  ^  ' 
z  erhalten  haben,  absehen  und  uns  nur  die  auf  dem  Einheitskieise 
£-Ebene  gelegenen  Punkte 

ai>  a%>  '"  a*+i 

gegeben  denken,  so  können  wir  die  in  der  vorigen  Nummer  (S.  283) 
beschriebene   (<?  +  2) -blättrige   Riemann'sche   Flache   I     über  der 
/-Ebene  aufbauen,  und  dann  auf  Grund  der  Riemann'schen  Exuteni- 
theoreme  schliessen,  dass  es  eine  algebraische  Function  Zx  von  g  geben 
muss,  die  auf  dieser  Flache  eine  eindeutige  Function  des  Ortes  ist 

Die    Riemann'sche   Flache  X1    ist    eine    einfach    zusammen- 
hängende, denn  die  Anzahl  fr  der  einfach  zu  nhlenden  Verzweigung* 

punkte  ist 

tc  =  2(*+l), 

indem  jedes  ag  ein  doppelt   zu  zahlender  Verzweigungspunkt  ist,  die 
Anzahl  n  der  Blatter  ist 

"  =  *  +  2, 

man  hat  also  für  die  Zahl  2p  +  1,  die  die  Ordnung  des  Zusammen- 
hanges der  Flache  bestimmt,  nach  der  Riemann'schen  Formel 

tc  —  2n  =  2p  —  2, 

den  Werth  Eins. 

Wir  können  folglich  die  algebraische  Function  Zx  von  z  so  ein- 
richten, dass  sie  nur  an  einer  Stelle  der  Flache  %  von  der  ersten 
Ordnung  unendlich  wird,  und  behalten  dann  in  Zx  noch  drei  willkür- 
liche Constanten,  indem  nämlich,  wenn  Zx  eine  specielle  so  beschaffene 
Function  bedeutet,  auch 

aZ,  +  ß 
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La-  willkürliche  complexe  Werthe  der  a,  ß,  y  die  gleichen  Eigen- 
schaften besitzt ,  und  umgekehrt  jede  algebraische  Function  von  der 
a  gegebenen  Beschaffenheit  in  dieser  Form,  d.  h.  als  linear  gebrochene 
vinction  von  Zx  dargestellt  werden  kann.  Es  ist  dann  z  eine  ratio- 
»le  Function  von  Zv     Bezeichen  wir  nun  durch 

Zx  =  A{z) 

ie  erwähnte  specielle  Function,  dann  ist  der  conjugirte  complexe 
Verth 

»ine  monogene  Function  von  £,  also  auch  von 

z 

and  besitzt  als  Function  von  'z  aufgefasst  die  analogen  Eigenschaften 
wie  Zx  als  Function  von  z}  indem  ja  die  Verzweigungsstellen 

von   denen  die  Natur  der  algebraischen  Function  A(z)  allein  abhängt, 

beim    Uebergange    von    z   zu    'z    dieselben    bleiben.     Aus    demselben 

Grunde  ist 

A(z), 

ebenfalls  als  Function  von  'z,  eine  in  der  Fläche  X1  eindeutige  Func- 
tion, die  nur  an  einer  Stelle  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  wird; 
wir  erkennen  also,  dass  Zx  als  linear  gebrochene  Function  von  A('z) 
darstellbar  sein  muss. 

Daraus  folgt  (vergl.  die  in  der  Nr.  320,  S.  229,  angewandte  Schluss- 
weise), dass  es  in  der  Zx- Ebene  einen  Kreis  K  giebt,  auf  welchem 
alle  Werthe  der  Function  Zx  liegen,  die  den  Verzweigungspunkten 

der  Flache  %x  entsprechen,  und  dass  z  auf  der  Peripherie  des  Einheits- 
kreises verbleibt,  wenn  Zx  die  Peripherie  von  K  durchläuft. 

Da  wir  durch  eine  lineare  Function  den  Kreis  K  auf  den  Ein- 
heitskreis abbilden  können,  so  folgt,  dass  wir  uns  die  Function  Zx  von 
vornherein  so  gewählt  denken  können,  dass  wenn 

I  zx  |  =  1 

ist,  auch  z  dem  absoluten  Betrage  nach  gleich  Eins  wird.  Die  so  be- 
stimmte Function  Zx  enthält  noch  drei  reale  willkürliche  Constanten, 
indem  der  Ausdruck 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.   II,  2.  19 
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co*> 


nd  zwar  ist,  wie  man  ohne  Schwierigkeit  einsieht, 


«•1-1. 


Nun  haben  wir  aber 

(-i)'+,v-<r#)--8j'"M), 

s  ist  also,   wenn  z  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  wie  Eins  ist, 
29)  ICKI* 


38.     Wiederholte  Anwendung  des  zur  Bildung  der  algebraischen 

Function  angegebenen  Verfahrens. 

Wir  können  nun  dasselbe  Verfahren,  welches  wir  auf  die  Function 

g = m 

ngewandt  haben,  um  zu  der  Function 

Si  =  9>i  0?) 

ii  gelangen,  auch  auf  diese  ebenso  wie  f(rj)  beschaffene  Fuchs'sche 
unction  anwenden.  D.  h.  mit  anderen  Worten,  wir  bilden  die  Spiegel- 
ilder  von  91  in  Bezug  auf  die  sämmtlichen  Seiten  dieses  Bereiches 
nd  vereinigen  dieselben  mit  91    zu  einem  neuen  Bereiche  SR3,  der  von 

.reisbogen  begrenzt  wird  und  dessen  sämmtliche  Winkel  gleich  Null 
nd;  die  conforme  Abbildung  dieses  Bereiches  91  auf  das  Innere  des 
inheitskreises  einer  £2-  Ebene  wird  durch  eine  Function 

fit  — »i(fl) 

srmittelt,  die  zu  einer  symmetrischen  Fuch s'schen  Gruppe  fr2  gehört, 
on  der  Gruppe  fr  ist  evident,  dass  sie  ebenso  aus  fr  hervorgeht,  wie 
1  aus  fr. 

Bilden   wir   nämlich   aus   den  zu   den   Seiten   von  9t1   gehörigen 
piegelungen 

27/ 27^2;/  \        (*,*-<>,  i/»,...alt<*«), 

ie  wir  etwa  in  der  dem  Schema  (23)  (S.  279)  entsprechenden  Reihen - 
>lge  durch 

19* 
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bezeichnen,  als  Basis  einer  Gruppe  #  ,  so  ist  jede  Operation  S  von  # 
nur  auf  eine  Weise  in  der  Form 

S*  =  2?.  if.  •  •  •  2f. 

'1      '2  'r2 

darstellbar,  wo 

hf  S>      *  %  =  °>  *>  2>  * ' '  V>     \  +  V  h  +  V  '  • ' 

ist.     Wir  setzen 

v*  =  Inds  S*> 

dann  ist  #2  diejenige  ausgezeichnete  Untergruppe  von  «&•*,  die  aus  d 
Operationen  mit  geradzahligem  Index,  d.  h.  aus  den  in  #    enthaltene 
projectiven  Substitutionen  von  17  gebildet  wird. 

Jede  Operation   von  <&     ist    nach    den    Ergebnissen   der   Nr.  335 
(S.  280)  in  der  Form 

S1  =  ~S2  •  27,1 

darstellbar,  wo  S    eine  Operation  von  %    und  27x    eine  der  Operation 

der  Basis  von  #     oder  die  identische  Operation  1   bedeutet,   und  w:  ^^ 

haben 

(30)  Ind2  S*  <  Indj  S1 . 

Die  Beziehung   zwischen  der  Gruppe  #    und  der  ursprünglich»  ^m 
Gruppe  #  lasst  sich  hiernach  durch  die  Gleichung 

(3i)         »  =  »\i,  z0\  */,...  ^Oi)(i,z0,^,...2y 

wiedergeben,  d.  h.  jede  Operation  S  von  #  kann  in  der  Form 
(32)  5-5'^  2^ 

- —  o  —  o  « 

dargestellt  werden,  wo  S    eine  Operation  von  &  ,  LK    eine  der  0£^_  p< 
rationen 

und  2     eine  der  Operationen 

bedeutet.      Bei   der   Darstellung   (32)   ist   dann   nach   (30)   und   (£=38) 

(Nr.  335,  S.  280) 

Ind,  S*  £  Ind0  S  —  2, 

d.  h.  also,  Operationen  von  #,  deren  Index  in  Bezug  auf  &  nicht 
ist  wie  2,  müssen  noth wendig  in  dem  Quotienten 
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der  Gruppen  #  und  #"  enthalten  sein. 

Durch  die  Function  f2  ist  £x  und  folglich  auch  z  rational  dar- 
stellbar; die  algebraische  Function  £2  von  £x  ist  eine  eindeutige  Func- 
tion  des  Ortes   in   einer   über  der  ^- Ebene  ausgebreiteten   {pl  +  2)- 

blättrigen  ßie  mann 'sehen  Fläche  X2,  die  mittelst  der  Punkte 

genau  ebenso  gebildet  ist,  wie  X1  mittelst  der  Punkte 

<*!,  »„  •••  «„+!• 

Bezeichnen  wir  wieder  mit  £20)  den  Hauptzweig  der  Function  g2 
von  f  ,  so  ist,  wenn  j  £x  |  kleiner  als  Eins  ist,  nach  (29)  auch 

ICKUJ, 

sofern  wir  die  nur  bis  auf  drei  reale  Constanten  bestimmte  Function  f 
so  einrichten,  dass  sie  mit  £x  gleichzeitig  verschwindet. 
So  fahren  wir  nun  fort,  d.  h.  wir  bilden  aus 

&2  =  9>2  00 

eine  Function 

S3  =  9>s  0») 

in  ähnlicher  Weise  wie  £2  aus  £x  und  £x  aus  z  gebildet  worden  war, 
aus  dieser  eine  Function 

u.  s.  w.,  allgemein  sei 

t  =  Vi  0?) 

die  zu  der  symmetrischen  Fuchs'schen  Gruppe  #  gehörige  Fuchs'sche 
Function,  welche  die  eindeutig  conforme  Abbildung  des  Bereiches  91* 
auf  das  Innere  des  Einheitskreises  der  £x- Ebene  vermittelt.     9t*  geht 

aus  9t(*~~l)  durch  Vereinigung  dieses  Bereiches  mit  seinen  Spiegel- 
bildern in  Bezug  auf  sämmtliche  Seiten  desselben  hervor. 

Die  Spiegelungen  in  Bezug  auf  die  Seiten  von  91*,  deren  Anzahl 
gleich 

*a  +  l-*a-i(*a_i+l) 

ist,  sind  die  in  einer  bestimmten  Reihenfolge  zu  nehmenden 

27*~12^~~127*~~1  '17  (*,  x=0,  l,  2,-   ■ax_li  1**), 

wir  bezeichnen  sie  mit 
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Z.    'i\        (»=o,i,...ff2). 

Die  aus  denselben  als  Basis  gebildete  Gruppe  fr*   enthält   fr*  als  aus- 
gezeichnete Untergruppe,   indem,   wenn  wir  irgend   eine  Substitution 

S*  von  fr1  in  der  Form 

Sx  =  2?  Z1  •  •    2? 
darstellen,  wo 

\>  fi>  '"•  ^=°;  !i  2>  •••  V>         *i  +  V  *t  +  *i>  "• 
ist,  und 

vx  =  Ed2  S1 

setzen,  in  fr   diejenigen  Operationen  von  fr*  enthalten  sind,  deren  Index 
vx  eine  gerade  Zahl  ist. 

Die  Beziehung  zwischen  fr    und  fr  wird,   wie   man   sofort   über- 
sieht, durch  die  Gleichung 

(33)  fr  =  fr*    Qx 
dargestellt,  wo  Qx  durch  das  symbolische  Product 

0  =  (l    2?-1   Z1"1  •  •  •  Z1"1  \  (l    Z*~*   2^~2  •  . •  2?~%  V  •  • 

%"0-f  z0}  zl7  •  ••  2;ff) 

gegeben  ist.    D.  h.  bedeutet  5  irgend  eine  Operation  von  fr,  so  ist  S 
in  der  Form 

(34)  S=S*Tx 

darstellbar,  wo  S    eine  Operation  von  fr1  und  Tx  eine  Operation  von 

Qx  bedeutet. 

Aus  den  Gleichungen  (28)  (Nr.  335,  S.  280),  (31)  und  den  analogen 

Gleichungen  für 

X  =  2,  3,  •  •  • 

folgt,  dass  bei  der  Darstellung  (34)  stets 

(35)  Ind0  S>  Inda  Sl  +  X—  1 

sein  muss,  wenn  S  eine  von  1  verschiedene  Operation  der  Gruppe  fr. 
ist.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Alle  Operationen  der  Gruppe  fr,  deren  Index  in  Bezug 
auf  diese  Gruppe  nicht  grösser  ist  wie  A,  sind  unter  den 
Operationen  von  Qx  enthalten. 

Die  Anzahl  der  Operationen  von  Qx  ist  offenbar  gleich 
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Ni  =  (**-i  +  2)  *i-i  "  il(*.  +  2)  <"o=°> 

x=*0 

und  liefert  zugleich  den  Grad  der  algebraischen  Gleichung  mit  in  z 
linearen  Coefficienten,  der  £x  als  Function  von  z  Genüge  leistet.  Be- 
deutet £^  den  Hauptzweig  der  algebraischen  Function  ix  von  f2__1 ,  so 
ist  ähnlich  wie  für  A  =  l,  wenn  tx_1  dem  absoluten  Betrage  nach 
kleiner  wie  Eins  ist, 


339.     Grenzfunction  des  gefundenen  Algorithmus  algebraischer 
Functionen  bei  Betrachtung  der  Hauptzweige. 

Unter  dem  Hauptzweige  der  algebraischen  Function  £x  von  z 
verstehen  wir  Folgendes.  Wir  nehmen  zunächst  %x  als  Function  von 
£x_x   und   fixiren    den  Hauptzweig   dieser  Function;    dann    setzen  wir 

lierin   für   ix_x   den   Hauptzweig   tx^x   der   Function  tx_x  von  £x_t, 

hierin  für  £2_a  den  Hauptzweig  g^_2  der  Function  £x_2  von  £x__z  u.  s.w. 

ein.     Den  so  bestimmten  Zweig  der  Function  ^  von  z  bezeichnen  wir 

o 
durch  £x  uud  nennen  ihn  den  Hauptzweig. 

Wenn  wir  dann  z  auf  das  Innere  des  Einheitskreises  beschränken, 

so  befindet  sich  zufolge  der  Ungleichung 

ICKM 

auch  gj0'  innerhalb  des  Einheitskreises,  also  gilt  die  Ungleichung 

IC  l<  I  t(0)  I 
und  ebenso  ist  allgemein 

(«)  lJil<lLil<---<l*l» 

wenn  z  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  ist  wie  Eins. 
Hieraus  folgt,  dass  die  Functionenfolge 

sich  einer  bestimmten  endlichen  Grenzfunction 

lim  |  £  |  =  H 
*Wt,  »fern 

bleibt.    Es  ist  nun  auch  sofort  möglich,  die  Beziehung  dieser  Grenz- 
function zu  der  Function  rj  von  z  anzugeben. 
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Die  Operationen  von  Qx  entsprechen  eindeutig  den  verschiedenen 
Halbbereichen  (vgl.  Nr.  334,  S.  277)  der  der  Gruppe  #  entsprechenden 
Theilung  des  Einheitskreises  der  rj- Ebene,  welche  zu  dem  Bereiche  9t 
vereinigt  worden  sind,  indem  nämlich  diese  Halbbereiche  aus  i?0'  durch 
Anwendung  der  Operationen  von  Qx  hervorgehen. 

Wir  wollen  uns  17  so  eingerichtet  denken,  dass  der  Punkt  17  =  0 
im  Innern  des  Bereiches  i?0'  liegt,  und  dass  für  17  =  0  die  Function 
z  =  f(rj)  verschwindet;  überdies  setzen  wir  auch  gleich  fest,  dass  der 
reale  Werth  z  =  b  für  einen  ebenfalls  realen  und  innerhalb  B0'  ge- 
legenen Werth  B  von  v\  zum  Vorschein  kommen  soll.  Diesen  Forde- 
rungen können  wir  stets  Genüge  leisten,  da  wir  17  durch  irgend  eine 
linear  gebrochene  Function 

a*i  4*  ß 

"711,  ai-fiy~l, 

ersetzen  können,  worin  die  Substitution 


CO 


eine  Verschiebung  in  Bezug  auf  den  Einheitskreis  darstellt. 

Denken  wir  uns  dann  um  den  Punkt  17  =  0  als  Mittelpunkt  einen 
Kreis  beschrieben,  der  ganz  innerhalb  des  Bereiches  9t  verlauft,  und 
sei  qx  der  Radius  des  grössten  Kreises,  der  diese  Beschaffenheit  besitzt. 
Dann  ist  also,  wenn  17  auf  der  Begrenzung  von  91    verbleibt, 

und  da  die  Function  ^  für  die  Punkte  der  Begrenzung  von  91  dem 
absoluten  Betrage  nach  gleich  Eins  wird,  so  haben  wir  für  diese  Werthe 
von  17 

(36)  hl^ltiK1^1, 

und  somit  auch 

(36a)  log  |  r,  \  <  log  |gj  <  log  ^ • 

Setzen  wir  nun 

V—P  +  Vf 

so  ist  der  Logarithmus  des  absoluten  Betrages  von  ^  eine  Function 
der  beiden  realen  Variabein  jp,  j,  die  der  partiellen  Differentialglei- 
chung 

(37)  ju-p  +  p-o 

v     J  ?/>*       dq* 

Genüge  leistet  und  innerhalb  des  Bereiches  9t*  mit  Ausschluss  der 
Stelle  17  =  0  eindeutig,  endlich  und  stetig  ist.    Die  Functionen 
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(38)  log!*|-log|£j,        log|Ca|-log 


genügen  folglich  derselben  partiellen  Differentialgleichung  und  sind,  da 
fö*"  nq  =  0  sowohl  z  als  auch  alle  Functionen 

e*"schwinden,  innerhalb  des  ganzen  Bereiches  91  eindeutig,  endlich 
stetig.  Zufolge  der  Ungleichung  (36  a)  ist  keine  der  beiden  Func- 
«n  (38)  auf  der  Begrenzung  von  9t  positiv,  nach  einem  bekannten 
;e  können  folglich  die  Functionen  (38)  auch  im  Innern  von  9t* 
l0x»als  positiv  sein.     D.  h.: 

Die    Ungleichung    (36a)     und     somit    auch    die    Unglei- 
*^Ving  (36)   gilt   für   alle  Werthe    von  rj,   die    im   Innern   des 

^  ^reiches  9t*  liegen. 

Denken  wir  uns  die  Operationen  der  Gruppe  #  nach  der  Grosse 

>r  Indices  oder  Gewichte  angeordnet  und  jedem  der  Halbbereiche,  die 

^*Xs  RQ'  durch   Anwendung   der   Operationen   von  #  hervorgehen,  den 

^üdex   der   betreffenden  Operation  als  sein  Gewicht  beigelegt.     Wenn 

*lann  q  irgend  eine  positive  Zahl  bedeutet,  die  kleiner  ist  als  Eins,  so 

^st  es  offenbar  stets  möglich,  eine  positive  ganze  Zahl  m  so  anzugeben, 

dass  der  Bereich,  der  durch  Vereinigung  aller  Halbbereiche  von  den 

Gewichten 

0,  1,  2,  •••  m 

entsteht,  den  mit  dem  Radius  q  um  den  Punkt  rj  =  0  als  Mittelpunkt 
beschriebenen  Ereis  ganz  in  sich  enthält. 

Bedeutet  nun  q  irgend  eine  positive  Zahl,  die  um  ein  Angebbares 
kleiner  ist  wie  Eins,  so  bestimmen  wir  die  zu  diesem  q  gehörige  ganze 
Zahl  m.  Nach  dem  in  der  Nr.  338  (S.  294)  bewiesenen  Satze  enthält 
dann  der  zur  Gruppe  d"1  gehörige  Quotient  Qm  alle  Operationen  von 
&,  deren  Indices  nicht  grösser  sind  wie  m,  und  folglich  enthält  der 
Bereich  9tm  alle  Halbbereiche  der  ursprünglichen  Theilung,  deren  Ge- 
wichte die  Zahl  m  nicht  übertreffen. 

Wir  haben  demnach  zufolge  der  Ungleichung  (36)  für  Werthe 
von  17,  die  innerhalb  9tm  liegen, 


^IU<7 


und  a  potiori  für  jedes  ganzzahlige  positive  r 

n\£\tm+,\< 


9 
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Lassen  wir  nun  q  gegen  Eins  convergiren,  so  folgt  hieraus 

lim  ISJ  — M, 

d.  h.  der  Grenzwerth  H,  dem  die  Functionenfolge 

zustrebt,  ist  nichts  anderes  wie  der  absolute  Betrag  des  innerhalb  RQ' 
gelegenen  Werthes  17,  der  dem  zum  Ausgangspunkte  genommenen 
jSf-Werthe  entspricht. 

340.     Beweis  für  die  Existenz  der  Grenzfunction. 

Betrachten  wir   nun  die  der  partiellen  Differentialgleichung  (37)       ^ 
genügende  Function 

der  beiden  realen  Variabein  p,  q}   so   ist  nach  (36  a),   wenn  iy  inner-  — - 
halb  9t*  verbleibt, 

(39)  0<ffa<log£, 

und  ferner 

lim  p,  =  1 . 

x 

Die  Ungleichung  (39)  besteht  also  jedenfalls,  wenn 

\v\<9x<9x 

ist,  wo  qx  sich  von  qx  um  ein  Angebbares  unterscheidet.  Hierai 
können  wir  nun  den  Schluss  ziehen,  dass  nicht  nur  die  absolute^^Bezi 
Beträge  der  %x  dem  Grenzwerthe  |  rj  |  zustreben,  sondern  dass  di^mzie 
Grössen  %x  selbst  sich  der  Grenze  r\  nähern. 

Hat  man  nämlich  eine  innerhalb  eines  Kreises  mit  dem  Mifcfa  ->!- 
punkte  jp  =  0,  q  =  0  und  dem  Radius  q  eindeutige,  endliche  ur^=ad 
stetige  Function  w(p,  q),  die  der  partiellen  Differentialgleichung  (3  7) 
Genüge  leistet,  so  liefert  (vergl.  Nr.  21 2,  Bd.  II,  1,  S.323)  der  Ausdru-     ck 

*(P,!)-J(d£*!-Tq<lp)> 

wo  (a,  ß)  irgend  ein  dem  Innern  jenes  Kreises  angehöriges  Werti^Äle- 
paar  bedeutet  und  die  Integration  längs  eines  beliebigen  ebenfiu^*"1^8 
innerhalb  des  gedachten  Kreises  verlaufenden  Weges  zu  erstrecken  Ä^  ^ 
den  Coefficienten  von  i  in  einer  monogenen  Function  der  complei^^*en 
Variabein  rj 
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deren  realer  Theil  gleich  u(p,  q)7  und  die  für 

\n\<Q 

eindeutig  und  allenthalben  regulär  ist.     Also  wird  der  Ausdruck 

^  =  Arg|, 
der  in  der  monogenen  Function  von  r\ 

den  Coefficienten  von  i  bildet,  in  der  Form 


darstellbar   sein   müssen,   wo    (o^,   /J^)   ein  Werthepaar   bedeutet,   für 
welches  Vx  gleich  Null  wird. 

Nun  besitzt  aber  zufolge  der  für  die  Function  £x  von  z  und 
damit  auch  für  die  Functionen  £2  von  £t  u.  s.  w.  getroffenen  Festsetzung 
(Nr.  337,  S.  290)  und  zufolge  der  für  1?  (Nr.  339,  S.  296)  gemachten 
Annahme,  für  den  realen  Werth  rj  =  B,  die  Function  z  von  17  den 
realen  Werth  b  und  die  Function  %x  einen  ebenfalls  realen  Werth. 
Wir  können  folglich  für  jeden  Werth  des  Index  X  den  Ausdruck  Vx 
durch  die  Formel 

(B,0) 

definiren. 

Es  kommt  nun  darauf  an  zu  zeigen,  dass  die  beiden  Grenzwerthe 

(40)  lim^  =  lim^  =  0 

V     J  x     Vi  x     dP 

sind,   denn  dann  folgt  aus  der  eben  gegebenen  Darstellung,  dass  auch 

lim  V2  =  0 

x 

sein  muss,  und  hieraus  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf 

lim  U3  =  0 

x       A 

ohne  Weiteres,  dass  in  der  That 

(41)  lim  t,  =  n 

x 

ist. 
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Wir  wissen,  dass   Ux  der  Ungleichung  (39)  genügt,  wenn 

\v\<9i<9x 

ist.     Weiss   man   allgemein    von   einer   der   partiellen   Differentialglei- 
chung (37)  genügenden  Function  u(j>}  q),   dass  dieselbe  innerhalb  des 
Kreises 
(42)  P+q'-Q* 

eindeutig,  endlich  und  stetig  ist  und  dem  absoluten  Betrage  nach  stets 
kleiner  bleibt  wie  eine  bestimmte  Grösse  Jf,  so  kann  man  auf  folgende 
Weise  für  die  partiellen  Ableitungen 

du       du 

dp }     dq 

dieser  Function  eine  obere  Grenze  angeben. 

Wir   denken   uns  u(pf  q)   innerhalb   des  Kreises   (42)   durch   d 
Poisson'sche  Integral  (vergl.  Nr.  212,  Bd.  II,  1,  S.  324)  dargestellt: 


u 


(p9  q)  =  -L  f-£z£  + 1>     u  (p,  7j)  ds, 


wo    (P)  (l)   einen   auf  der  Peripherie   des  Kreises  (42)  veränderliche 

Punkt,  

ds  =  Vp%  +  q*  arctg  ~ 

das  Bogenelement  des  Kreises  in  diesem  Punkte  bedeutet,  und  wo  di^ 
Integration  über  die  ganze  Kreisperipherie  zu  erstrecken  ist.    Differen- 
tiiren  wir  dann  z.  B.  nach  p  unter  dem  Integralzeichen,  was  jedenfalls 
erlaubt  ist,  wenn 
(43)  p*  +  2*  <  ?  <  <? 

ist,  wo  q  eine  positive  Grosse  bedeutet,  die  um  ein  Angebbares  kleiner 
ist  wie  q,  so  erhalten  wir 


d 
dp 


—  2p  ,  —  2(p-p) 


Qi-(ps+9i)     (p-tf+iq-tfl 


u(p,(/)ds. 


Nun  ist  zufolge  der  Ungleichung  (43) 

q*  —  O*  +  <i)  >q'  —  q1>(q  —  q)\ 

und  ebenso  auch 

(P  -  70*  +  (2 -<?)*  >(?-?)', 

ferner  ist  offenbar 

\-2p-2(p-p)\<6<r, 

wir  finden  demnach,  da 

w(p,  q)\<M 
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sein  sollte,  die  Ungleichung 

du 
dp 


^  1  6 M  J_    r_9\-ztf±t 


2) 


%ds, 


und   da  der  zweite  Factor  auf  der  rechten  Seite  offenbar  den  Werth 
Eins  hat, 


du 


<v 


GM 


(■  -  *)' 


Derselben  Ungleichung  genügt,  wie  man  sofort  übersieht,  auch 


!  cu 
!  r-q 


Wir  haben   demnach   für  die  partiellen  Ableitungen  der  Function 
Ux  die  Ungleichungen 


düx 


^  -     * >\    Öq 


_  v  2 


und  folglich  ist,  da  qx  mit  wachsendem  X  dem  Werthe  Eins  zustrebt, 

,     cüx         .      clll 

lim  - —  =  lim  - ,—  =  0 , 
x     °P  x      C(L  ' 

was  zu  beweisen  war. 

Wir  haben  also  den  wichtigen  Satz: 

Gehen  wir  von  der  zu  der  symmetrischen  Fuchs'schen 
Gruppe  #  gehörigen  Fuchs'schen  Function  z  von  r\  zu  der 
transformirten  Fuchs'schen  Function  £x  über,  dann  durch 
Wiederholung  derselben  Transformation  von  £t  zu  £2  und 
fahren  so  bis  in's  Unbegrenzte  fort;  so  nähern  sich  die  auf 
diese  Weise  gebildeten  Functionen  einer  wohlbestimmten 
Grenzfunction,  und  diese  Grenzfunction  ist  nichts  anderes 
wie  die  unabhängige  Variable  rj. 


Viertes  Kapitel. 

341.     Definition    der  innerhalb  und  ausserhalb  des  Einheitskreises 

existirenden  Grenzfunction. 

Wir  waren  von  der  Function  z  von  y\  ausgegangen,  die  durch 
eine  bestimmte  Gruppe  %  definirt  war,  und  die  also  die  bestimm- 
ten auf  der  Peripherie  des  Einheitskreises  gelegenen  Werthe 

ausliess.  Denken  wir  uns  nun,  es  seien  diese  6  -f*  1  Punkte  a%  irgend- 
wie auf  der  Peripherie  des  Einheitskreises  der  z~  Ebene  in  dieser  Auf- 
einanderfolge gegeben,  dann  können  wir  mit  Hülfe  der  eben  dargelegten 
Methode  die  Existenz  einer  Function  r\  der  unabhängigen  Variabein  e 
nachweisen,  deren  Umkehrung  eine  Fuchs'sche  Function  liefert,  die 
nur  innerhalb  des  Einheitskreises  der  17 -Ebene  existirt  und  die  be- 
liebig vorgeschriebenen  auf  dem  Einheitskreise  gelegenen  Punkte 
ax  (x  =  1,  2,  •  •    6  +  1)  auslässt. 

In  der  That  können  wir,  wie  bereits  in  der  Nr.  337  (S.  288)  ^S 
hervorgehoben  wurde,  aus  z  die  algebraische  Function  £x  von  z  her-  —rar- 
stellen, wenn  nur  die  Lage  der  Punkte  ax  auf  dem  Einheitskreise  ge-  — e- 
geben  ist.     Ebenso  kann  der  ganze  Algorithmus  der  Functionen 

»i;    927    »3? 

in  völlig  bestimmter  Weise  hergestellt  und  auch  immer  der  Hauptzweig     *2S<*g 

lx  einer  jeden  der  successive   auftretenden  Functionen  {^  ausgesondert     ^"■*'*i 
werden. 

Für  die  so  definirten  Hauptzweige  besteht  dann  die  Ungleichung 
(«)  der  Nr.  339  (S.  295),  aus  welcher  für  |  z  |  <  1  die  Existenz  der 
Grenzfunction 

lim  |  Sa  |  =  H 

folgt.     Genau    so  wie   in   der  Nr.  340  (S.  298)   zeigt  man   nun,   dass 

o 

nicht  nur  die  absoluten  Beträge  der  ^ ,  sondern  dass  auch  diese  Grossen  xi^eJ 
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selbst  sich  einer  bestimmten  endlichen  Grenzfunction  nähern;   wir  be- 
zeichnen diese  Grenzfunction  mit 

o        o 
(1)  lim  ^=17; 


dieselbe  ist  dann  nur  für  !  z  |  <  1  definirt. 

Wenn  wir,  statt  das  Innere  des  Einheitskreises  zu  betrachten,  das 
Aeussere  dieses  Kreises  der  Untersuchung  zu  Grunde  legen  wollten,  so 
hätten  wir  för  die  Function  %x  von  z  nicht  £*0),  sondern  £*a+1)  als  den 
Hauptzweig  zu  definiren.    Als  Hauptzweig  der  Function  ix  von  z  wäre 

dann  derjenige  Zweig  lx  anzusehen,  der  aus  dem  Zweige 

der  algebraischen  Function  tx  von  lx_x  entsteht,  wenn  wir  an  die 
Stelle  von  ^x_1  setzen 

hierin  wieder  an  die  Stelle  von  Z>x_2  den  Zweig 

J^-3+l) 

u.  s.  w.  Nach  den  Ergebnissen  der  Nr.  336  (S.  284)  besteht  dann 
für  diese  Zweige  ^  die  fortlaufende  Ungleichung 

iß)        iti>rt-ii>--->i^+,)i>>i 

für  Werthe  von  zy  die  dem  absoluten  Betrage  nach  grösser  sind  wie 
Eins,  und  aus  (ß)  folgt  nun  die  Existenz  einer  bestimmten  endlichen 
Grenzfunction 

Iimi6al-H, 

«ilie  wieder  nach  dem  Verfahren  der  Nr.  340  (S.  298)  auf  die  Existenz 
«iner  Grenzfunction 

<J-fl        fT-fl 

<2)  lim  {a  =  v 

su  schliessen  gestattet,  die  für  |  z  |  >  1  definirt  ist. 

Wir  werden  uns  auf  die  Untersuchung  der  durch  die  Gleichung  (1) 

^efinirten  Function  17  beschränken,  da  für  die  Function  17  im  Wesent- 
lichen dieselben  Betrachtungen  massgebend  sind. 

0 
Die  Function  17  ist  durch  den  Algorithmus  von  algebraischen  Func- 
tionen 
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»1  9   »2  > 

der  unabhängigen  Variabein  z  definirt,  für  Werthe  von  z,  deren  ab- 
soluter Betrag  kleiner  ist  wie  Eins.  Es  handelt  sieh  darum,  diese 
Function  nach  dem  ausserhalb  des  Einheitskreises  der  £- Ebene  gelegenen 
Gebiete  hin  fortzusetzen  und  die  Eigenschaften  der  auf  diese  Weise 
entstehenden  monogenen  Function  rj  von  z  zu  erforschen. 

342.    Einführung  der  co- Operationen  und  Betrachtung  der  aus 

denselben  gebildeten  Gruppen« 

Indem  wir  den  längs  der  Peripherie  l  des  Einheitskreises  der 
£- Ebene  gelegten,  die  Punkte  a17  a%7  •  •■  a  .1  verbindenden  Schnitt 
l  in's  Auge  fassen,  der  durch  das  zwischen  at  und  aa  ,  l  befindliche  Stück 
l0  der  Peripherie  zu  l  ergänzt  wird,  definiren  wir  einen  von  einem  be- 
liebigen Punkte  z  ausgehenden  einfachen  positiven  Umlauf  um  den 
Punkt  ax  als  eine  auf  z  auszuübende  Operation  urx,  wenn  dieser  Um- 
lauf so  ausgeführt  wird,  dass  wir  zuerst  das  zwischen  ax7  ax,1  gelegene 

Stück  von  l  in  der  Richtung  vom  negativen  nach  dem  positiven  Ufer 
hin  und  dann  das  zwischen  o  ,  a  gelegene  Stück  von  l  in  der 
Richtung  vom  positiven  nach  dem  negativen  Ufer  hin  überschreiten. 
Die  Operation  öj^  ist  dann  einfach  ein  Umlauf  um  alf  wobei  dieser 
Punkt  zur  Linken  bleibt,  die  Operation  isa.l  ist  durch  die  Gleichung 

(3)  ^a+1  =  K1Kl--Kl 

definirt,  wo  oj~    dem  im  entgegengesetzten  Sinne  vollzogenen  Umlaufe  ^»^fe 
carx  entspricht,  und  wo  allgemein  durch  das  Symbol  ctTac3.  ein  Umlauft -acjuf 
bezeichnet  wird,  der  demjenigen  äquivalent  ist,  den  wir  erhalten,  wennrs'.Min 
wir  erst  csr    und  dann  tor.  ausführen. 
Aus  den  Operationen 

(5 '«  •    cCT«  •  •  •  •  (ZT    i  - 
1'       2>  a-fl 

als  Basis   bilden  wir  eine  Gruppe  O,  diese  Gruppe  ist  dann  mit  der^£te 
aus  6  +  1  parabolischen  projectiven  Substitutionen 

wo 

!„,.  =  AT  AT    •  •  •  Ä~ 

a-j-l  12  a 

ist,  gebildeten  Gruppe  #  holoedrisch  isomorph. 

Wir  erweitern  nun  die  Gruppe  D,  indem  wir  eine  Operation  ö^ö* 
hinzunehmen,   die  wir  als  den  Uebergang  von  einem  Punkte  m  nachrf^*^1 
seinem   harmonischen  Werthe  'z   definiren,   wobei   der  Uebergang  — A-rt"-Äl 
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einem  Wege  zu  vollziehen  ist,  der  die/  Peripherie  des  Einheitskreises  in 
einem  zwischen  aa.  19  ax  gelegenen  Punkte  überschreitet.  Für  diese 
Operation  ist  offenbar 

(4)  •.*-!, 

und  (ö0  ist  überdies  so  beschaffen,  dass  die  Transformation  einer  be- 
liebigen Operation  0  der  Gruppe  D  mit  ©0,  d.  h. 

°oOG,o 

wieder  eine  Operation  von  D  liefert.  Betrachten  wir  dann  die  Opera- 
tionen 

0,  0o0, 

wo  0  alle  Operationen  von  D  durchläuft,  so  bilden  dieselben  wiederum 
eine  Gruppe  &,  in  welcher  D  als  ausgezeichnete  Untergruppe  ent- 
halten ist. 

Für  die  Gruppe  Sl  können  wir  auf  folgende  Weise  eine  Basis  her- 
stellen. 

Wir  gehen  z.  B.  von  einem  innerhalb  des  Einheitskreises  der 
B-  Ebene  gelegenen  Punkte  z  aus  und  beschreiben  einen  Weg,  der  den 
Schnitt  l  in  einem  zwischen  ax,  ax  ,  t  gelegenen  Punkte  überschreitet 
und  in  dem  zu  z  harmonischen  Werthe  'z  endigt.  Diesen  Uebergang 
bezeichnen  wir  als  eine  auf  z  ausgeübte  Operation  ©x.  Für  dieselbe 
"besteht  dann  offenbar  die  Gleichung 

(5)  ©x2  =  1  (*=i>  2,       "). 

Wenn  wir  dann  von  dem  Punkte  &xz  aus  auf  einem  Wege,  der  den 
Schnitt  l  in  einem  zwischen  a.}  a. ,  t  gelegenen  Punkte  überschreitet,  zu 
dem  Ausgangspunkte  zurückkehren,  so  wird  dies  der  auf  coxz  anzuwen- 
denden Operation 

«.©er, 

X       t       X  " 

also  für  i  =  x  wie  es  sein  muss,  der  Operation 

3 

&    =  o 

X  X 

entsprechen. 

Lassen  wir  nun  z  von  irgend  einem  beliebigen  Punkte  aus  den 
Umlauf 

0*  =  ^x-l   "••  Wl 

vollziehen,  der  die  Punkte  ax ,  a2 ,  •  •  a%  einfach  im  positiven  Sinne 
amschliesst,  so  können  wir  uns  diesen  Weg  so  ausgeführt  denken,  dass 
?  zuerst  nach  seinem  harmonischen  Werthe  geht  und  dann  wieder  in 
(eine   Ausgangslage   zurückkehrt.     Liegt  z   innerhalb   des   Einheits- 

Sohletinger,  Differentialgleichungen.    II,  SJ.  20 
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kreises,  so  ist  also  zunächst  auf  z  die  Operation  cox  und  dann  auf  mxz 
die  Operation 

x     0     x> 

die  dem  Uebergange  längs  eines  den  Schnitt  l  zwischen  ag  .  lf  at  über- 
schreitenden  Weges    entspricht,    auszuüben ;    so    dass    mit    Rücksicht      «^ 
auf  (5) 

°x  =  OxC,0G,xC,x  =  C,xC,0 

gefunden  wird.  Liegt  z  ausserhalb  des  Einheitskreises,  so  ist  zuerst <2#~«t 
die  Operation  o0  und  dann  auf  den  innerhalb  des  Einheitskreises  ge te- 
legenen Punkt  (oQz  die  Operation  cox  anzuwenden,  so  dass  sich  aucLflzfh 
wieder 

vx  x    o 

ergiebt. 

Da  aber  die  Operationen  ox  und  deren  inverse  offenbar  eine  Bas«  .s  eis 
der  Gruppe  O  ausmachen,  so  folgt  hieraus,  dass  die  Operationen 

(6)  *V  ai>  Vlt'Vo 


eine  Basis  der  Gruppe  Ä  bilden.  Ebenso  wie  D  der  Gruppe  4r,  jtjf*  «st 
demnach  £1  der  Gruppe  #  holoedrisch  isomorph,  und  wir  können  jetzt#~2szt, 
indem  wir  die  Index-  oder  Gewichtsbezeichnung  für  die  Operationen  ^»en 
der  Gruppe  Ä  unähnlicher  Weise  einführen  wie  in  der  Nr.  335  (S.  279^2"  *9) 
für  die  Gruppe  #,  sagen: 

Diejenigen  Operationen  vonÄ,  deren  Gewicht  bei  Zugrundelegung  -^=*ng 
der   Basis  (6)    eine   gerade  Zahl   ist,   bilden   die  Gruppe  D,   wir 
zeichnen   sie   typisch  mit   0  und  nennen  sie  Operationen   erster 
dagegen  bezeichnen  wir  die  Operationen  von  &,  deren  Gewicht  eil 
ungerade  Zahl  ist,  mit  o  und  nennen  dieselben  Operationen  zweiter 

Es  ist  dann  stets 


(02  =  z}         oz  =  z , 


sofern  z  als  complexer  Zahlwerth  betrachtet  wird,  dagegen  ist  d^--»er 
Punkt  oz  als  von  dem  Punkte  z  verschieden  anzusehen.  Wir  ye:^r" 
anschaulichen  dies  am  besten,  indem  wir  uns  über  der  mit  dem  Schnit^^W* 
l  versehenen  z-  Ebene  unendlich  viele  mit  dieser  Ebene  congruen-*^1^ 
Blätter  ausgebreitet  denken,  diese  eindeutig  den  Operationen  0  d^^B«' 
Gruppe  D  zuordnen  und,  der  Bedeutung  dieser  Operationen  als  Ui 
laufen  entsprechend,  längs  der  beiden  Ufer  der  Theile  von  l  aneinand 
heften. 

Die  von  diesen  Blättern  gebildete  Fläche  ist  dann  ihrer  Structw 
nach   mit  der  in  der  Nr.  334  (S.  278)  definirten  Fläche  T  identisch 
wir    wollen    dieselbe    demgemäss    auch    hier    mit   T   bezeichnen    ur*J 
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s  jedes  Blatt  von  T  durch  den  Einheitskreis  in  zwei  Halbblätter 
'legt  denken,  ein  inneres  und  ein  äusseres.  Diese  Halbblätter 
^sprechen  dann  eindeutig  den  Operationen  der  Gruppe  &. 

Zufolge  der  in  der  Nr.  336  (S.  283)  festgelegten  Gestalt  der 
e  mann 'sehen  Fläche  %  ,  welche  die  Verzweigung  der  algebraischen 
netion  £x  von  z  versinnlicht,  gehen  die  verschiedenen  Zweige  von  % 

3   dem  Hauptzweige  f*®  in   folgender  Weise   durch  die  Operationen 
a  Sl  hervor. 
Bezeichnen  wir  tf®  als  Function  von  z  durch 

C=/;(*)> 

ist 

nn  ferner  z  einen  im  Innern  des  Einheitskreises  gelegenen  Werth 
leutet,  so  haben  wir 

d  demgemäss 

\f1(z)\<l9  |/i(öx^)|<l  (x=0,l,2,...a). 

rner  ist  offenbar  für  x  =|=  k 

d  folglich 

zeichnen  wir  also  die  Operationen 

G)    fi^ö  (x  =  0,  1,  •••  rr;  x  *x) 

der   durch  das  Schema  (23)  der  Nr.  335  (S.  279)  fixirten  Reihen- 

je  durch 

i        i  i 

0    *        1    >  r/j 

die  aus  diesen  Operationen  als  Basis  gebildete  Gruppe  mit  Ä1,  so 
handelt  sich  g^  durch  Anwendung  einer  Operation  zweiter  Art  von 

in   seinen   harmonischen  Werth    und  bleibt  bei  Anwendung  einer 
►i1  enthaltenen  Operation  erster  Art  ungeändert. 

Die  Beziehung  zwischen  den  Gruppen  &  und  &  ist  dann  genau 
ölbe  wie  die;  welche  zwischen  den  oben  betrachteten  Gruppen  fr  und 
besteht;  wir  haben  also  insbesondere 

Ä  =  ßla,  <o0,  öj, •••  wa). 

20* 
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Bezeichnen  wir   mit  D1    die   aus   den  Operationen   erster  Art  von  Ä1 
gebildete  ausgezeichnete  Untergruppe  von  &  ;  so  bleibt  der  Zweig 

bei  den  Operationen  von  D    ungeändert,  während  der  Zweig 

bei  den  Operationen  der  Gruppe 

(10)  ®ir-i®«0l®«®«-i, 

die  aus  D1  durch  Transformation  mit  der  Operation  cd  cd     j  hervor- 
geht, ungeändert  bleibt. 

343.     Untersuchung  und  neue  Definition  der  betrachteten 

algebraischen  Function« 

Betrachten  wir  nun  die  algebraische  Gleichung  (<?  +  2)-ten  Grades, 
der  ix  als  Function  von  z  Genüge  leistet;  so  hat  dieselbe  nach  den 
Ergebnissen  der  Nr.  337  (S.  290)  die  Form 

(ii)      *t  ß,  m)  =  c+t + (<£+l# + »:+1)  z*1  + . .  • 

ihre  Discriminante  in  Bezug  auf  gx  lautet 

wo  4>x'  die  erste  partielle  Ableitung  von  &t  nach  gj  bedeutet,  ^  (jt.^/) 
ist  also  eine  ganze  rationale  Function  vom  Grade  2  (tf  +  1)  in  z. 
Da  sich  (Nr.  336,  S.  283)  im  Punkte  z  =  am  die 

dp)    u*-D    J*> 

ineinander  verzweigen    und   (vergl.  Nr.  336,  S.  286)   daselbst  den  g  -  ^p- 
meinsamen  Werth 

annehmen,  so  bestehen  die  Gleichungen 

wo  ©j  die  zweite  partielle  Ableitung  von  &1  nach  ^  bedeutet,   un 
z/x  (#)    enthält   demgemäss   den   Factor  (z  —  ax)   zur  zweiten   Potent 
Wir  haben  also 


iE 


343.    Untersuchung  der  algebraischen  Function.  309 

«H-i 
(12)  4(^)  =  o/7(^-ax)2, 

x=l 

vo  c  eine  von  #  unabhängige  Grösse  bedeutet. 

Da  die  Discriminante  einer  algebraischen  Gleichung  in  £2  zufolge 
<3er  ihr  innewohnenden  Invarianteneigenschaft  bei  linearer  Transforma- 
tion dieser  Variabein,  abgesehen  von  einer  Potenz  der  Transfonhations- 
cleterminante,  ungeändert  bleibt,  so  ist  für  jede  der  in  der  Nr.  337 
(S.  288)  definirten  algebraischen  Functionen  Zx  von  z  die  zugehörige 
Discriminante,  abgesehen  von  einem  constanten  Factor,  mit  41  x  (z)  iden- 
tisch, so  dass  also  die  Form  (12)  der  Discriminante  für  die  ganze  Classe 
der  algebraischen  Functionen  Zx  charakteristisch  ist. 

Die  Discriminante  d  (z)  der  allgemeinen  algebraischen  Function  Zx 
ist  eine  homogene  Function  2(tf-f"  l)-ten  Grades  der  Coefficienten 

CxZ  +  Dx  (x=0,  l,2f-..fl  +  a) 

der  Gleichung,  welcher  Zv  als  Function  von  z  Genüge  leistet.  Wenn  wir 
also  4  (z)  nach  Potenzen  von  z  ordnen,  so  erscheint  diese  Discriminante 
als  ganze  Function  2(<*  +  l)-ten  Grades  von  z}  deren  Coefficienten 
homogen  in  den  2  (tf  -f-  3)  Grössen 

Cx,  Dx         (x=o,i,-(j-fij) 

sind.  Die  Gleichung  (12)  liefert  also,  indem  wir  auf  beiden  Seiten 
derselben  die  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  von  z  miteinander 
vergleichen,  2  6  +  3  Gleichungen,  aus  denen  die  Grössen  C  ,  D  als 
Functionen  der 

ai>  a2>  •■■  a,r+i 

Und  dreier  willkürlicher  Parameter  bestimmt  werden  können.  Unter 
den  Lösungssystemen  dieser  Gleichungen  giebt  es  dann  eines  und  nur 
^ines,  für  welches  die  Gleichung 

g-f-2 
x=0 

^ine    Function  Zx  von  z  definirt,   welche   die   durch   die   Gestalt   der 

l^ie  mann 'sehen  Fläche  X1  festgelegte  Art  der  Verzweigung  besitzt. 
A^Tir  gewinnen  auf  diese  Weise  eine  rein  algebraische  Bestimmung 
^ftir  die  bisher  nur  auf  Grund  der  Riemann'schen  Existenztheoreme 
definirte  Function  Zx  von  z. 

In  der  Umgebung  von  z  =  ax  besitzen  die  Zweige 

JO)       Jx-1)       Jx) 

»1    ;   »i         >   =»i 
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die  gemeinsame  Entwickelang 

L  2 

während  die  übrigen  Zweige  der  algebraischen  Function  £x  von  z  nach 
positiven  ganzen  Potenzen  von  z  —  ax  entwickelbar  sind. 

Wir  wollen  uns  nun  die  Abbildung  der  Riemann'schen  Fläche 
X1  auf  die  Ebene  der  complexen  Variabein  fx  construirt  denken.  Nach 
den  Ergebnissen  der  Nr.  336  (S.  285)  haben  wir  dann  die  %x  -Ebene 
durch  die  der  Peripherie  des  Einheitskreises  der  z-  Ebene  entsprechenden 
Curvenzüge  in  2(<y  +  1)  Parzellen  zerlegt,  die  den  Halbblättern  der 
Fläche  X1  entsprechen  und  zur  einen  Hälfte  innerhalb,  zur  anderen 
Hälfte  ausserhalb  des  Einheitskreises  der  £x-  Ebene  liegen.  Wir  be- 
zeichnen den  dem  inneren  Halbblatte  0  von  %  entsprechenden  Bereich 
von  ^  mit  yx*  derselbe  ist  dann  von  (ö  -f-  1)  ganz  innerhalb  des 
Einheitskreises  verlaufenden  Curven  begrenzt,  die  die  Peripherie  des 
Einheitskreises  in  den  Punkten 

treffen,  und  zwar  schliessen  in  jedem  dieser  Punkte  die  daselbst  zu- 
sammenstehenden Curvenbogen  der  Begrenzung  von  yf  untereinander 

und  mit  der  Peripherie  des  Einheitskreises  den  Winkel  —  ein,  da  sich 

die  entsprechenden  Curvenstücke  der  z- Ebene  in  a   unter  dem  Winkel  % 
schneiden,  und  für  die  sich  in  ax  verzweigenden  Zweige  von  J^  in  der 
Umgebung  von  z  =  ax  die  Entwickelung  (13)  gültig  ist. 
Durch  Anwendung  der  Operationen 

auf  *  verwandelt  sich  der  Bereich  y[0)  in  die  den  äusseren  Halbblättern 

0,  1,  ...  6 
von  X1  entsprechenden  Bereiche  der  ^  -Ebene,  die  wir  mit 

,,(0,0)         (0,1)  (0,o) 

Yi      >  Yx      j  '"  Vi 

bezeichnen  und  die  mit  y^  zusammengenommen  das  ganze  Innere  des 
Einheitskreises  schlicht  und  lückenlos  erfüllen.  Die  Spiegelbilder  der 
6  +  2  Bereiche 

(14)  y«,  y^x)         e-0,1,1,....) 

in  Bezug  auf  den  Einheitskreis  der  gx-  Ebene  entsprechen  dann  dem 
äusseren  und  inneren  Halbblatte  6  +  1  und  den  inneren  Halbblattern 
0,  1,  -  •  •  <?;  diese  bleiben  für  uns  ausser  Betracht. 
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Fassen  wir  die  Gesammtheit  der  einem  der  Bereiche  (14)  an- 
gehörenden ^-Werthe  ins  Auge,  so  können  wir  diese  Gesammtheit  einen 
Halbzweig  der  Function  ^  von  z  nennen;  wir  behalten  für  den  dem 

Bereiche  yf  entsprechenden  Halbzweig  die  Bezeichnung  q0)  bei,  wäh- 
rend die  den  Bereichen  y^,x)  entsprechenden  Halbzweige  mit  gj0' x)  be- 
zeichnet werden  sollen.  Der  Halbzweig  g*0)  besitzt  (Nr.  342,  S.  307) 
die  Eigenschaft,  bei  Anwendung  einer  Operation  erster  Art  der  Gruppe 
ß1  auf  z  ungeändert  zu  bleiben  und  bei  Anwendung  einer  Operation 
zweiter  Art  dieser  Gruppe  in  seinen  harmonischen  Werth  überzugehen. 
Die  analoge  Eigenschaft  kommt  dann  dem  Halbzweige  q  ,x)  in  Bezug 
auf  die  Operationen  der  Gruppe 

Sl    =  co  Sl  co 

X  XX 

ZU. 

Wir  bezeichnen  die  Gesammtheit  der  den  Gruppen 

si1 ,  a0l,  ä,1,  •  •  •  aal 

gemeinsam  angehörenden  Operationen  mit  T  ,  dann  ist  (vergl.  Nr.  331, 
S.  266)  T1  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  mit  endlichem  Quotienten 
Ton  Ä1  und  enthält  offenbar  die  Gesammtheit  aller  Operationen,  die 
den  Gruppen 

D1,  ox_1a}xD1ajxajx_1         (x=i,*,---<7+i) 

gleichzeitig  angehören,  als  ausgezeichnete  Untergruppe  T1  in  sich. 

Bilden  wir  eine  zu  der  Gleichung  (11)  gehörige  empfindliche  Func- 
tion Vl9  so  können  wir  diese  Function  so  einrichten,  dass  sie  bei  den 
in  T1  enthaltenen  Operationen  zweiter  Art  in  ihren  harmonischen  Werth 
"übergeht,  während  sie  bei  den  Operationen  erster  Art  von  T  ungeändert 
Heibt.     Da   dann  jeder   Zweig   der   algebraischen   Function   £x   von  z 

^rational  durch   V    und  z  darstellbar  ist,    so  haben  wir,  wenn  z  einen 
innerhalb  des  Einheitskreises  gelegenen  Werth  bezeichnet, 

4°-*>=.ß<0>*>('71,  'g)         (.-0,1,....), 
"^ro  üj0),  ü*0      rationale  Functionen  andeuten. 
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344.     Der  Algorithmus  algebraischer  Functionen,  und  independente 

Definition  dieser  Functionen. 

Da  der  Hauptzweig  i[0)  der  "algebraischen  Function  £x  durch  die 
Operationen  (9)  der  Nr.  342  (S.  307),  die  ja  eine  Basis  der  Gruppe 
&1  bilden,  in  seinen  harmonischen  Werth  verwandelt  wird,  so  kommt 
diesen  Operationen  in  Bezug  auf  die  £x-  Ebene,  die  wir  uns  durch  einen 

die  Punkte 

„  l   »  *  ^ 

verbindenden,  längs  der  Peripherie  des  Einheitskreises  gelegten  Schnitt 
zerschnitten  denken,  eine  ähnliche  Bedeutung  zu,  wie  den  Operationen  (6) 
der  Nr.  342  (S.  306)  in  Bezug  auf  die  z~  Ebene.  Wir  können  demnach 
aus  den  soeben  für  gt  abgeleiteten  Resultaten  sofort  die  analogen  für  \x 
gültigen  Ergebnisse  erschliessen,  wenn  wir  beachten,  dass  £x  aus  tx_x 
auf  analoge  Weise  gebildet  ist,  wie  £x  aus  z. 

Als  Function  von  ix_x  genügt  £x  einer  algebraischen  Gleichung 
von  der  Form 

(15)  *, &,  *,_,)  -^  (fiX-i  +  V)  </  =  0, 

woselbst 

ist,  und  deren  Discriminante  in  Bezug  auf  lv  abgesehen  von  einem  con- 
stanten  Factor,  durch  das  Quadrat  des  Ausdruckes 

et-»  -  «i_1)  «a-i  -  O  •  •  •  (5,-i  -  <;l1+l) 

gegeben  wird.     Die 

(16)  ai         >    a2         >'"     %_l  +  l 

sind  dabei  nichts  anderes  wie  die  Werthe,  welche  £x       in  den  Punkten 

ai>  a2>  •••  ao+i 

der  z- Ebene  annimmt;  diese  Werthe  (16)  liegen  also  auf  der  Peripherie 
des  Einheitskreises  der  t>x_x- Ebene,  und  wir  wollen  uns  dieselben  stets 
so  geordnet  denken,  dass  dem 

*  x— 1 

der  Werth  z  =  ax  entspricht,  und  dass  die  Punkte  (16)  auf  der  Peri- 
pherie des  Einheitskreises  so  aufeinander  folgen,    wie  die  wachsenden 
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Zahlen  auf  dem  Zifferblatte  einer  Uhr  (vgl.  Nr.  336,  S.  286).  Die 
Art  der  Verzweigung  der  Function  £x  von  £x_t  wird  durch  eine  Rie- 

mann'sche  Fläche  %x  gegeben,  die  über  der  ^—1-Ebene  mit  den  Punk- 
ten (16)  als  Verzweigungsstellen  in  analoger  Weise  aufgebaut  ist,  wie 
X1  über  der  z-  Ebene  mit  den  Verzweigungsstellen 

Die  Gleichung,  der  t>x  als  Function  von  z  Genüge  leistet,  hat  die 
Form 

(17)  •a(Ca^)-^(^+OC/-0» 

x=0 

wo  (vergl.  Nr.  338,  S.  295) 

i— i 

*i  =  («  +  2)  YJ(6X  +  2) 

X=*l 

ist.     Die  Verzweigungspunkte  dieser  Gleichung  sind 

und  zwar  fallen  in  jedem  dieser  Punkte  genau  28 x  einfache  Verzwei- 
gungspunkte zusammen,  wenn 

»=:0      X=0  ' 

gesetzt   wird.     Die  Discriminante   von  (17)   in  Bezug   auf  £x  ist   eine 

ganze  rationale  Function  vom  Grade  2  (Nx  —  1)  in  z,  sie  hat  demnach 

die  Form 

H-i 

(18)  4(ß)  - 'ill ('-•$'* > 

X  =  l 

wo  cx  eine  von  z  unabhängige  Grösse  bedeutet.  Die  Verzweigung  der 
algebraischen   Function  ^  von  z  wird    durch   eine   über   der  z- Ebene 

auszubreitende  Riemann'sche  Fläche  ©*  bestimmt,  die  durch  Super- 
position  der  Flächen 

entstanden  und  ohne  Mühe  herzustellen  ist. 

Denken  wir  uns  die  Discriminante  Jx  der  Gleichung  (17)  gebildet 
~und  nach  Potenzen  von  z  geordnet,  so  sind  die  Coefficienten  der  ein- 
zelnen z-  Potenzen  ganze  rationale  homogene  Functionen  (2NX —  2)ten 
Cfrades  der  2(^+  1)  Grössen 

<19)  c\  d*        (x=o,i,.^). 
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Wenn  wir  dann  in  der  Gleichung  (18)  auf  beiden  Seiten  die  Coeffi- 
cienten  gleich  hoher  Potenzen  von  z  miteinander  vergleichen,  so  er- 
halten wir  2^ —  1  Gleichungen,  aus  denen  wir  die  Grössen  (19)  als 
Functionen  der  al7  a2,  . . .  Q>„ix  und  noch  dreier  willkürlicher  Para- 
meter berechnen  können.  Unter  den  Lösungssystemen  dieser  Gleichungen 
giebt  es  dann  eines  und  nur  eines,  für  welches  die  Gleichung  (17)  eine 
algebraische  Function  von  z  definirt,  die  sich  in  der  durch  die  Eie- 
rn an  n'sche  Fläche  ©  bestimmten  Weise  verzweigt.  Diese  Function 
enthält  also  noch  drei  willkürliche  Constanten.  Bei  der  von  uns  zu 
benützenden  Function  lx  ist  über  diese  drei  Constanten   in  geeigneter 

Weise  verfügt  (vergl.  Nr.  337,  S.  290,  Nr.  340,  S.  299). 

o 
Betrachten  wir  den  Hauptzweig  g^  der  Function  %x  von  z  (vergl Ä^l- 

Nr.  339,  S.  295),  und  seien 


ei 


die  Werthe,    die   dieser  Zweig   in   den  Punkten  aif  a2,  •••  o„»l  demr^ 

z-  Ebene  annimmt,  dann  gilt  in  der  Umgebung  des  Punktes  z  =  «x  fur-C^ui 

o 

gz  eine  Entwicklung  von  der  Form 

1  2 

(20)  A«  +  a«  (m  -  af  +  «« (,  -  «/  +  •  •  • , 


wo  «j    jedenfalls  von  Null  verschieden  ist     Denken  wir  uns  nun  dii-die 

R iem an n'sche  Fläche  ©  ,  welche  die  Verzweigung  der  algebraischer^^  en 
Function  g^  versinnlich t,  auf  die  g^- Ebene  abgebildet,  so  erhalten  wir-Hr, 
entsprechend  den  einzelnen  Halbblättern  dieser  Fläche,  einfach  zusammenr«  an- 
hängende Gebiete,  die  durch  die  der  Peripherie  des  Einheitskreises  dc^^  -Bter 
z-  Ebene  entsprechenden  Curvenzüge  von  einander  getrennt  werden  un^^arnd 

die  gj-Ebene  schlicht  und  lückenlos  erfüllen.     Das  Gebiet  y®\  welche -^ies 

die  Abbildung   des   innerhalb  des  Einheitskreises  befindlichen  TheiW  -Ä3es 

o  ,  

des  dem  Zweige  g^  entsprechenden  Blattes  0  der  Fläche  ©    liefert,  i .«"    ist 

zu  Folge  der  für  die  Function  g^  getroffenen  Festsetzungen  (ver^^— ^gl- 
Nr.  339,  S.  295)   ganz  innerhalb  des  Einheitskreises  der  g^- Ebene  gc^  g* 

2  2  2  ' 

legen,  nur  seine  Ecken  hx ,  A2 ,    •  •  h.x  befinden  sich  auf  der  Per^^en- 

pherie  dieses  Kreises,  während  seine  Seiten  krumme  Linien  sind,  c^  <he 
sich  zufolge  der  in  der  Umgebung  des  Punktes  z  =  ax  gültigen  EÄriSnt- 
wickelung  (20)  in  den  Eckpunkten  unter  dem  Winkel 


n 
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schneiden  und  in  eben  diesen  Eckpunkten  mit  der  Peripherie  des  Ein- 
heitskreises den  Winkel 

(2i)         *+  "+•■•+  "=-(i--y 

'  3  3*  3*  2  v  8*' 

einschließen. 


345.     Untersuchung   der   algebraischen   Functionen   mit  Hülfe   der 

Gruppen  von  co- Operationen. 

Die  Beziehungen  der  Operationen  unserer  Gruppe  Sl  zu  der  Func- 
tion %x  gestalten  sich  nunmehr  zu  Folge  des  zwischen  den  Gruppen  St 

und  #  bestehenden   holoedrischen   Isomorphismus   und   mit  Rücksicht 
auf  die  Ergebnisse  der  Nr.  338  (S.  293)  wie  folgt. 
Betrachten  wir  die  Operationen 

CD.        ©x        (D.  (i,  x=0,l,2,-ajl_1;    t  +  x), 

wo  die  ßJ,-1  aus  den  ra,~~2  in  ähnlicher  Weise  gebildet  sind,  wie  diese 

aus  den  cd.""3  u.  s.  w.,  endlich  die  cd.2  aus  den  co.    in  ähnlicher  Weise, 

wie  diese  letzteren  aus  den  co.  (Nr.  342,  S.  307)  und  setzen  den  Haupt- 

0 
zweig  £2  als  Function  von  z  aufgefasst  gleich 

so  ist,  wenn  wir  uns  z.  B.  z  als  einen  im  Innern  des  Einheitskreises 
gelegenen  Werth  denken, 

x—i    x— i    ;.  — i 


/•>;-'<    «r'*)  =  Vi (*)), 


0 


und  zwar  geht  %v  wenn  auf  z  die  Operation 


x  —  i    a— i    i— i 

CD.         ö  CO. 

i  x  i 


angewandt  wird,  auf  einem  Wege,  der  die  Peripherie  des  Einheitskreises 
zwischen  zwei  bestimmten  der  Punkte 


xx  x 

a\>  a%>  ••*  aax+\i 


xx  •  .  ,° 

etwa  a     und  a  >t  überschreitet,  nach  seinem  harmonischen  Werthe  '%x . 

Dem  entsprechend  setzen  wir 


X  —  1     /  — 1     X  —  1  a 

CD.         (ö  Cö.         =  GJ 


xind  bemerken,  dass  die  Zahl  p  durch  das  Zahlenpaar  i,  x  eindeutig 
bestimmt  ist,  und  dass  verschiedenen  Zahlenpaaren  t,  x  auch  stets  ver- 
schiedene Zahlen  p  entsprechen. 
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Bilden  wir  dann  aus  den  Operationen 

(ö  (0=0,1,2,  •••  al)) 


die  offenbar  der  Gleichung 


(0(0=1 

('       Q 


genügen,  als  Basis  eine  Gruppe  52 ,  so  ist  diese  mit  der  in  der  Nr.  338 
(S.  294)  definirten  Gruppe  &x  holoedrisch  isomorph,  und  die  Gleichung 

(22)  52  =  52*    PA 

drückt  demnach  die  Beziehung  zwischen  den  Gruppen  52  und  52    aus, 
wenn  wir  (vergl.  a.  a.  0.)  unter  Px  das  symbolische  Product 

(23)  P,  =  (1,  «DJ-1,  •  •  •  m1-^)  (1,  ml~9,  •  •  •  *l-*t)  ... (1,  %)  mlt-  ■  «,„) 

verstehen.     Irgend  eine  Operation  m  von  52  ist  demnach  in  der  Form 

x 

Cd  =  (O    '  X 

darstellbar,  wo  o    eine  Operation  von  52    und  x  eine  in  Px  enthaltene 
Operation  bedeutet. 

Uebertragen  wir  die  in  der  Nr.  338  (S.  294)  für  die  daselbst  be- 
trachteten Substitutionen  2J  eingeführte  Indexbezeichnung  auf  die  Ope- 
rationen cd,  so  haben  wir  (vergl.  (35),  a.  a.  0.),  falls  <o  nicht  die  iden- 
tische Operation  ist,  die  Ungleichung 

Ind0  o  >  Indj  a  +  k  —  1 , 

so  dass  also  alle  Operationen  co  von  42,  für  welche 

Ind0  co  ;<  k  —  1 

ist,  nothwendig  in  Px  enthalten  sein  müssen. 

Die  Gruppe  52*  hat  dann  offenbar  die  Eigenschaft,  dass  die  Func- 
tion 

durch  die  in  52    enthaltenen  Operationen  erster  Art  ungeändert  bleibt 

und  durch  die  Operationen  zweiter  Art  von  52*  in  ihren  harmonischen 

Werth  übergeführt  wird,  dagegen  verwandeln  die  Operationen  von  Px 

o 
den  Hauptzweig  ^  in  andere  Zweige  der  Function  £2  von  e. 

Bezeichnen  wir  wieder  ähnlich  wie  für  k  =  1  den  durch  die  Ge- 

sammtheit   der  Punkte  des  Bereiches  yf]  dargestellten  Halbzweig  der 

Function  ix  mit  £x    und  setzen,  wenn 
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;end  eine  Operation  von  Px  bedeutet,   den  durch  Anwendung  dieser 
>eration  auf  z  aus  ^0)  entstehenden  Halbzweig  gleich 

«.(0,*i,x2,  •••xj 

erfüllen  die  Werthe  dieser  Nx  Halbzweige  die  Bereiche 

b  das  Innere  des  Einheitskreises  der  g^- Ebene  schlicht  und  lückenlos 
decken.     Für  u  =  1  ist  natürlich 

Vi  h  —  Vx  • 

>r  Halbzweig 

J0t  xj,  x2,  •  •  •  x^) 

hört  dann  ebenso  zu  der  Gruppe 

ü~1Slxu  =  Hx    v  w 

e  &f  zu  Slx  gehört 

Wir  heben  noch  hervor,  dass  aus  einem  innerhalb  des  Einheits- 
eises gelegenen  Werthe  £2  durch  Anwendung  der  Operationen  von 
t  stets  Werthe  hervorgehen,  die  ebenfalls  im  Innern  des  Einheits- 
eises gelegen  sind.  Der  Uebergang  vom  Innern  nach  dem  Aeussern 
3ses  Kreises  wird  nur  durch  Operationen  von  £1    vermittelt. 

Es  werde  nun  ähnlich  wie  für  X  =  1  die  Gesammtheit  aller  der- 
nigen  Operationen  betrachtet,  die  den  Nx  Gruppen 

a\  six 

9  (Xt ,  Xg  .  •  •  •  Xfl) 

imeinsam  angehören;  diese  Gesammtheit  bildet  eine  ausgezeichnete 
atergruppe  mit  endlichem  Quotienten  von  Ä,  die  wir  mit  Jx  bezeich- 
m,  und  in  welcher  offenbar  die  Gesammtheit  derjenigen  Operationen 
ster  Art,  bei  deren  Anwendung  die  sämmtlichen  Zweige  der  Punc- 
>n  £;i  ungeändert  bleiben,  als  ausgezeichnete  Untergruppe  T*  enthalten 
;.  Bilden  wir  dann  eine  zu  der  Gleichung  (17)  gehörige  empfindliche 
inetion  V  ,  so  kann  diese  so  eingerichtet  werden,  dass  sie  bei  An- 
andung  der  Operationen  zweiter  Art  von  T*  in  ihren  harmonischen 
rerth  übergeht,  während  sie  bei  Anwendung  der  in  Jx  enthaltenen 
perationen  erster  Art  ungeändert  bleibt.  Jeder  Zweig  der  algebrai- 
hen  Function  £2  von  z  ist  dann  rational  durch  F*  und  z  darstellbar; 
ir  haben  also,  wenn  z  einen  innerhalb  des  Einheitskreises  gelegenen 
rerth  bedeutet: 
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und 

/24)  g(0,  Jfj  ,«,,•■  •  X^)    _    2^(0,  Xj  ,  X2,  •  •  •  X^)    /  yX      g 

beziehungsweise 

(24a)  c(0' ** '  *2, ' ' "  ^  =  J^0» *i'  xä» •  •  •  */<)  c j/*   'z) 

jenachdem  fi  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist,  d.  h.  jenachdem 
der  Halbzweig 

einem  innerhalb  beziehungsweise  ausserhalb  des  Einheitskreises  ge- 
legenen Halbblatte  der  Riemann'schen  Flache  ©  entspricht.  Die  Bl 
bedeuten  die  Algorithmen  rationaler  Functionen. 


Fünftes  Kapitel. 

346.     Untersuchung  der  Eigenschaften  der  beiden  Grenzfunctionen. 

Wir  sind  nunmehr  im  Besitze  der  Hülfsmittel,  deren  wir  bedürfen, 

um  in  die  Natur  der  in  der  Nr.  341  (S.  303)  für  Werthe  von  z,   die 

innerhalb  des  Einheitskreises  liegen,  definirten  Grenzfunction 

o  (0.  o 

17  =  lim  ty  =  lim  g, 
i  x 

volle  Einsicht  zu  gewinnen.  Zunächst  ist  klar,  dass  diejenigen  Eigen- 
schaften der  Function  ^,  die  für  jeden  Werth  des  Index  A  bestehen, 

0 
auch  für  die  Grenzfunction  17,  die  aus  17  durch  analytische  Fortsetzung 

hervorgeht,   erhalten    bleiben,   so  dass   also  diese  Grenzfunction  keine 

anderen  Verzweigungsstellen  besitzen  kann,  wie  die  Punkte 

aj>  a%>  •'•  «a+l 

der  z- Ebene.     Wir  haben  für  jeden  z -Werth,  der  innerhalb  des  Ein- 

0 
heitskreises   gelegen   ist,   einen   wohlbestimmten  Werth  17   der   Grenz- 

0 
function  definirt;  die  Gesammtheit  dieser  17  -Werthe  constituirt  demnach 

einen  Halbzweig  der  Grenzfunction,  den  wir  mit  i/0)  bezeichnen  und 
der  sich  durch  Anwendung  der  Operation  ©x  auf  z  in  einen  dem  ausser- 
halb des  Einheitskreises  gelegenen  Gebiete  der  z-  Ebene  entsprechenden 
Halbzweig  rf0y x)  verwandelt.  Dadurch  ist  nun  zunächst  die  Fortsetzung 
der  Grenzfunction  rj  nach  dem  Aeussern  des  Einheitskreises  der  jgr-Ebene 
Tollzogen. 

Ebenso  wie  £^0)  zu  der  Gruppe  &x  gehört,  wird  der  Halbzweig  rf0) 
<ler  Grenzfunction  zu  der  Gruppe 

lim  &  =  & 

gehören.     Ferner  folgt  aus  der  für  |  z  |  <  1  bestehenden  Ungleichung 
<Nr.  339,  S.  295) 

\C\<\^\<-"<\^U 
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dass  für  Werthe  von  z,  die  dem  Innern  des  Einheitskreises  angehören 
auch 

sein   muss,   und  durch  einfache  Grenzbetrachtungen  erhellt,   dass  i/0} 
durch  Anwendung  der  Operationen  von 

Px  =  lim  P, 
x 

auf  z  in  diejenigen  Halbzweige  der  Grenzfunction  17  übergeführt  wird, 
die  innerhalb  des  Einheitskreises  der  17 -Ebene  gelegen  sind  und  dereir^r-n 
Werthevorrath  das  Innere  dieses  Einheitskreises  schlicht  und  lückenlos  «z>s 
erfallt.     Da  nun  (Nr.  345,  S.  316)  aber,  wenn 

Ind0  co  <Lk  —  1 

ist,  die  Operation  co  nothwendig  in  Px  vorkömmt,  so  folgt,  dass  wi»~f  ~^ie 
gross  auch  für  eine  Operation  co  von  £1  der  Werth  von 

Ind0  <o 

sein  mag,  die  ganze  positive  Zahl  A  stets  so  gross  gewählt  werdei^^Jer 
kann,  dass  o  in  allen 

-P^+x  (x=0,l,2,-.) 

enthalten  ist,  wenn  k  grösser  ist  wie  A.  Es  enthält  also  P.  samm^=«=nt- 
liehe  in  Sl  vorkommende  Operationen  und  offenbar  auch  keine  anderer  ^»-en, 
d.  h.  es  ist 

PX  =  Ä, 

und  folglich  gemäss  der  Gleichung  (22)  der  Nr.  345  (S.  316) 

Wir  schli essen  hieraus,  dass  i?(0>  durch  Anwendung  aller  OpeÄi^sra- 
tionen  von  £1  nur  in  solche  Halbzweige  verwandelt  werden  kann,  der— m:  *ren 
Werthevorrath   dem    Innern    des    Einheitskreises    der   17 -Ebene   ang^-fige- 

hört,  d.  h.: 

Die  Grenzfunction  17  hat  die  Eigenschaft,  dass  sie  kei  -£:  ine 
analytische  Portsetzung  nach  dem  ausserhalb  des  Einheir  Jzits- 
kreises  gelegenen  Gebiete  der  17-Ebene  gestattet. 

Es  ist  also  für  jeden  von  ay}  a2,  •  •  •  aa+1  verschiedenen  We  ^^erth 
von  z 

■*|<i, 

dagegen  ist  für  die  Punkte  al9  ai;  •  •  •  «a+1 

15,1  =  1, 

und  folglich  auch 

•iji-i. 
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Wir  bezeichnen  das  Gebiet  der  17 -Ebene,  welches  von  der  Gesammt- 
heit  der  Werthe  des  Halbzweiges  i/0)  erfüllt  wird,  durch  y(0);  dann  ist 
y(0)  ganz  im  Innern  des  Einheitskreises  gelegen,  nur  die  den  Punkten 
z  =  a1}  a2,  •  •  -  a0+1  entsprechenden  Werthe 

€  =  lim  h  (x==i,2,     ff-|-i) 

x  x         X 

(vergl.  Nr.  344,  S.  314)  befinden  sich  auf  der  Peripherie  dieses  Kreises. 
Die  Seiten  von  y(0)  sind  Curvenbogen,  die  den  Punkten  der  Peripherie 
des  Einheitskreises  der  z- Ebene  entsprechen;  dieselben  schneiden  sich 
(vergl.  a.  a.  0.)  in  den  Eckpunkten  ex  unter  dem  Winkel 

lim  *  =  0 

und  bilden  in  eben  diesen  Punkten  mit  der  Peripherie  des  Einheits- 
kreises der  rj- Ebene  den  Winkel 

lim 


im^-fl-   V)-i. 

1   2  V       37      2 


,(0) 


Wir  bezeichnen  den  aus  17  '  durch  Anwendung  der  Operation 

cd  =  co    &     •  •  •  co 

von  ß  auf  z  hervorgehenden  Halbzweig  der  Grenzfunction  rj  mit 

und  das  von  dem  Werthevorrathe  dieses  Halbzweiges  erfüllte  Gebiet 
der  rj- Ebene  durch 

v(0,xlfx2,-  ••* /*). 
7  1 

dann  befinden  sich  alle  diese  Gebiete,  wie  bereits  bemerkt,  innerhalb 
des  Einheitskreises  der  17-Ebene  und  erfüllen  diesen  Kreis  schlicht  und 
lückenlos. 

Hieraus   schliessen    wir   sofort,    dass  z   eine   allenthalben   ein- 
deutige Function  von  r\  ist,  die  nur  für 

existirt,  und  wir  erhalten  auch  eine  Darstellung  dieser  eindeutigen 
Function,  wenn  wir  in  dem  sich  aus  der  Gleichung  (17)  der  Nr.  344 
(S.  313)  ergebenden  rationalen  Ausdrucke  von  z  durch  g2 

ftlr  welchen  nach  der  Definition  von  %x  die  Gleichung 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.     II,  2. 
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besteht,  mit  A  zur  Grenze  übergehen.    In  der  That  ergiebt  sich  durch, 
einfache  Grenzbetrachtungen 

z  =  lim  Rk  (tx)  =  lim  Rx  (,)  =  JF(,), 

wo  F  den  Algorithmus  einer  eindeutigen  Function  bedeutet. 

Für  die  Grenzfunction  ijj,    die  aus  dem  für  Werthe  von  zf   derer 
absoluter  Betrag   grösser   als  Eins   ist,   durch   die  Gleichung  (2)   d< 

a+l 

Nr.  341   (S.  303)   definirten  1?  durch  analytische  Fortsetzung  entsteh 

gelten  die  analogen  Resultate  wie  für  tj  selbst.     Wenn  dem  WertfaEat 

H  von  17,  wo  also 

|H|<1 
ist,  der  Werth 

Z=F(H) 

entspricht,  so  entspricht  dem  zu  H  harmonischen  Werthe  'H  von  ijj  cLBEzder 
zu  Z  harmonische  Werth  'Z  von  z7  und  zwar  ist 

'Z=JF('H), 

d.  h.   der  Algorithmus  F  stellt  für  Werthe  r}  des  Argumentes,   dei — =3*en 
absoluter  Betrag  grosser  wie  Eins  ist,  die  ausserhalb  des  Einheitskreü 
existirende  eindeutige  Function  z  von  r\  dar,  ebenso  wie  er  für  Wei 
des  Argumentes,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  wie  Eins  ist,  die 
innerhalb   des   Einheitskreises   definirte   eindeutige   Function  z  von 
liefert. 

* 

347.     Beziehungen  zwischen  den  Halbzweigen  und  Zweigen  d< 

Grenzfunction. 

Um   nunmehr   die   Beziehung   zwischen   den  verschiedenen   Hf     ^fb- 
zweigen   der  Function  r\  herstellen  zu   können,   müssen  wir  diejenzK  ige 
Function  F*  heranziehen,    die    für  r\    eine   analoge  Bolle  spielt,      ^we 
die  Function  V    für  £z. 

Da  die  Gruppe  &* ,  zu  welcher  i?(0)  gehört,  nur  aus  der  identisefczen 

Operation  besteht,  so  gilt  das  Gleiche  für  die  Gruppen 

—  i  0» 

(D       Sl     CO , 

zu  denen  die  verschiedenen  Halbzweige  von  tj  gehören.    Also  reduoi*"^ 
sich  auch  die  Gesammtheit  T     der  allen  diesen  Gruppen  gemeinsam  f**3" 
gehörenden  Operationen  auf  die  identische  Operation,  und  wir  könO^11 
demnach  jeden  Zweig  der  Function  t\  selbst  als  Function  F*  anseht'*1' 
Bedeutet  also 


(O,*!,^,  ••*,)  _  r(l) 


einen  von 
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rschiedenen  Halbzweig  der  Function  rjf  so  folgt  nach  der  Analogie 
r  Gleichungen  (24)  und  (24a)  der  Nr.  345  (S.  318),  dass  ij(l)  durch 
)  und  z  beziehungsweise  durch  'i/2)  und  'z  eindeutig  dargestellt  werden 
nn,  jenachdem 

v  =  \i  (mod  2) , 
ziehungsweise 

v  =  /i  +  1  (mod  2) 

.     Da  nun  z  eine  eindeutige  Function  von  17  ist,  so  stellt  sich  also 

)  durch  rj®  beziehungsweise  'r^9  d.  h.  jeder  Halbzweig  von  v\  durch 
len  anderen  oder  dessen  harmonischen  Werth  eindeutig  dar.  Hier- 
s  schliessen  wir  aber  nach  bekannten  functionentheoretischen  Sätzen, 
ss  jeder  Halbzweig  eine  lineare  Function  mit  constanten  Coefficienten 
n  jedem  anderen  Halbzweige  oder  von  dessen  harmonischem  Werthe 
n  muss.  In  beiden  Fällen  müssen  diese  linearen  Functionen  die 
ripherie  des  Einheitskreises  der  17- Ebene  in  sich  selbst  transfor- 
ren. 

Insbesondere  ist  also  jedes 

le  lineare  Function  von  i/0)  oder  von  'i/0),  jenachdem  (i  eine  gerade 
er  eine  ungerade  Zahl  ist.    Sei 

.n  (0,x)  axl    v         '    ax2 

>)  V       = — MOTZ > 

«xS    V}  +  «x4 

an  ist  für  einen  Punkt  £  der  Seite  («x—1,  £x),  längs  der  die  Gebiete 
)  und  y<°.»>  zusammenhängen, 

Äxl'f  +  Äx2 


5  = 


axs'^+«x4 


eraus  folgt  nach  einem  wiederholt  angewandten  Schlussverfahren 
*rgl.  z.  B.  Nr.  268,  S.  35  ff.)  und  mit  Rücksicht  auf  die  Eigenschaft 
r  Substitution,  die  Peripherie  des  Einheitskreises  ungeändert  zu  lassen, 
ss  die  Seite  («x__17  £x)  ein  Kreisbogen  ist,  der  den  Einheits- 
eis der  17-Ebene  in  den  Punkten  «x_i;  ex  unter  rechtem 
inkel  schneidet. 

Damit   ist  also  gezeigt,   dass  die  Grenzfunction  i\  die   Abbildung 
j  Kreisbogenpolygons  mit  verschwindenden  Winkeln 

21* 
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dessen  Seiten  den  Einheitskreis  unter  rechtem  Winkel  schneiden,  auf 
das  Innere  des  Einheitskreises  der  z-  Ebene  liefert,  und  aus  dem  Satz& 
der  Nr.  320  (S.  232)  folgt  nunmehr,  dass  wie  in  der  Nr.  341  (S.  302) 
behauptet  wurde,  in  der  That  die  Function  z  von  i\  eine  Fuchs'sche 
ist,  die  nur  innerhalb  des  Einheitskreises  der  rj -Ebene  existirt  und  die 
auf  der  Peripherie  des  Einheitskreises  der  #-Ebene  beliebig  vorgeschrie- 
benen Werthe  a19  a2,  •  •  •  aa  ,  x  auslässt. 

Von  einer  Fuchs'schen  Function,  die  beliebig  vorgeschriebene,  auf 
der  Peripherie  des  Einheitskreises  gelegene  Werthe  auslässt,  kann  man 
durch   eine  linear  gebrochene  Transformation  leicht  zu  einer  Fuchs'- 
schen  Function   gelangen,   die  beliebig  vorgeschriebene  reale  Werthe 
auslässt;    wir    haben   also   in   der  That   das   zu  Beginn   der  Nr.  329 
(S.  258)   in   Aussicht  genommene   Ziel   erreicht,   d.  h.  es   ist   gezeigt, 
dass  sich  in  der  Differentialgleichung  (1)  der  Nr.  325  (S.  246)^ 
wenn  die  daselbst  mit  alf  a2,  ...  aa ,  x  bezeichneten  singulare^ 
Punkte    real    und    die   gl9  g%9  •  •  •  gc+1    sämmtlich    unendlic^ 
gross  sind,  die  Coefficienten  der  ganzen  Function  Ea_%(e)  *^^j 
reale  Grössen  stets  und  (gemäss  dem  Satze  der  Nr.  327)  n^^ 
auf  eine  Weise   so   bestimmen  lassen,   dass  die  unabhängig 
Variable  z  eine  eindeutige  Fuchs'sche  Function  des  Integra/, 
quotienten  17  wird. 


348.     Betrachtung  des  allgemeinen  Falles  beliebiger  nicht  auf  dem 

Einheitskreise  gelegener  singulärer  Punkte. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  der  Untersuchung  des  allgemeinen  Falles, 
wo  in  der  normalen  Differentialgleichung  (1)  der  Nr.  325  (S.  246)  die 
al9  a2>  -  -  -  aa  ,  t  beliebige,  nicht  sämmtlich  reale  (oder  auf  einer  Kreis- 
peripherie  gelegene)  Werthe,  und  die  glf  gi9  •  •  •  ga  ,  x  nicht  sämmtlich 
unendlich  gross,  sondern  irgendwelche  positive  ganze  Zahlen  sind,  die 
der  Ungleichung  (4)  der  Nr.  326  (S.  249)  Genüge  leisten.     Es  wird 
sich   dann   mit  Hülfe   der   in  den  vorhergehenden   Nummern 
erlangten  Resultate  zeigen  lassen,  dass  (vergL  Nr.  326,  S.  252) 
ste.ts  eine  der  Differentialgleichung  (1)  subordinirte  normale 
Differentialgleichung  gefunden  werden  kann,  in  der  sich  über 
die    noch    unbestimmt    bleibenden   Parameter   so   disponiren 
lässt,  dass  diese  Differentialgleichung  eine  Fuchs'sche  wird. 

Mögen  unter  den  gegebenen  Grössen 

C1)  aitat>mmm  ao+i 

gewisse,  etwa  al9  tf„,  •  •  •  ax  real  sein;  unter  den  übrigen 
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mögen  sich  gewisse  Paare  von  conjugirten  complexen  Grössen  befinden; 
sollten  dann  noch  complexe  Grössen  unter  den  ax  vorhanden  sein, 
deren  conjugirte  in  der  Reihe  der  ax  nicht  mit  enthalten  ist,  so 
fügen  wir  diese  conjugirten  dem  Tableau  (1)  einfach  hinzu.  Die  so 
erweiterte  Reihe  möge  lauten 

(2)  <*„**, --ax,     <*x+i,  •"  «,+!,     «a+1>  '••  «r+1, 

wo  also  f&r  x  =  k  -\-  l,  -  -  r  -\-  1,  äx  die  zu  ax  conjugirte  complexe 
Grösse  bedeutet.     Wenn  die  Zahl 

1  +%—X=q 

.gleich  Null  ist,  d.  h.  wenn  in  der  Reihe  (2)  nur  reale  Grössen  vor- 
kommen, so  ist  die  Existenz  einer  Fuchs 'sehen  Function,  die  die 
^Werthe  (2)  auslässt,  bewiesen.  Wir  zeigen  nun,  dass,  wenn  die  Exi- 
stenz einer  Fuchs'schen  Function  als  feststehend  angesehen  wird, 
die  ein  System  von  Werthen  auslässt,  welches  q  —  1  Paare  conjugirter 
komplexer  Grössen  enthält,  auch  eine  Fuchs'sche  Function  construirt 
"werden  kann,  die  das  Werthesystem  (2)  auslässt,  in  welchem  die  An- 
sah! der  Paare  conjugirter  complexer  Grössen  gleich  q  ist. 

Bilden  wir  zu  diesem  Ende  die  ganze  rationale  Function  2qten 
Ctrades 

(3)  ip(x)  =  (x  —  aa+1)(*  —  äa+1)  ••■(*  —  *t+t)(*  —  «r+1), 

so  sind  die  Coefficienten  derselben,  wenn  wir  uns  nach  Potenzen  von 
sc  geordnet  denken,  reale  Grössen.  Die  Ableitung  qf  (x)  von  q>(x)  ist 
"von  ungeradem  (2q  —  l)-ten  Grade,  die  Gleichung 

C4)  <p'  (x)  =  0 

besitzt   demnach   mindestens  eine  reale  Wurzel.     Bezeichnen  wir   also 
die  Wurzeln  der  Gleichung  (4)  durch 

so  befinden  sich  unter  denselben  höchstens  (q  —  1)  Paare  conjugirter 
komplexer  Grössen.     Demnach  enthält  auch  das  Tableau 

(5)  0,  9(ax),  •  •  •  <p(ax),  <p(ct),  q>(et)9  •  •  -  q>(ct9_t) 

höchstens  (g  —  1)  Paare  conjugirter  complexer  Grössen,  wir  können 
folglich  gemäss  unserer  Voraussetzung  eine  Fuchs'sche  Function  Ffy) 
bestimmen,  die  nur  innerhalb  des  Einheitskreises  der  17-Ebene  existirt, 
innerhalb  des  Fundamentalbereiches  jeden  Werth  nur  ein  einziges  Mal 
annimmt  und  die  Werthe  (5)  auslässt. 


326  XVI.    Das  Poinc arische  Princip.     Kapitel  5. 

Setzen  wir  nun 
(6)  9  (_)  =  F(V) , 

so  ist  zunächst  leicht  einzusehen ;  dass  x  eine  eindeutige  Function 
von  ri  ist.  Die  Function  x  von  rj  könnte  nämlich  nur  für  solche  Werthe 
von  ri  eine  Verzweigung  erfahren,  für  welche  die  Ableitung  q>' (x)  von 
q>(x)  verschwindet-,  für  einen  solchen  17-Werth  müsste  aber 

sein,   wo  i  eine  der  Zahlen  1,  2,  •  •  •  2q  —  1   bedeutet,   und    das   ist  *___h,jt 

nicht  möglich,  da  F(rj)  die  Werthe  (5)  auslassen  sollte.     Ferner  __ann__c_r_r  x 

die   durch    die   Gleichung  (6)    definirte  Function  x  von  17  keinen  den_r<ss_ 

Werthe 

a.        (»=1,2,  •••*) 

annehmen,  da  sonst  F(rj)  gleich  dem  entsprechenden  q>(at)  sein  mü-3ste_=_fcs__#%t 
und  ebensowenig  kann  x  einen  der  Werthe 

a.,  ä.  (i=a+i,     r-fi) 

erhalten,  da  sonst  F(rj)  verschwinden  müsste. 
Setzen  wir 


F{n)  =  z,  y,  =  ]/£-,   y.-v]/^, 


so  bilden,  da  z  eine  Fuchs'sche  Function  von  rj  sein  sollte,  die  y  ,  »  yt 
ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung 

CO  S-pW», 

worin  £)(#)  eine  rationale  Function  von  je?  bedeutet.  Die  singulare- -r©n 
Punkte  dieser  Differentialgleichung  sind  die  Stellen  (5),  und  die  dete__t»^-3er- 
minirende  Fundamentalgleichung  eines  jeden  dieser  Punkte  besitzt  eir___r*ine 
doppelte  Wurzel.     Nun  ist  aber 

dx  1      dz 

— — — • 

dl)         q>  (x)  dt} ' 

wenn  wir  also  in  der  Differentialgleichung  (7)  die  Substitution 

V  =  V<P  (x)  u, 
z  =  <p(x) 

machen,    so    verwandelt   sich    (vergl.  die    Gleichungen   (10),   (11)   •         der 
Nr.  181,  Bd.  II,  1,  S.  189)  diese  Differentialgleichung  in 

(8)  0={p(9W)<p'W2  +  ^©}h, 
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aus   welcher  sich  x  als  Function  von  17   durch  Umkehrung  des  Quo- 
tienten der  Elemente 


ydx  i  fdx 


eines  Fundamentalsystems  ergiebt.  Offenbar  ist  der  Coefficient  von  u 
in  (8)  eine  rationale  Function  von  x,  wir  schliessen  also,  dass  x  eine 
Fuchs 'sehe  Function  des  Integralquotienten  rj  sein  muss,  die  inner- 
halb des  Fundamentalbereiches  jeden  Werth  nur  ein  einziges  Mal  an- 
nimmt. 

Die  singulären  Punkte  der  Differentialgleichung  (8)  sind  offenbar 
diejenigen  Werthe  von  x}  für  welche  z  =  <p(x)  einen  der  Werthe  (5) 
annimmt,  d.  h.  also  erstens  die  Punkte  (2)  und  zweitens  die  von  diesen 
Punkten  verschiedenen  Lösungen  der  Gleichungen 

tp  (x)  =  g>  (a.)         (*=i,  2,    •  *) , 

q>(x)  =  q>(ct)  («=1,2,-  -29-1), 

die  wir  durch 

(9)  *t.  &„•■•*, 

bezeichnen   wollen.      Für  jeden   dieser   singulären  Punkte   besitzt  die 
determinirende  Fundamentalgleichung  von  (8)  eine  doppelte  Wurzel,  die 
Function  x  von  r\  lässt  also  die  Werthe  (2)  und  die  Werthe  (9)  aus. 
Offenbar  ist  die  Differentialgleichung  (8)  der  normalen  Differential- 
gleichung (1)  der  Nr.  325  (S.  246),  von  der  wir  zu  Beginn  dieser  Num- 
mer ausgegangen  waren,  subordinirt,  die  Behauptung,  die  wir  daselbst 
aufgestellt  hatten,  ist  also  bewiesen.    Genauer  ausgesprochen  haben  wir 
den  Satz: 

Wenn  beliebige  reale  oder  complexe  Werthe 

gegeben  sind,  so  lässt  sich  stets  eine  Fuchs'sche  Function 
finden,  die  diese  gegebenen  Werthe  und  überdies  noch  ge- 
wisse andere  nicht  gegebene  Werthe  auslässt,  nur  innerhalb 
cles  Einheitskreises  existirt  und  innerhalb  des  Fundamental- 
V*ereiches  (dessen  sämmtliche  Ecken  auf  der  Peripherie  des  Einheits- 
eises liegen)  jeden  Werth  nur  ein  einziges  Mal  annimmt. 
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Durch  diesen  Satz  ist  also  das  am  Schlüsse  der  Nr.  326  (S.  252) 
in  Aussicht  genommene  Ziel  erreicht,  d.  h.  es  kann,  wenn  eine  beliebige 
Function 
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der  complexen  Variabein  z  gegeben  ist,  die  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Verzweigungspunkten  besitzt  und  die  in  der  durch  einen  die  Ver- 
zweigungspunkte unter  einander  verbindenden  Schnitt  zerschnittenen 
z-  Ebene  eindeutig  ist,  ein  Parameter  rj  so  gefunden  werden,  dass  z  als 
Fuchs'sche  Function  von  rj  und  Y  als  eindeutige  Function  von  r\  er- 
scheint (vergl.  Nr.  326,  S.  251). 

Wir  haben  gesehen,  dass  sich  auf  Grund  der  in  den  Nummern 
334,  335  (S.  275  ff.)  behandelten  Untergruppe  einer  aus  lauter  parabo- 
lischen Substitutionen  erzeugten  Fuchs'schen  Gruppe  mit  symmetri- 
schem Fundamen talbereiche  eine  Function  rj  von  z  herstellen  lässt,  die^^  ie 
als  Grenzfunction  gewisser  algebraischer  Functionen  erscheint  und  derenM^MT^n 
Umkehrung  eine  Fuchs'sche  Function  liefert,  die  eine  endliche  AnzahJF^czAl 
beliebig  vorgeschriebener  realer  (oder  auf  der  Peripherie  eines  Kreises 
gelegener)  Werthe  auslässt.  In  ähnlicher  Weise  kann  die  in  den  Num 
mern  332,  333  (S.  268  ff.)  betrachtete  Untergruppe  einer  aus  laute] 
parabolischen  Substitutionen  erzeugten  Fuchs'schen  Gruppe  mit  nich*-*=üit 
symmetrischem  Fundamen  talbereiche  dazu  benutzt  werden,  einen  Algoc^-jo- 
rithmus  von  algebraischen  Functionen  der  Variabein  z  aufzustelleirr«:«], 
dessen  Grenzfunction  rj  so  beschaffen  ist,  dass  ihre  Umkehrung  ein.f=Kne 
Fuchs'sche  Function  liefert,  die  eine  endliche  Anzahl  beliebig  yok: ^zu- 
geschriebener, willkürlich  (d.  h.  nicht  auf  einer  Kreisperipherie)  in  de^^Jkr 
z-  Ebene  gelegener  Werthe  auslässt.  Wir  gehen  auf  eine  Ausftthrun^zzMnig 
dieses  Verfahrens  nicht  ein,  da  uns  die  in  der  vorigen  Nummer  nrlnngtr — w  rr n 
Ergebnisse  einen  für  die  Zwecke,  die  wir  im  Auge  haben,  ausreichendem»  Jen 
Ersatz  für  dasselbe  bieten,  sondern  wollen  jetzt  in  eine  genauere 
trachtung  der  Integrationsmethode  für  eine  lineare  homogene  Differer 
tialgleichung  beliebiger  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten 
die  aus  der  Anwendung  des  Poincare'schen  Princips  entspringt. 


i 
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Siebzehnter  Abschnitt. 
Theorie  der  Fuchs' sehen  Zetafunctionen. 

Erstes  Kapitel. 

350.    Integration  einer  linearen  Differentialgleichung  mit  rationalen 
Coefnoienten  auf  Grund  des  Poinoarö'sohen  Prinoips. 

Wenn  es  sich  um  eine  lineare  Differentialgleichung  mit  algebrai- 
schen Coefficienten  handelt,  deren  Ordnungszahl  keiner  Beschrankung 
unterliegt,  so  kann  man  dieselbe  mit  Hülfe  der  in  der  Nr.  61  (Bd.  I, 
S.  218)  angegebenen  Reductionsmethode  auf  eine  lineare  Differential- 
gleichung mit  rationalen  Coefficienten  zurückführen;  wir  dürfen  uns 
demnach  für  die  allgemeinen  Betrachtungen,  denen  wir  uns  jetzt  zu- 
wenden; auf  die  Behandlung  von  linearen  Differentialgleichungen  mit 
rationalen  Coefficienten  beschränken. 

Sei 

(i)  ^+pl(*)£ä  +  ---+p>)y-o 

eine  vorgelegte  lineare  Differentialgleichung,  deren  Coefficienten  ratio- 
nale Functionen  von  x  sind,  die  nur  in  den  Punkten 

au  a*>  "•  V       h*>  63'  "  bt 
unendlich  werden.     Die  Bezeichnung  denken  wir  uns  so  gewählt,  dass 
die  Punkte 

die  ausserwesentlich  singulären  und  diejenigen  wesentlich  singulären 
Stellen  bedeuten,  in  deren  Umgebung  das  allgemeine  Integral  der 
Differentialgleichung  (1)  nur  wie  eine  rationale  Function  unendlich 
wird,  dann  sind  also  die  Stellen 

die  einzigen  Verzweigungspunkte  oder  Unbestimmtheitsstellen  der  Inte- 
grale von  (1). 
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Bilden  wir   nun   eine   normale  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung (Nr.  326,  S.  249) 

dxi 
deren  singulare  Punkte  die 


(2)  :-:-«(*)*, 


sind  und  die  so  beschaffen  ist,  dass  für  x  =  1,  2,  •  •  •  q7  6  +  1  die 
Differenz  <$x  der  Wurzeln  der  determinirenden  Fundamentalgleichung, 
die  zu  x  =  ax  gehört,  im  Allgemeinen  gleich  Null  ist;  nur  wenn  ax 
kein  Punkt  der  Unbestimmtheit  für  die  Integrale  der  Differentialglei- 
chung (1)  ist,  wenn  überdies  die  Entwickelungen  dieser  Integrale  in 
der  Umgebung  von  x  =  ax  keine  Logarithmen  enthalten  und  die  Wur- 
zeln der  zu  ax  gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichung  von  (1) 
rationale  Zahlen  sind,  kann  dx  gleich  dem  grössten  aliquoten  Theile 
der  Einheit  gewählt  werden,  als  dessen  ganzzahlige  Multipla  sich  diese 
rationalen  Zahlen  darstellen  lassen.  Nach  den  Ergebnissen  des  vorher- 
gehenden Abschnittes  kann  dann  jedenfalls  eine  der  Differentialgleichung 
(2)  subordinirte  Differentialgleichung 

(2a)  -^  =  q(x)u 

gefunden  werden,  in  welcher  die  unabhängige  Variable  x  eine  nur  im 
Innern  des  Einheitskreises  existirende  Fuchs'sche  Function  x  =  f(y) 
des  Integralquotienten  rj  ist,  die  die  Werthe 

and  eventuell  noch  gewisse  andere  Werthe 

auslässt.  Zufolge  des  Po incare 'sehen  Princips  ist  dann  das  allgememsxe 
Integral  y  der  Differentialgleichung  (1)  eine  eindeutige  Function 
von  rj. 

Denken  wir  uns  in  die  Differentialgleichung  (1)  die  Grösse  ij  äIs 
neue  unabhängige  Variable  eingeführt,  so  nimmt  diese  Differential- 
gleichung die  Gestalt  an 

(la)  Ö  +  *(,)  |£p[  +  •  •  •  +  *,(,)*  =  0, 

wo  die  Coefficienten  ^(17),  <P%(v)> ' ' '  ^,»00  eindeutige  Functionen  -^^>n 
rj  sind,  die  nur  für 

existiren.     Wenn   wir    die    Differentialgleichung    (1)    durch    Multil**1' 
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cation  mit  einer  geeignet  gewählten  ganzen  rationalen  Function  auf 
die  Form 

bringen,  wo  die  Px  ganze  rationale  Functionen  von  x  bedeuten  und  P0 
nur  für  die  singulären  Stellen  der  Differentialgleichung  verschwindet, 
so  ist 

<Ty  =  <Ty  _i a»-ly     f(n) . 

dxn      dn*  [f  (11)]"         2  di,"-1  \f  (n)]n+l 

die  Differentialgleichung  mit  der  unabhängigen  Variabein  17  nimmt  folg- 
lich nach  Multiplication  mit  [/"  (i?)]2*""1  die  Gestalt  an  (vergl.  Nr.  124, 
Bd.  I,  S.  458) 

Die  Ableitung  ff(rj)  der  Fuchs'schen  Function  x  =  f(rj)  kann 
nur  für  Werthe  von  17,  die  auf  dem  Einheitskreise  liegen,  gleich  Null 
oder  Unendlich  werden,  ebenso  liegen  diejenigen  17-Werthe,  denen  die 
#-Werthe 

entsprechen,  auf  der  Peripherie  des  Einheitskreises.  Die  Differential- 
gleichung (la)  besitzt  also  innerhalb  des  Existenzbereiches  ihrer  Coef- 
ficienten  nur  diejenigen  ^-Werthe  als  singulare  Stellen,  denen  die 
j?-Werthe 

entsprechen.  In  der  Umgebung  dieser  17  -Werthe  besitzt  das  allgemeine 
Integral  von  (la)  den  Charakter  einer  rationalen  Function;  wenn  wir 
insbesondere  voraussetzen,  dass  die  b  nur  ausserwesentliche  singulare 
Punkte  der  Differentialgleichung  (1)  sind  (ein  Fall,  auf  den  sich  der 
allgemeine  stets  durch  Multiplication  von  y  mit  einer  ganzen  rationalen 
Function  von  x  zurückführen  lässt),  so  sind  die  entsprechenden  ^-Werthe 
auch  ausserwesentlich  singulare  Punkte  der  Differentialgleichung  (la). 
Dann  sind  also  die  Integrale  der  letzteren  Differentialgleichung  für 

holomorph  und  folglich  in  ihrem  ganzen  Existenzbereiche  nach  positiven 
ganzen  Potenzen  von  17  entwickelbar;  und  zwar  erhalten  wir,  wenn  der 
Punkt  17  =  0  keine  der  ausserwesentlich  singulären  Stellen  von  (la) 
ist,  för  das  allgemeine  Integral  eine  Entwickelung,  deren  n  erste  Coef- 
iicienten  willkürliche  Constanten  sind.  Die  folgenden  Coefficienten  er- 
geben   sich    mittelst   Recursionsformeln,    wenn    die   Coefficienten    der 
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Differentialgleichung  (la)  bekannt  sind*,  um  diese  herzustellen  bedarf 
es  nur  der  Kenntniss  der  Function  x  =  f(rj)  und  diese  kann,  wenn 
die  a19  a2,  •  •  •  at  gegeben  sind,  nach  der  in  dem  vorhergehenden  Ab- 
schnitte  behandelten  Methode  stets  als  Grenzfunction  rationaler  Func- 
tionen gefunden  werden. 

Wir  haben  also  auf  diese  Weise  eine  Integrationsmethode 
für  eine  beliebige  lineare  Differentialgleichung  (1)  mit  ra- 
tionalen Coefficienten,  die  uns  gestattet,  abhängige  und  unab- 
hängige Variable  als  beständig  (d.  h.  für  alle  Werthe  des 
Existenzbereiches)  convergente,  nach  positiven  ganzen  Po- 
tenzen der  Hülfsvariabeln  rj  fortschreitende  Reihen 

x  =  e0  +  fjiH — 

darzustellen,  und  dieses  Reihenpaar  liefert  uns  für  Werthe 
von  17,  die  innerhalb  des  Einheitskreises  liegen,  alle  regu- 
lären Stellen  des  analytischen  Gebildes  (x,  y). 

351.     Charakter  der  Integrale  einer  Differentialgleichung  der 
F  u  che  'sehen  Classe  als  Functionen  des  Parameters  ij. 

Wenn  wir  das  Verhalten  des  allgemeinen  Integrales  der  Differen- 
tialgleichung (1)  bei  Umläufen  der  unabhängigen  Variabein  x  unter- 
suchen wollen,  so  haben  wir  auf  r\  die  Substitutionen  der  Gruppe  der 
Fuchs'schen  Function  x  =  f(rj)  anzuwenden. 

Um  die  Untersuchung  gleich  in  der  vollen  Allgemeinheit  zu 
führen,  denken  wir  uns,  es  sei  die  Differentialgleichung  (2a)  irgend 
eine  der  Differentialgleichung  (2)  subordinirte  Fuchs'sche  Differential- 
gleichung (Nr.  326,  S.  249),  so  dass  also  nicht  noth wendig  die  Diffe- 
renzen Sx  der  Wurzeln  aller  zu  (2  a)  gehörigen  determinirenden  Fun- 
damentalgleichungen gleich  Null  sind.  Dann  ist  nach  wie  vor  sowohl 
x  als  auch  y  eine  nur  für  j  ij  |  <  1  existirende  eindeutige  Function 
von  rj]  wenn  wir  uns  also  ein  Fundamentalsystem 

Vi»  Vi'-'!!. 
von  (1)  gegeben  denken,  so  ist 

9i  =  <pt(v)         ('-1,*,  ■•■  «7, 

wo  <p.  (rf)  eine  nur  für  |  rj  |  <  1  definirte  eindeutige  Function  von  17 
bedeutet. 

Sei  fr  die  projective  Monodromiegruppe  der  Fuchs'schen  Diffe- 
rentialgleichung (2  a),  und  denken  wir  uns  auf  17  eine  Substitution 
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svv  = 


YvV  +  *, 


der  Fuchs'schen  Gruppe  #  angewandt,  d.  h.  lassen  wir  rj  auf  einem 
innerhalb  des  Einheitskreises  verlaufenden,  sonst  beliebigen  Wege  von 
dem  Punkte  rj  nach  dem  Punkte  Svrj  gehen,  so  bleibt  die  Fuchs  sehe 
Function  x  =  f{yi)  ungeändert,  d.  h.  x  vollzieht  in  seiner  Ebene  einen 
geschlossenen  Weg.  Die  Integrale  [yj  verwandeln  sich  demnach  in 
lineare  homogene  Functionen  ihrer  selbst,  d.  h.  sie  erfahren  eine  lineare 
Substitution 

der  homogenen  Monodromiegruppe  &  von  (1).     Offenbar  wird  zufolge 
der  Art  und  Weise,  wie  wir  die  Differentialgleichung  (2)  eingerichtet 
laben,    dadurch    dass   wir    S     alle    Substitutionen    der    Fuchs 'sehen 
Gruppe  #  durchlaufen  lassen,  jede  Substitution  Tv  der  Gruppe  @  zum 
Torschein  kommen;  die  Gruppen  #  und  ®  sind  demnach  isomorph,  im 
-Allgemeinen  ist  dieser  Isomorphismus  aber  kein  holoedrischer,  sondern 
«s    entspricht   der   identischen   Substitution  von  &   eine   gewisse  aus- 
gezeichnete Untergruppe  E  von  &. 

Wir  können  also  die  analytische  Beschaffenheit  des  Functions- 
eystems  [yj  von  rj  in  folgender  Weise  charakterisiren: 

Die  yi  sind  eindeutige,  nur  für  1 1?  |  <  1  existirende  Func- 
tionen von  t],  die  die  Substitutionen  einer  gewissen  linearen 
Xiomogenen  Gruppe  &  erfahren,  wenn  wir  auf  rj  die  Substi- 
tutionen der  Fuchs'schen  Gruppe  #  anwenden. 

Diese  Eigenschaften  haben  die  [t/.]  offenbar  mit  jedem  dem  Funda- 
talsysteme  [y]  entsprechenden  Fundamentalsysteme  einer  mit  (1) 
derselben   Art    gehörigen   Differentialgleichung    gemein,    und   all- 
emeiner  mit  jedem  System  von  Functionen,  welches  in  der  Form 

dy.  d"-ly- 

A-y.  +  A,— H \- Am    , — — f        (.=i,v    *) 

darstellbar  ist,  wo  die  A0,  Aiy  •  •  •  An_x  eindeutige  Functionen  von  x 
bedeuten.  Um  die  y.  als  Integrale  einer  linearen  Differentialgleichung 
>Hait  in  x  rationalen  Coefficienten  zu  charakterisiren,  müssen  demnach 
*>och  weitere  Eigenschaften  dieser  Grössen  als  Functionen  von  r\  an- 
^^egeben  werden,  es  sind  dies  Eigenschaften,  die  das  Verhalten 
^Jer  y.  in  der  Nähe  der  Ecken  des  Fundamentalbereiches  F0 
<ier  Fuchs'schen  Gruppe  #  bestimmen. 

Da  sich  der  Behandlung  des  allgemeinen  Falles,  wo  die  Integrale 
Von  (1)  an  allen  oder  an  einzelnen  der  Stellen 
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ai;  a2>  '"  V     V« 

unbestimmt  werden,  noch  wesentliche  Schwierigkeiten  entgegenstellen; 
so  wollen  wir  für  das  Folgende  voraussetzen,  dass  die  Differential- 
gleichung (1)  der  Fuchs'schen  Classe  angehört.  Dann  lässt  sich 
das  Verhalten  der  Integrale  der  Differentialgleichung  (la)  in  der  Nahe 
der  Eckpunkte  des  Fundamentalbereiches  FQ  auf  folgende  Weise  charak- 
terisiren. 

Betrachten  wir  zunächst  den  Fall  einer  im  Innern  des  Einheits- 
kreises gelegenen  Ecke  Xx  von  F0  oder  eines  der  mit  jP0  congruenten 
Bereiche  der  Theilung  des  Einheitskreises  (bei  der  allgemeinen  Fest- 
setzung, dass  die  Fuchs 'sehe  Differentialgleichung  (2  a)  irgend  eine  der 
Differentialgleichung  (2)  subordinirte  sein  soll,  können  solche  Ecken 
in  der  That  auftreten),  dann  gehört  Xx  einem  gewissen  Cyklus  von 
Ecken  an,  in  welchem  die  Wiukelsumine  gleich  2x8 x  ist,  wenn  für 
rj  =  Xx  die  Fuchs'sche  Function  x  den  Werth  ax  annimmt.  Gemäss 
der  Definition  der  normalen  Differentialgleichung  (2)  besitzt  dann  die 
zum  Punkte  ax  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung  der 
Differentialgleichung  (1)  lauter  rationale  Wurzeln 

die  sämmtlich  ganzzahlige  Multipla 


von 


r  =  m  d  (v^i.s,  ..*) 


x        9* 


sind,  und  die  Entwickelungen  der  Elemente  des  zu  x  =  ax  gehörigen 
canonischen  Fundamentalsystems  t)lf  \)29  •••  tjn  von  (1)  in  der  Um- 
gebung von  x  =  a    enthalten  keine  Logarithmen.    Wir  haben  also 


mv 


t)v  =  (x  —  ax)9*  y>v  (x  |  ax)  («i,  *,...■), 

wo  die  Sßy  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  —  ax  fortschreitende 
Reihen  bedeuten. 

Andererseits  ist  in  der  Umgebung  von  x  =  ax 

—  7ö-(*-«^*(*I«Oi 


wo  ü°   den   zu  X     harmonischen  Werth,   Sß  (x  \  a)   eine   ge  wohnliche 


o 

'x  ~~     "x  '      'r  \"   i  -  x> 

Potenzreihe  von  x  —  ax  bedeutet,  die  für  x  =  ax  nicht  verschwindet; 
wir  haben  also  in  der  Umgebung  von  rj  =  kn 


1 
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x-ax  =  (n-  XxY*[tl  +  es 0,  -  Xx)  +  •  •  •],    «,  +  0, 
und  folglich 

(x-aj*  =  (,  -  Ajft  +  «,(,  -*,)  +  ••  •]• 
Demnach  ergiebt  sich 

t>,  =  0?-*x)'"'?,0HA,)      («».«.•■-), 

wo  die  $ßr  gewöhnliche  Potenzreihen  von  r\  —  Ax  bedeuten. 
Da  nun 

Vi  =  *«9i  +  ci^2  H h  *.A         (t=1'2'* n> 

ist,  wo  die  ci9  Constanten  sind,  für  welche 

so  erkennt  man,  dass  die  Functionen  y.  in  der  Umgebung  von 
<q  =  x    sich  wie  rationale  Functionen  verhalten. 

Sei  ferner  rj  =  kx  eine  auf  der  Peripherie  des  Einheitskreises  ge- 
legene Ecke  eines  der  mit  FQ  congruenten  Bereiche,  dann  lauten  die 
Entwickelungen  der  Elemente  des  zu  x  =  ax  gehörigen  canonischen 
Fundamentalsystems  der  Differentialgleichung  (1)  allgemein  wie  folgt: 

Bedeuten  rx ,  r% ,  •  •  •  r  die  von  einander  nicht  um  ganze  Zahlen 
verschiedenen  Wurzeln  der  zu  x  =  ax  gehörigen  determinirenden  Funda- 
mentalgleichung von  (1),  so  lässt  sich  (Nr.  50,  Bd.  I,  S.  174)  bei  ge- 
eigneter Wahl  der  rlf  r2,  •  •  •  r  die  Gruppe  der  Integrale,  die  zu  r 
und  den  a  von  r  um  ganze  Zahlen  verschiedenen  Wurzeln  gehören, 
in  der  Form 

darstellen,  wo  die  <pu  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x  —  ax  bedeuten 
und 

9 

ist.  Für  die  Differentialgleichung  (2  a)  ist  kx  Doppelpunkt  einer  para- 
bolischen Substitution  der  Gruppe  #,  wir  haben  folglich  in  der  Nähe 
Ton  kK  für  x  —  ax  die  Entwickelung 
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t 


*« 


gesetzt  wurde,  und  ßx  eine  wohlbestimmte  Gonstante  bedeutet. 
Hiernach  ist  also 


(x  -  aJf  =  fr  (It  +  s %e'  +  •  •  •),        it  +  0, 

log(x-aK)  =  t(dl  +  die,+  ...)>  ^  +  0, 

und  folglich 

wo  die  O  ,  O     gewöhnliche  Potenzreihen  von  e*  bedeuten. 

Da   nun  jedes  y.  als  lineare  homogene  Function  mit  constant^^ 
Coefficienten  der 

darstellbar  ist,  ergeben  sich  für  die  y,  Entwickelungen  von  der  Po?^ 
0)  e'i'  ^  •  Pt  +  *"*'  *,  •  P,  +  •  •  •  +  er»'  *  •  Pq, 

wo  die  Pi;  P2,  •  •  •  P  ganze  Functionen  von  t  beziehungsweise  von 
den  Graden 

bedeuten,  deren  Coefficienten  ebenso  wie  die  Oiy  4>2,  •  •  •  O  gewohn- 
liche Potenzreihen  von  e  sind.  Die  Summe  der  Gradzahlen  der  P2 
befriedigt  die  Gleichung 

(ß)  ax—  1  +  a2— 1  -\ \-*q—  1  — h  —  q. 

Wenn  wir  also  in  der  linearen  Differentialgleichung  der  Fuchs'- 
schen  Classe  (1)  an  Stelle  von  x  den  Integralquotienten  i\  der  Fuchs'- 
schen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (2  a)  als  neue  unabhängige 
Variable  einführen,  so  lässt  sich  ein  Fundamentalsystem  [yj  von  Inte- 
gralen der  so  entstehenden  Differentialgleichung  (la)  wie  folgt  charak- 
terisiren: 

Die  [yj  sind  eindeutige  nur  für  |  rj  |  <  1  existirende  Func- 
tionen von  rjy  die  die  Substitutionen  der  Monodromiegruppe 
6>  von  (1)  erfahren,  wenn  auf  r\  die  Substitutionen  der  Fuchs'- 
sehen  Gruppe  fr  ausgeübt  werden.  Diese  eindeutigen  Func- 
tionen zeigen  in  der  Umgebung  jeder  im  Innern  des  Ein- 
heitskreises der  17-Ebene  gelegenen  Stelle  das  Verhalten 
rationaler  Functionen  und  gestatten  in  der  Nähe  der  auf  der 
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Peripherie  des  Einheitskreises  gelegenen  Ecken  der  Bereiche 
der  zu  der  Gruppe  &  gehörigen  Theilung  Entwickelungen 
von  der  Form  (a),  wo  die  Grade  der  ganzen  Function  Px  die 
Gleichung  (ß)  befriedigen. 


352.     Analogie  mit  Problemen  der  Theorie  der  elliptischen 
Functionen.     Fuohs'sohe  Zetafunctionen. 

Der  Process,  durch  welchen  wir  die  Integrale  der  Differential- 
gleichung (1)  als  eindeutige  Functionen  eines  eindeutig  umkehrbaren 
Integralquotienten  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
dargestellt  haben,  hat  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  sein 
Analogon. 

Betrachtet  man  nämlich  in  dem  elliptischen  Integrale  erster  Gat- 
tung (vergl.  Nr.  248,  Bd.  II,  1,  S.  478) 


u 


x 

/[ dx 


0 

die  obere  Grenze  x  als  Function  von  u,  so  ist  diese  Function,  d.  h.  also 
die  ümkehrungsfunction  von  u,  eine  eindeutige 

x  =  sin  am  u  =  sn  u 

mit  den  Perioden  4K  und  2K'iy  wo  K,  IT  durch  die  Gleichungen  (5) 
(a.  a.  0.)  definirt  werden.  Wenn  man  die  ebenfalls  eindeutigen  und 
doppeltperiodischen  Functionen 

Kl  —  x2  =  cnM,      Vi  —  *3?  =  dn  u 

einführt,  so  ist 

dx  =  cn  u  •  dn  u  •  dt*, 

und  das  Normalintegral  zweiter  Gattung  (Nr.  250,  Bd.  II,  1,  S.  485) 

X 

o 
"verwandelt  sich  durch  Einführung  von  u  als  Integrationsvariable  in 


u 


E  (u)  =  x    (  sn2ti  du  - 


0 


Da   für  x  =  1    das  Integral  u  den  Werth  K  erhält,   lautet   das 
complette  Integral  zweiter  Gattung  (a.  a.  0.  S.  485) 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    II,  2.  22 
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1  K 

/TL    Qu    d  SC  9      ä  9 

. =x    /  sau  du; 


2     2 


durch  Einführung  von  x  x  =  t  verwandelt  sich  E  in 

„2 


B  -  i  f.  -  - '  * 


Wenn  man  nun  mit  Jacobi  (Fundaments  nova  theoriae  functio- 
num  ellipticarum,  art.  47)  die  Function 

(y)  Z(«)-|  «-£(«) 

in  Betracht  zieht,  so  ergiebt  sich  für  das  Integral  zweiter  Gattung  die 
Darstellung 

E(u)-§u-Z(u). 

Setzt  man  dann  in  der  Gleichung  (y)  für  sn2t*   die  für  diese  Function 
von  Jacobi  (a.a.O.  art.  41)  gegebene  Darstellung 


QO 

2       _  /or\2 


/2xAV      2  /2KY       2K2E        QSJ    nqn  nnu 

\nr)  sn  u  =  [•*)  -  -r  -v  -  s2j  r=V  "*  "T  ' 

wo  ^  die  in  der  Nr.  265  (S.  21)  definirte  Grosse  bedeutet,   so  erhalt     z&t 
man 


OD 


~,  v         4*r  %"7       q*  nnu 


Die  Function  Z(u)  ist  demnach  eine  eindeutige  Function  von  ti-: 
das  Gleiche   gilt   folglich   gemäss  der  Gleichung  (y)  für  das  Tiili^m    ^[ 
zweiter  Gattung  2?(m). 

Vermehrt  man  w  um  2  IT,  so  bleibt  Z{u)  ungeandert,  und  E(\ 
verwandelt  sich  in 

E(u  +  2  Z)  =  £(*)  +  2^; 
vermehrt  man  u  um  2K' i7  so  verwandelt  sich  ÜT(w)  in 

Z(«  +  22T,:)  =  Z(tt)-£, 

und  folglich  £(«)  in 

E  (m  +  2JT *)  =  £  («  +  2  K'  t)  —  Z(«)  +  J 


> 


=  £(«)  +  ^{2j;jr» +  *,•}. 
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Nun  haben  wir  aber  zufolge  der  Legendre 'sehen  Relation  (Nr.  250, 
Bd.  H,  1,  S.  485,  Gleichung  (23),  vergl.  Nr.  251,  ebenda  S.  491) 

^{2EK'i  +  ni)  =  2E'i, 
wo 


U'i  =  xs  f*        *****       _-^, 


i 

2    2 


oder,  wenn  wir  wiederum  x  x  =  t  setzen, 

i 


J  y*(*-i)(*- 


**) 


X2 

der   dem   K'  %   entsprechende   aliquote   Theil   des   zu  E(u)   gehörigen 
Periodicitätsmoduls  ist*).     Es  ergiebt  sich  demnach 

E(u  +  2K'i)  =  E(u)  +  2E'i . 

Wir  sehen  also,  dass  während  das  elliptische  Integral  zweiter  Gat- 
tung E(u)  als  Function  von  x  keine  eindeutige  Umkehrung  zulässt, 
durch  Einführung  des  eindeutig  inversiblen  Integrales  erster  Gattung 
ti  als  neuer  unabhängiger  Variabein  eine  Function  E(u)  von  u  resultirt, 
die  eindeutig  ist,  und  bei  Vermehrung  des  Argumentes  u  um  Perioden 
die  entsprechenden  Zuwüchse  um  Periodicitätsmoduln  erfährt.  Wir 
laben  also  in  der  That  die  analogen  Verhältnisse,  wie  in  dem  Falle 
einer  beliebigen  linearen  Differentialgleichung,  deren  Integrale  sich  durch 
^Einführung  des  eindeutig  umkehrbaren  Integralquotienten  i?  einer  Dif- 
ferentialgleichung zweiter  Ordnung  in  eindeutige  Functionen  von  t\  ver- 
handeln und  die  Substitutionen  ihrer  Monodromiegruppe  erleiden,  wenn 
«tuf  rj  die  Substitutionen  der  Fuchs'schen  Gruppe  angewandt  werden, 
die  die  eindeutige  Umkehrungsfunction  von  i?  ungeändert  lassen. 

Die  Function  Z(u)  ist  selbst  ein  Integral  zweiter  Gattung,  nämlich 

X 

0 

da  nun  die  Integrale  der  allgemeinen  Differentialgleichung  (1)  zu  der 
-Fuchs 'sehen  Function  x  von  v\  in  ähnlicher  Beziehung  stehen,  wie 
*Üe  Function  Z(u)  zu  der  Function  snw,  so  nennt  man  nach  Herrn 
I*oincare  die  Integrale  yl9  y2,  •••  yn  von  (1)  als  Functionen  von  r\ 
]?uchs'sche  Zetafunctionen  (fonetions  zetafuchsiennes). 

*)  Vergl.  die  Berichtigung  zu  Bd.  II,  1,  S.  487  ff.  am  Schlüsse  dieses  Bandes. 


oni 
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353.     Allgemeine  Definition  und  Eigenschaften  der  Systeme 

Fuchs'scher  Zetafunctionen. 

Allgemein    definiren   wir   ein    System   Fuchs'scher   Zetafunc- 
tionen in  folgender  Weise: 

Sei 

#  =  (1,  St,  £„•••) 

eine  Fuchs'sche  Gruppe  von  der  in  der  Nr.  304  (S.  169 flf.)  angegebenen 
Beschaffenheit,  und  nehmen  wir  wie  gewöhnlich  den  Einheitskreis  der 
n\ -Ebene  als  Orthogonalkreis 5  seien 

ZV    Z2>  "  '   Zn 

n  innerhalb  des  Einheitskreises  existirende  eindeutige  Functionen  von 
rj  von  der  Beschaffenheit,  dass  sich  jedes  Z.  in  eine  lineare  homogene 
Function  der  Ziy  Z2 ,  •  •  •  Zn 

x=l 

verwandelt,  wenn  v\  eine  Substitution  Sv  der  Gruppe  &  erfahrt,  dann 
bilden  die  Substitutionen 

Tv  =  (afx)         (v=o,  1,  •  •  •;  s0=i,  r0=i) 

(f,   «al.V-.ll) 

eine    mit    fr   isomorphe    Gruppe    &.      Der   analytische   Charakter  der  -xs r 
Functionen  Z.  werde  dahin  fixirt,  dass  sich  diese  Functionen  innerhalb  *dK~h 
des  Einheitskreises  wie  rationale  Functionen  verhalten  und  in  der  Nahe  ^»  ~e 
der  auf  der  Peripherie  des  Einheitskreises  gelegenen  Ecken  Xx   der  dei  m.  -?r 
Gruppe  fr  entsprechenden  Theilung  eine  Darstellung  von  der  Form  (aX^^c) 
gestatten,  wo  die  Gradzahlen  der  Polynome  Pl9  •  •  •  P  der  Gleichung  (ß^Z  *) 
Genüge  leisten. 

Ein  so  beschaffenes  Functionssystem  nennen  wir  ein  Systenzxn 
Fuchs'scher  Zetafunctionen,  welches  zu  der  Fuehs'sehen  Gruppe  fr  unc^  i 
der  Fuchs'sehen  Zetagruppe  @,  oder  kurz  zu  den  Gruppen  fr  unc^  d 
&  gehört. 

Ehe  wir  auf  den  Existenzbeweis  für  diese  Functionen  bei  be  -«sö- 
liebiger  Wahl  der  mit  fr  isomorphen  Zetagruppe  0  eingehen,  mögemr  — n 
noch  einige  Eigenschaften  der  Systeme  Fuchs'scher  ZetafunctioneKT -^n 
hervorgehoben  werden,  die  eine  unmittelbare  Folge  ihrer  Definition:  ^ n 
sind. 

Zunächst  ist  evident,  dass  die  in  den  Nummern  350,  351  betrachÄ^"* 
teten  Fundamentalintegrale  yx,  •  •  •  yn  der  linearen  Differentialgleichung ^*& 
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der  Fuchs'schen  Classe  (1),  aufgefasst  als  Functionen  des  Integral- 
quotienten t}  der  Differentialgleichung  (2a),  ein  System  Fuchs'scher 
Zetafunctionen  bilden,  für  welches  die  zugehörige  Fuchs'sche  Gruppe  #■ 
und  die  Zetagruppe  ©  durch  die  projective  beziehungsweise  homogene 
Monodromiegruppe  der  Differentialgleichungen  (2  a)  beziehungsweise  (4) 
gegeben  werden.  Ebenso  bilden  aber  auch  die  Elemente  eines  dem 
[yj  entsprechenden  Fundamentalsystems  einer  beliebigen  mit  (1)  zu  der- 
selben Art  gehörigen  linearen  Differentialgleichung  ein  System  zu  den 
Gruppen  &,  &  gehöriger  Fuchs'scher  Zetafunctionen. 

—  Diese  letztere  Bemerkung  gestattet  eine  Umkehrung,  die  wir 
gleich  für  ein  beliebiges  System  Fuehs'scher  Zetafunctionen  beweisen 
wollen. 

Sei  x  =  f(rj)  eine  zu  der  vorgelegten  Fuchs'schen  Gruppe  #■  ge- 
hörige Fuchs'sche  Function,  die  innerhalb  des  Fundamentalbereiches 
FQ  von  &  jeden  Werth  nur  ein  einziges  Mal  annimmt,  und  sei 

ein  System  Fuehs'scher  Zetafunctionen,  welches  zu  den  Gruppen  #  und 
S  gehört.  Betrachten  wir  die  [yj  als  Functionen  von  x,  so  haben 
wir  uns  zuvörderst  die  Abbildung  des  Fundamentalbereiches  FQ  auf  die 
x-Ebene  zu  construiren. 

Wir  denken  uns  der  Einfachheit  wegen  den  Fundamentalbereich 
FQ  von  vornherein  so  gewählt,  dass  er  in  Bezug  auf  die  Anordnung 
seiner  Ecken  und  Seiten  von  derselben  Beschaffenheit  sei,  wie  der 
in  der  Nr.  211  (Bd.  II,  1,  S.  320)  betrachtete  Bereich  F0  (vergl.  Nr.  304, 
S.  169  ff.)  und  behalten  für  die  Ecken  und  Seiten  von  F0  auch  die  ge- 
wohnten Bezeichnungen  bei.     Wenn  dann 

lim  f(rj)  =  ax  (x=i,  2,      o) , 

lim  /'(17)  =  lim  /'(>?)  =  ao+1         (x=i,2,     o-i)  ?  • 

gesetzt  wird,  so  sind  die 

die  singulären  Punkte  der  linearen  Differentialgleichung 

(ii)  S  =  *(a;)M' 

aus  der  die  Fuchs'sehe  Function  x  =  f(rf)  durch  Inversion  des  Inte- 
gralquotienten  entspringt. 

Lassen  wir  v\  die  Begrenzung  von  F0  im  positiven  Sinne  durch- 
laufen, so  beschreibt  x  in  seiner  Ebene  ein  Liniensystem 


342  XVII.    Theorie  der  Zetafunctionen.    Kapitel  1. 

h>  h>  '"  h> 

welches  den  Punkt  a  ,  ,  mit  den  Punkten  a. ,  a9i  •  •  •  a  verbindet 
(vergl.  Nr.  215,  Bd.  II,  1,  S.  340,  insbesondere  Fig.  9),  und  die  durch 
dieses  Liniensystem  zerschnittene  #-Ebene  T  ist  die  eindeutig  conforme 
Abbildung  des  Fundamentalbereiches  .F0. 

Wenn  x  den  Querschnitt  lK  so  überschreitet,  dass  es  vom  posi- 
tiven Ufer  nach  dem  negativen  Ufer  übergeht,  so  erfahrt  ij  die  Sub- 
stitution Axrj  der  Gruppe  #,  die  die  Seite  sx  von  F0  in  die  Seite  sg' 
verwandelt;  die  [yj  aufgefasst  als  Functionen  von  x  erfahren  also  die- 
jenige Substitution  Ax  der  Gruppe  9,  die  der  Substitution  A9  von  d 
vermöge  des  zwischen  0-  und  ®  bestehenden  Isomorphismus  entspricht. 
Allgemein  erfahren  die  [yj,  wenn  x  irgend  einen  geschlossenen  Weg  U 
in  seiner  Ebene  beschreibt,  diejenige  Substitution  T9  der  Gruppe  S, 
die  der  Substitution  Svri  von  #•  entspricht,  welche  rj  durch  den  Um- 
lauf U  erleidet.  Innerhalb  T  sind  die  [yj  eindeutige  Functionen 
von  x. 

Da   die  [yj   eine   lineare  homogene  Substitution  erfahren,   wenn 
V  von  F0  nach  einem  anderen  der  mit  FQ  vermöge  der  Substitutionen 
von  #  congruenten  Bereiche  übergeht,  so  entspricht  im  Allgemeinen 
jeder  innerhalb  des  Einheitskreises  der  rj-  Ebene  gelegenen  Unendlich- 
keitsstelle  der   [y.]    eine   Unendlichkeitsstelle   von   derselben 
innerhalb  FQ7   und   da   ferner  die   [yj  als   Functionen  von  r\  in   de: 
Umgebung  jeder  Stelle,  die  im  Innern  des  Einheitskreises  liegt, 
Verhalten  rationaler  Functionen  zeigen,  so  können  dieselben  im  Inner 
des  Fundamentalbereiches  F0  jedenfalls  nur  an  einer  endlichen  Anzah 
von  Stellen  von  endlicher  ganzzahliger  Ordnung  unendlich  werden.   Seieic=vn 
die  diesen  Unendlichkeitsstellen  entsprechenden  #-Werthe 

so  befinden  sich  diese  innerhalb  der  Fläche  T9  und  die  [yj  verhaltenem 
sich  an  jeder  von  den  bt ,  •  •  •  bx  verschiedenen  und  im  Innern  vorige:  n 
T  gelegenen  Stelle  regulär,  während  sie  für 

wie  rationale  Functionen  unendlich  werden,  indem  ja  17  in  der  Um^  n- 
gebung  einer  solchen  Stelle  bx  nach  positiven  ganzen  Potenzen  vorr  ^n 
x  —  b    entwickelbar  ist. 

X 

Das  Verhalten  der  [yj  in  der  Umgebung  der  Stellen 

ai>  a2>"  ao>    ao+i 
der  x-  Ebene   ergiebt   sich   aus   den  in  Bezug  auf  das  Verhalten  de 


354.    Beziehungen  zwischen  Zetafunctionen.  343 

Fuchs'schen  Zetafunctionen  in  der  Nähe  von  Ecken  des  Fundamental- 
bereiches FQ  und  der  mit  F0  congruenten  Bereiche  getroffenen  Fest- 
setzungen durch  Umkehrung  der  in  der  Nr.  351  (S.  334  ff.)  angewandten 
Schlussweise.  Man  findet  so  ohne  Weiteres,  dass  die  Stellen  ax  für 
die  [y{]  keine  Punkte  der  Unbestimmtheit  sind.  Wir  haben  also  das 
Resultat: 

Das  System  Fuchs'scher  Zetafunctionen  [yj  aufgefasst  als 
Functionen  von  x  =  f(rj)  hat  die  Eigenschaft,  dass  ' 

1)  die  [y{]  innerhalb  der  Fläche  T  eindeutig  sind  und 
nur  an  einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen  von  endlicher 
ganzzahliger  Ordnung  unendlich  werden, 

2)  die  Verzweigungspunkte  der  [y,]  unter  den  Punkten 

enthalten  sind, 

3)  wenn  x  die  Querschnitte  lx  der  Fläche  T  überschreitet, 
die  [yj  die  linearen  Substitutionen  A(*=i,  *,•••«)  erleiden, 

und  umgekehrt  ist  jedes  System  von  n  Functionen  der 
Variabein  x,  welches  diese  drei  Eigenschaften  besitzt,  ein 
System  Fuchs'scher  Zetafunctionen  von  rj,  das  zu  den  Grup- 
pen #,  ®  gehört. 

Hieraus  folgt  sofort,  dass  die  Ableitungen  jeder  Ordnung  der  [yj 
nach  x  ebenfalls  ein  System  Fuchs'scher  Zetafunctionen  bilden,  das 
zu  den  Gruppen  #  und  ®  gehört,  und  dass  das  Gleiche  von  jedem 
Functionssysteme  gilt,  welches  durch  Gleichungen  von  der  Form 

(A)  FoVl+ F^  +  ■  ■  ■  +  Fp^       «=,,>,-,) 

definirt  wird,  wo  p  eine  beliebige  ganze  Zahl,  F0,  Fl7  •  •  •  F  Fuchs'- 
sche  Functionen  von  17,  also  rationale  Functionen  von  x  bedeuten. 
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die  zu  denselben  Gruppen  gehören. 

Betrachten  wir  allgemein  (n  +  1)  Systeme  zu  den  Gruppen  #,  & 
gehöriger  Fuchs'scher  Zetafunctionen 


y»+i,u  y«+i,2>  *  ■  *  y*+i, 
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und  definiren  die  n  Functionen  g>17  9>2,  •••  qpn,  v  durch  das  System 
linearer  Gleichungen 

so  sind  die  <pl}  qp2,  •  •  •  (pntl  proportional  den  aus  dem  rechteckigen 
Systeme 

(<J)  (yx.)  (x  =  l,2,...n-M;     .-=1,2,  •  •  •  *) 

gebildeten  Determinanten  n-ter  Ordnung,  falls  das  System  (d)  vom 
Range  n  ist.  —  Wenn  x  den  Querschnitt  lx  überschreitet,  so  erfahrt 
jedes  der  Systeme 


xn 


die  Substitution  Ax,  jede  der  erwähnten  (n  +  1)  Determinanten  mul- 
tiplicirt  sich  folglich  mit  der  Determinante  |  Ax  |  dieser  Substitution. 
Die  n  Quotienten  dieser  Determinanten  sind  also  in  der  unzerschnittenen 
x-  Ebene  eindeutige  Functionen  von  x,  und  da  diese  Functionen  ebenso- 
wenig wie  die  [yxJ  selbst  Unbestimmtheitsstellen  darbieten  können, 
sind  sie  rationale  Functionen  von  x  und  demnach  Fuchs 'sehe  Func- 
tionen von  r}.     Die  durch  die  Gleichungen  (I)  definirten  Functionen 

sind  also  proportional  gewissen  wohlbestimmten  rationalen  Functionen 
von  x,  d.  h.  wir  haben  den  Satz: 

1)  Je  (n  +  1)  Systeme  zu  den  Gruppen  #  und  0  gehörige 
Fuchs'scher  Zetafunctionen  von  r\  befriedigen  eine  homogen 
lineare  Beziehung  von  der  Form  (III),  deren  Coefficiente 
Fuchs'sche  Functionen  von  v\  sind. 

Falls  das  System  (d)  von  niedrigerem  als  dem   w-ten  Range  ist- 
befriedigen   die    Functionssysteme    nicht    eine,    sondern    mehrere  vor 
einander  unabhängige  Beziehungen  von  der  angegebenen  Art. 

Aus  diesem  Satze  ziehen  wir  nun  zwei  wichtige  Folgerungen  (verg 
die  ähnlichen  Betrachtungen  in  den  Nummern  163,  222,  Bd.  II,  1). 

Zuvörderst  betrachten  wir  das  System  [yj  Fuchs'seher  Zetafun 
tionen  und  die  Systeme  der  Ableitungen  1,  2,  •  •  •  w-ter  Ordnung  diese        r 
Functionen  nach  x.    Wenn  dann,  wie  wir  offenbar  voraussetzen  dürfe 
zwischen  den  [y.\  keine  lineare  homogene  Relation  mit  constanten  Coe 
ficienten  besteht,  so  ist  (Nr.  14,  Bd.  I,  S.  38)  die  Determinante 


(0 


ix  — 1 


dx-lyt 


dx*-1 
d.  h.  wir  haben  in  den 


4=0        (i,x=i,v.-n), 


; 
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(x  =  0,  1,-n;     f  =  l,2,-n) 

+  1)  Systeme  zu  den  Gruppen  fr  und  &  gehöriger  Zetafunctionen, 
3  ein  rechteckiges  System  vom  Range  n  bilden.  Diese  Systeme  be- 
edigen  demnach  eine  homogene  lineare  Relation  mit  in  x  rationalen 
»efficienten,  und  zwar  ist  der  Coefficient  der  n-ten  Ableitung  zufolge 
r  Ungleichung  (s)  von  Null  verschieden.  Hieraus  folgt  mit  Rück- 
et auf  die  oben  gefundenen  Eigenschaften  der  [yt]  der  Satz: 

2)  Betrachtet  man  ein  System  Fuchs'scher  Zetafunctionen, 
elches  zu  den  Gruppen  fr  und  ®  gehört,  als  Functionen  einer 
.  der  Gruppe  fr  gehörigen  Fuchs'schen  Function,  die  inner- 
Jb  des  Fundamentalbereiches  jeden  Werth  nur  ein  einziges 
al  annimmt,  so  constituiren  diese  Functionen  ein  Funda- 
entalsystem  einer  linearen  homogenen  Differentialglei- 
ung  n-ter  Ordnung  der  Fuchs'schen  Glasse,  die  nebst  den 
erthen 

c  den  Ecken  des  Fundamentalbereiches  der  Gruppe  fr  ent- 
rechen,  nur  noch  ausserwesentlich  singulare  Stellen  oder 
lche  wesentlich  singulare  Stellen  besitzen  kann,  wo  die  Inte- 
ale  wie  rationale  Functionen  unendlich  werden.  Die  Mono- 
omiegruppe  dieser  Differentialgleichung  ist  die  Gruppe  0. 
Bedeutet  [Z{]  ein  beliebiges  System  zu  den  Gruppen  fr  und  & 
höriger  Zetafunctionen,  so  folgt  durch  Zusammenstellung  dieses 
stems  mit  den  n  Systemen 

dxy£ 


dj? 


(x  =  0,l,  ••.*-!;     f  — l,i,    ••*) 


d  mit  Rücksicht  auf  den  Satz  1)  oder  auch  direct  aus  den  Ergeb- 
nen der  Nummern  163,  165  (Bd.  II,  1)  und  dem  Satze  2)  der  Satz: 

3)  Systeme  Fuchs'scher  Zetafunctionen,  die  zu  denselben 
ruppen<fr,  0  gehören,  befriedigen  als  Functionen  von  x=f(rj) 
ifgefasst,  Differentialgleichungen  derselben  Art, 

oder  mit  anderen  Worten: 

Jedes  System  zu  den  Gruppen  fr,  &  gehöriger  Fuchs'- 
her  Zetafunctionen  ist  durch  ein  solches  System  [yj  in  der 
>rm  (A)  darstellbar,  wo  die  Zahl^<n  ist. 


Zweites  Kapitel. 

355.    Einführung  der  Reihen  §  und  allgemeine  Eigenschaften 

derselben« 

Wir  wenden  uns  nun  zum  Beweise  der  Existenz  eines  Systems 
Fuchs 'scher  Zetafunctionen,  welches  zu  den  gegebenen  Gruppen  #  und 
9  gehört. 

Es  mögen  durch 

(*  =  0,1,2,    •  ;    50=1) 

die  Substitutionen  der  Gruppe  #  und  durch 

Tv=($x)  (-=0,1,2,..) 

(<,*  =  1,2,    ..*) 

die   entsprechenden  Substitutionen   der   mit  #  isomorphen  Gruppe 
bezeichnet  werden.     Es  werde  ferner  vorausgesetzt,   dass  die  Substitut, 
tionen  der  Gruppe  @  unimodulare  seien,  was  offenbar  keine  wesen*"~  -t- 
liche  Beschrankung  der  Allgemeinheit  involvirt. 

Die  zu  T¥  inverse  Substitution  von  6>  lautet  dann  (vergl.'  Nr.  3^     A 
Bd.  I,  S.  94) 

wo  j£p  die  zu  dem  Elemente  a*]  gehörige  Subdeterminante  der  Dete -»"• 

minante 

bedeutet. 

Wenn  wir  die  Substitution  T9  auf  ein  System  von  n  Grossen 

anwenden,  so  bezeichnen  wir  den  Ausdruck,  in  den  sich  y.  verwände     -^ 
durch 
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n 

und  betrachten  nun  n  rationale  Functionen  von  rj 

Mit  Hülfe  dieser  Functionen  bilden  wir  das  System  von  n  Reihen 


00  ---       m 


.  /j  er      \  I 

(1)  Md-^^WlMT?)         «=>.'.-■), 

wo  m  eine  positive  ganze  Zahl  grösser  als  Eins  bedeutet,  dann  be- 
sitzen diese  Reihen,  ihre  unbedingte  Convergenz  vorausgesetzt, 
die  folgenden  Eigenschaften. 

Untersuchen  wir  zunächst  die  Aenderungen,  die  die  Reihen  £,.  er- 
fahren, wenn  auf  i\  eine  Substitution  S  der  Gruppe  #  angewandt  wird. 
Die  Gesammtheit  der  Substitutionen 

8ß/t  ("  =  0,1,2,.) 

ist  mit  der  Gruppe  #,  die  Gesammtheit  der  Substitutionen 

TT  (.=0,1,2,  .) 

mit  der  Gruppe  S  identisch;  da  ferner 

(  T  T  ^ —  * rP~ '  *  T —  * 

ist,  so  können  wir  die  Reihe  £,.  in  die  Form 


00 .    _, 

in 


(2)  IM  -S^^ms^v)  (^äJ)* 

setzen. 

Wenden  wir  in  (1)  auf  v\  die  Substitution  S    an,  so  ergiebt  sich 

wir  erhalten  also  durch  Vergleichung  mit  (2) 
woraus  sich 

(3>  «.(^)-(4ji)"r^« 

ergiebt.     Diese  Gleichung  lehrt  also,  dass  sich  die  ^(rj)  bei  Anwen- 
dung der  Substitution  S    von  <&•  auf  17  mit  dem  Factor 
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(a^)"-  <m  +  <y"" 


multipliciren  und  überdies  die  der  Substitution  S    von  d  entsprechende 

r* 

Substitution  T    der  Gruppe  &  erfahren. 

Aehnlich  wie  bei  den  Thetareihen  (Nr.  314,  S.  210  ff.)  kommen  wir 
zu  Ausdrücken,  deren  Verhalten  gegenüber  den  Substitutionen  der 
Gruppe  &  ein  übersichtlicheres  ist,  wenn  wir  von  den  Reihen  ^(rj)  zu 
homogenen  Ausdrücken  des  Grades  (—  2  m)  zweier  Grössen  ulf  uf 
übergehen,  als  deren  Quotient 


«2 


die  Variable  rj  aufgefasst  werden  kann.  Betrachten  wir  z.  B.  die  zu 
der  Gruppe  &  gehörige  Fuchs'sche  Function  x  =  f{?i),  die  innerhalb 
des  Fundamentalbereiches  F0  von  &  jeden  Werth  nur  ein  einziges 
annimmt,  so  sind 

die  Elemente   eines  Fundamentalsystems  der  Differentialgleichung  (II 
(Nr.  353,  S.  341)  die  (vergL  Nr.  314,  S.  210)  sich  in 


(4) 


verwandeln,  wenn  rj  die  Substitution  Sy  der  Gruppe  fr  erfährt.     Dk:  ie 
homogenen  Substitutionen  (4)  constituiren  eine  mit  d  isomorphe  Gruppe  t, 

wir  behalten  für  die  Substitutionen  von  t  die  Bezeichnung  Sv  bei,  fc  Ha 
es  bei  den  folgenden  Ueberlegungen  auf  das  +>  durch  welches  dr  ~3e 
homogene  Substitution  sich  von  der  projectiven  unterscheidet,  nicl^Eit 
ankömmt. 

Multipliciren  wir  die  rationalen  Functionen 

Hx{n),  H^) ,  •  ■  ■  Hn(n) 

mit  i\2m,  wodurch  dieselben  in  homogene  Functionen  (Formen)  (L  -*s 
Grades  (—  2  m)  in  den  ul9  u2 

übergehen,  so  ist  offenbar 

/d  ST  n\  w* 

und  folglich  sind  die  Reihen 


366.    Ansatz  zum  Convergenzbeweise.  349 


00 


3(«i»  M*)  =  2'^rV,(^«1,  syus)  =  u-imi(n) 


v=0 


mfalls    homogene    Functionen    oder    Formen    des    Grades    ( —  2  m) 


•  u19  w2. 


Wenn  nun  die  ulf  w3  die  Substitution  S    der  mit  der  projeetiven 
uppe  &  isomorphen   homogenen   Gruppe  t  erfahren,   so   verwandelt 

h  Zi(*t,  «,)  in 

1  ^(«^1,  Sß»n)  =  ^K>  u2)         0  =  1,2,. ...), 

h.  die  ^(ttj,  m2)  werden  durch  die  entsprechende  Substitution  der 
uppe  @  transformirt  und  bilden  folglich,  die  unbedingte  Convergenz 
:  Reihen  (5)  vorausgesetzt,  ein  Functionssystem  von  17,  welches  in 
zug  auf  die  Gruppen  #  und  ®  ein  ähnliches  Verhalten  zeigt,  wie 
für  die  Systeme  der  zu  diesen  Gruppen  gehörigen  Fuchs'schen 
tafunctionen  gefordert  wurde.  Dabei  können  die  in  den  Reihen  (5) 
tretenden  <p{  (ux ,  u2)  offenbar  ganz  beliebige  rationale  homogene 
nctionen  ( — 2m)-ten  Grades  der  ul9  u%  bedeuten. 


356.     Ansatz  zum  Convergenzbeweise  im  Falle,  wo  keine 
parabolischen  Substitutionen  vorhanden  sind. 

Wir  gehen  nun  an  die  Untersuchung  der  Convergenz  der  Reihen  (5) 
siehungsweise  (1). 

In  mehr  expliciter  Form  lauten  die  Reihen  (1)  wie  folgt: 


(*  =  l,2,      ») . 


,  sich  (vergl.  Nr.  305,  S.  176)  für  die  Ausdrücke 


(«  =  1,2,..  *;     v  =  0,l,2,-    •) 


ie  obere  Grenze  angeben  lässt,  vorausgesetzt,  dass  (vergl.  a.  a.  0. 
175)  die  rationalen  Functionen  H.(rf)  an  keiner  auf  der  Peripherie 
*  Einheitskreises  gelegenen  Stelle  unendlich  werden,  und  dass  y\  weder 
ie  Unendlichkeitsstelle  dieser  n  rationalen  Functionen  ist,  noch  mit 
ter  solchen  vermöge  der  Substitutionen  der  Gruppe  d  correspondirt, 
hängt  die  unbedingte  Convergenz  der  Reihen  (la)  wesentlich  von 
r  Convergenz  der  n2  Reihen 
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00 


A\ 


(») 


,x(y,i  +  *Jira 


(.\x  =  l,  *,•••») 


ab. 

Wir  setzen  jetzt  voraus,  dass  die  Fuchs'sche  Gruppe  #  so 
beschaffen  ist,  dass  ihr  Fundamentalbereieh  FQ  keine  para- 
bolischen Ecken  enthält,  so  dass  also  die  Winkelsummen  bei 
den  Ecken,  die  einen  Cyklus  bilden,  nicht  gleich  Null,  son- 
dern gleich 

2  TT 

—  (x=i,V  ••<*+ 1) 

9x 

sind,  wo  die  gx  endliche  positive  ganze  Zahlen  bedeuten.  Bezeichnen 
wir  wie  gewöhnlich  mit  Alf  A2J  •  •  •  Aa  die  Substitutionen,  die  die 
congruenten  Seitenpaare  sx,  sx'  (x=i,2,  a)  von  F0  in  einander  trans- 
formiren,  dann  sind  diese  6  Substitutionen  elliptische  und  bilden  mit 
ihren  inversen  eine  Basis  der  Gruppe  0\  Jede  Substitution  von  &  ist 
in  der  Form 

(8)  S=A*A**..-A*S 

darstellbar,  wo  die  il9  i2,  •  •  •  i    Zahlen  der  Reihe  1,  2,  •  •  •  <*,  die 

positive  oder  negative  ganze  Zahlen  bedeuten. 
Zufolge  der  Relationen 

(9)  ^x*=1  (*  =  M,--*) 

kann  jede  Substitution  Sv  auf  unendlich  verschiedene  Arten  in  d< 
Form  (8)  dargestellt  werden,  es  wird  aber  unter  diesen  Darstellunge  -^äü 
eine  (eventuell  auch  mehrere)  geben,  für  welche  die  Summe  der  abz-^>- 
soluten  Beträge  der  Zahlen  kx  den  kleinsten  möglichen  Werth  erhäl  — t, 
wir  setzen  dann  diese  Summe' 

(10)  J>J  =  IndS, 

X  =  l 

und  nennen  sie  den  Index  der  Substitution  Sv. 

Sei  t\  z.  B.  ein  innerhalb  des  Fundamentalbereiches  jPq  gelegen« 
Werth,  und  denken  wir  uns  den  Punkt  Strj,  der  aus  17  durch  die  Su 
stitution  Sv  von  #•  hervorgeht,  mit  dem  Punkte  r\  =  0,  den  wir  a^^ 
innerhalb  von  FQ  gelegen  voraussetzen  wollen,  durch  eine  gerade  Lin  ^e 
verbunden.  —  Dann  entspricht  dieser  geraden  Linie  auf  der  Fläcfc^e 
vom  constanten  Erümmungsmaasse  —  1  eine  geodätische  Linie;  A— ie 
superficielle  Länge  der  geradlinigen  Strecke  von  0  bis  S9ri  ist  demna^^b 


356.    Ansatz  zum  Convergenzbeweise.  351 

ihts  Anderes  wie  der  geodätische  Abstand  der  diesen  beiden  Punkten 
tsprechenden  Punkte  auf  der  Fläche  vom  constanten  Krümmungs- 
lasse  —  1,  also  übereinstimmend  mit  der  in  der  Nr.  308  (S.  186) 
t  r  bezeichneten  Grösse.  Wir  haben  folglich  nach  Gleichung  (26) 
r  erwähnten  Nummer 


r 


'»log^ 


\S« 


Die  geradlinige  Verbindungslinie  der  Punkte  0  und  Sv  r\  wird  eine 
wisse  Anzahl  der  mit  .F0  congruenten  Bereiche  Fx  der  zu  der  Gruppe 
gehörigen  Theilung  durchqueren,  und  diese  Anzahl  N  kann  offenbar 
cht  kleiner  sein,  wie  der  Index  der  Substitution  S,.  Zwischen  der 
ihl  N  und  dem  geodätischen  Abstände  rr  des  Punktes  Sv  ri  vomNull- 
inkte  der  77 -Ebene  besteht  nun  eine  Beziehung,  die  sich  am  Einfach- 
m  herleiten  lässt,  wenn  man  sich  des  in  der  Nr.  287  (S.  108)  beim 
scontinuitätsbeweise  angewandten  Verfahrens  bedient. 

Betrachten  wir  die  N  Theile,  in  welche  die  geradlinige  Strecke 
,  89ij)  durch  die  von  ihr  durchschnittenen  Seiten  der  Bereiche  F 
rfällt  wird,  so  sind  zunächst  die  superficiellen  Längen  derjenigen 
leile,  die  keine  Ecken  umspannen  (vergl.  a.  a.  0.),  endliche  und  von 
lll  verschiedene  Grössen,  die  nicht  unter  eine  angebbare  Grenze  K 
rabsinken  können.  Die  Anzahl  dieser  Theile  unserer  Strecke  ist  also 
lenfalls  kleiner  wie 


r' 


»Icher  Theile  der  geradlinigen  Strecke,  die  aufeinander  folgen  und  eine 
id  dieselbe  Ecke  umspannen,  kann  es,  da  alle  Ecken  Doppelpunkte 
iptischer  Substitutionen  sind,  höchstens  h  geben,  wo  h  die  grösste 
iter  den  positiven  ganzen  Zahlen 

deutet.  Der  Uebergang  von  aufeinander  folgenden  Theilen,  die  eine 
stimmte  Ecke  umspannen,  zu  aufeinander  folgenden  Theilen,  die  eine 
dere  Ecke  umspannen,  erfolgt  nothwendig  durch  ein  Stück,  welches 
Ibst  keine  Ecke  umspannt,  aber  durch  die  Vereinigung  zweier 
ifeinander  folgender  und  verschiedene  Ecken  umspannender  Theile  ent- 
aht  (vergl.  die  Fig.  24,  S.  109).  Die  superficielle  Länge  eines  sol- 
len Verbindungsstückes  bleibt  stets  oberhalb  einer  gewissen  angeb- 
iren  Grenze  K,  die  Anzahl  solcher  Stücke  kann  demnach  nicht  grösser 

in,  wie 

r 
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Folglich  ist  die  Gesammtzahl  aller  Theile  unserer  Strecke 

Die  Zahl,  die  den  Factor  von  r  auf  der  rechten  Seite  dieser  Un- 
gleichung bildet,  ist  eine  feste  von  v  unabhängige  Grosse;  wir  bezeich- 
nen dieselbe  durch  a.  Dann  ist  also  zufolge  einer  oben  gemachten 
Bemerkung 

(11)  Ind  S<r'a. 


357.     Convergenabeweis  im  Falle,  wo  keine  parabolischen 
Substitutionen  vorhanden  sind«     Divergenz  der  Reihen  im 

allgemeinen  Falle. 

Seien  Ax  diejenigen  Substitutionen  der  Gruppe  0,  die  vermöge 
des  zwischen  den  Gruppen  &  und  9  bestehenden  Isomorphismus 
Substitutionen  Ax  von  #  entsprechen.  Dann  ist  offenbar  die  der  Sub —  «- 
stitution  Sv  von  #  entsprechende  Substitution  Tv  von  &  in  der  decscr^r 
Gleichung  (10)  entsprechenden  Form 


(12)  T  =  A^A*'  -  •  •  A*x 


darstellbar;  wenn  der  zwischen  #,  ®  bestehende  Isomorphismus  keinr"  ~an 
holoedrischer  ist,  so  gestattet  die  Darstellung  (12)  von  T9  eventuelÄ"«ll 
noch  eine  Reduction  auf  eine  Form,  wo  die  Summe  der  absoluten  B«^^  be- 
trüge der  Exponenten  kleiner  ist  wie  Ind  Sv .  Aus  (12)  folgt  für  dLi:  -üe 
zu  T9  inverse  Substitution 

(12a)  T~l  =  Ar^AT2/—1  •  •  -  A7*1: 

v       J  »  v       %fi— i  «l     ' 

die  Coefficienten  Ap  dieser  Substitution  treten  in  den  Reihen  (7)  m 
Ausdrücken   multiplicirt   auf,    die   nur   noch    von   der  Substitution 
abhängen.    Wir  wollen  darum  versuchen,  für  die  absoluten  Betrage  d 
A{?  eine  obere  Grenze  aufzufinden. 

f  X 

Betrachten  wir  die  Coefficienten  der  Substitutionen 

A      A      •  •  •  A 

und  ihrer  inversen,  so  lässt  sich   jedenfalls  eine  positive  Zahl  M 
geben,  die  nicht  kleiner  ist,  wie  der  absolute  Betrag  irgend  eines  dies 
2nö  Coefficienten.     Die  Coefficienten  einer  Substitution,  die  aus  z\ 
Substitutionen  A^1,  Aj-1  componirt  ist,  sind  Summen  von  n  Gliedei 
deren  jedes   ein  Product  von   einem  Coefficienten  der  einen  in  ein. 
Coefficienten  der  anderen  Substitution  ist;   der  absolute  Betrag  eiiE"  *ie9 
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solchen  Coefficienten  ist  demnach  nicht  grösser  wie  nJM*.  Schliesst 
man  so  weiter,  so  erkennt  man,  dass  für  die  in  der  Form  (12a)  dar- 
gestellte Substitution  T~x  der  absolute  Betrag  jedes  Coefficienten  der 
Ungleichung 

\4l\<(»Mfds> 

Genüge  leistet.     Wir  haben  also  mit  Rücksicht  auf  (11) 
(13)  \Ä^x\<er'a'lognM. 

Nun  ist  nach  Gleichung  (27)  der  Nr.  308  (S.  186) 

wo  K  eine  von  v  unabhängige,  nur  von  \rj\  abhängende  Grösse  be- 
deutet, und  folglich 

«  2m  —  4 


*  X 


Y*n  +  *v 


^     r'  [a   log  n  M  —  ro  +  2]  TT™  —  * 


Wählen  wir  die  ganze  positive  Zahl  m  so  gross,  dass 


(14) 

so  ergiebt  sich 

die  Reihe 


m  —  2  >  a  •  log  n  M , 


I  X 


rvn  +  *, 


im 


<K 


m  —  2 


rvn  +  ** 


CO 

v=0 


y*n  +  ** 


ist  aber,  wie  in  der  Theorie  der  Fuchs 'sehen  Thetafunctionen  bewiesen 
wurde  (Nr.  306,  S.  181,  Nr.  308,  S.  187)  convergent,  wir  haben  also 
die  Convergenz  der  Reihen  (7)  für  Werthe  von  m}  die  die  Un- 
gleichung (14)  befriedigen,  bewiesen,  und  hieraus  folgt  für 
ebensolche  Werthe  von  m  die  unbedingte  Convergenz  der 
Reihen  £,(17). 

Wir  bemerken,  dass  die  für  die  Zahl  m  gefundene  Beschränkung 
(14)  im  Allgemeinen  keine  nothwendige  ist;  da  es  uns  aber  im  Wesent- 
lichen nur  auf  einen  Existenzbeweis  ankömmt,  so  genügt  es,  die  Con- 
vergenz der  Reihen  6,(ij)  für  gewisse  wohlcharakterisirte  Werthe  von 
m  dargethan  zu  haben. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  dem  Falle,  wo  unter  den  Fundamental- 
substitutionen 

Ai  Ä*>'-  Äo+i 
der  Fuchs'schen  Gruppe  #  parabolische  Substitutionen  enthalten  sind. 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.   11,2.  23 
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Zuvörderst  ist  leicht  einzusehen,  dass  in  diesem  Falle  die  Reihen 
£t.  (17) ,  wenn  die  Gruppe  @  keinen  weiteren  Beschränkungen  unterworfen 
wird,  nicht  unbedingt  convergent  sein  können. 

In  der  That  sei  etwa 

eine  der  parabolischen  Substitutionen  unter  den  A  in  der  canonischen 
Form.  Dann  können  wir  uns  die  Gruppe  &  so  transformirt  denken, 
dass  die  der  Substitution  A  von  fr  entsprechende  Substitution  A  in 
der  canonischen  Form  (vergl.  Nr.  37,  Bd.  I,  S.  127) 

Ayx=mxyx+ wx_1yx_1        (*=i,2,..n;  *o=«) 

erscheint;  wir  nehmen  ferner  der  Einfachheit  wegen  an,  dass  die  wx_ 
sämmtlich  gleich  Null  sind,  so  dass  also 


A  = 


ml 

0  ... 

0 

0 

ms-  •• 

0 

0 

•                 •                • 

0  .  • . 

m 

n 

ist. 

Sondern  wir  aus  der  Reihe  £,(17)  diejenigen  Glieder  aus,  die  sie" 
auf  die  positiven  und  negativen  Potenzen  der  Substitution  A  beziehei 
so  lautet  das  Aggregat  dieser  Glieder 

j?»r,^,i)(*£a)" 

q  =  —  oc 

oder  da  nach  (15) 
ist, 

(16)         2  m79HiL-Li  +  *r)  n  +  iv(n  -  A)rf" 


wo 


B,(^-mn) 


gesetzt  wurde.     Die  Reihe  (16)  hat  also  die  Form 

(17)  j>N, 


v=-»w.- 


wo  q>(q)   den  Algorithmus  einer  rationalen  Function  von  q  bedeutet. 
Nun  ist  für  j  m.  j  >  1   der  Grenzwerth   des  Gliederquotienten  der 
Reihe 
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oo 


9  =  0 

für  |  m.  |  <  1  der  Grenzwerth  des  Gliederquotienten  der  Reihe 


00 


dem  absoluten  Betrage  nach  grösser  wie  Eins,  die  Reihe  (17)  ist  folg- 
lich, wenn 

'•»,1  +  1 


ist,  jedenfalls  divergent.  Da  die  m.  nichts  Anderes  sind,  wie  die  Wur- 
zeln der  zu  der  Substitution  A  gehörigen  Fundamentalgleichung,  so 
haben  wir  den  Satz: 

Wenn  die  Fuchs'sche  Gruppe  #  parabolische  Substitu- 
tionen enthält,  so  sind  die  Reihen  £.(17)  jedenfalls  nicht  un- 
bedingt convergent,  sofern  die  Wurzeln  der  Fundamental- 
gleichungen, die  zu  den  diesen  parabolischen  Substitutionen 
entsprechenden  Substitutionen  der  Gruppe  &  gehören,  von 
Eins  verschiedene  absolute  Beträge  besitzen. 

358.     Ansatz  zum  Oonvergenzbeweise  im  Falle  wo  parabolische 

Substitutionen  vorhanden  sind. 

Wenn  unter  den  Substitutionen 

parabolische  enthalten  sind,  so  werden  wir  mit  Rücksicht  auf  den  eben 
bewiesenen  Satz  nur  dann  in  eine  Untersuchung  der  unbedingten  Con- 
vergenz  der  Reihen  |t.  (rj)  einzutreten  haben,  wenn  die  den  parabolischen 
Substitutionen  der  Gruppe  &  entsprechenden  Substitutionen  der  Gruppe 
S  so  beschaffen  sind,  dass  die  absoluten  Beträge  der  Wurzeln  der  zu 
ihnen  gehörigen  Fundamentalgleichungen  den  Werth  Eins  besitzen. 
In  diesem  Falle  lässt  sich  aber  auch  zeigen,  dass  die  Reihen  £,.(*?)  für 
hinreichend  grosse  Werthe  von  m  allemal  unbedingt  convergent  sind. 
Die  Voraussetzung,  dass  alle  Substitutionen  von  &7  die  paraboli- 
schen Substitutionen  von  &  entsprechen,  Fundamentalgleichungen  be- 
sitzen, deren  Wurzeln  dem  absoluten  Betrage  nach  gleich  Eins  sind, 
lässt  sich  durch  die  einfachere "  ersetzen,  dass  diese  Bedingung  für  die- 
jenigen Substitutionen  von  ®  erfüllt   sei,  die  den  parabolischen  unter 

den  Substitutionen 

A      A      •  •  •  A 

A\i  ^*>  </+t 

23* 
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von  #  entsprechen.  Denn  jede  parabolische  Substitution  von  #  geht, 
wie  wir  wissen,  aus  einer  Potenz  der  unter  den  A17  At,  •  •  •  Aa.x 
enthaltenen  parabolischen  Substitutionen  durch  Transformation  mittelst 
einer  Substitution  von  #•  hervor;  eine  Substitution  von  ®,  die  einer 
parabolischen  Substitution  von  #•  entspricht,  entsteht  also  aus  einer 
Potenz  einer  derjenigen  Substitutionen,  die  den  parabolischen  unter  den 

entsprechen,  durch  Transformation  mittelst  einer  Substitution  von  ö; 
Substitutionen,  die  durch  Transformation  aus  einander  hervorgehen, 
haben  aber  dieselbe  Fundamentalgleichung,  und  die  Wurzeln  der  Fun- 
damentalgleichung einer  Substitution  T*  sind  die  p-ten  Potenzen  der 
Wurzeln  der  Fundamentalgleichung  der  Substitution  T. 

Ohne  dadurch  die  Allgemeinheit  zu  beschränken  können  wir  vor- 
aussetzen, dass  die  zu  dem  «y-gliedrigen  Eckencyklus  des  Fundamental- 
bereiches FQ  gehörige  Fundamentalsubstitution  Aa  ,  x  von  #■  keine  para- 
bolische sei-,  es  lässt  sich  das  nämlich,  wenn  unter  den  Zahlen 

wenigstens  eine  endliche  vorhanden  ist,  durch  einfache  Vertauschun 
der  Reihenfolge  und  damit  verbundene  erlaubte  Abänderung  von  I 
erreichen;  falls  jedoch  alle  g     unendlich   gross   sein   sollten,,  hat 


nur  einen  scheinbaren  (ö  +  l)-gliedrigen  Eckencyklus  mit  der  Winkel  -=1- 
summe  2tc  einzuschalten,  demselben  die  identische  Substitution  1  zuzi 
ordnen,   um    dann  F0   durch    erlaubte  Abänderung  so  umgestalten 
können,  dass  die  den  6  +  1  parabolischen  Substitutionen 

Ax>  Av  •••4,+i 

entsprechenden  Ecken  eingliedrige  Cykeln  bilden. 

Wir  betrachten  wieder  wie  im  Falle,  wo  keine  parabolische  Sim~T>- 
stitution  vorhanden  war,  einen  innerhalb  des  Fundamentalbereiches  — &1 
gelegenen  17-Werth,  und  die  geradlinige  Verbindungslinie  des  ebenfiuX  h 
innerhalb  F0  gelegenen  Nullpunktes  der  ly-Ebene  mit  dem  Punkte  Sr  ^- 
Die  superfizielle  Länge  der  geradlinigen  zwischen  0  und  S9ti  gelegenen 
Strecke  bezeichnen  wir  wie  oben  mit  r\     Die  gerade  Linie  (0,  Sr  *?) 
möge  den  Bereich  F0  in  einem  Punkte  der  Seite  sx    verlassen,  dann    m 

einen  der  mit  F0  congruenten  Bereiche  eintreten,  diesen  in  einom 
Punkte  der  der  Seite  sx    von  FQ  entsprechenden  Seite  verlassen  u.  s.  ^-5 

endlich  möge  die  von  dieser  Geraden  durchschnittene  Seite  des  letzte 
Bereiches,  welchen  dieselbe  noch  verlässt,  der  Seite  s  von  Fn  eTit- 
sprechen.     Dabei  bedeuten 
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*if  **>'--*? 

Zahlen  der  Reihe  +  1,  +  2,  •  •  •  +  <*,  und  für  ein  positives  k  wurde 
s_x  an  Stelle  von  sx'  geschrieben. 

Die  Substitution  Svr}  ist  dann  offenbar  in  der  Form 

S  =  A   A    .-.  A 
darstellbar,  wo  wieder  für  ein  positives  k 

zu  nehmen  ist.    Indem  wir  gleiche  und  aufeinander  folgende  unter  den 
Ax  ,  Ax  ,  -  -  •  Ax    zusammenfassen,  erhalten  wir  für  Sv  die  Darstellung 

(18)  8—Al>A**  •••  Ax* 

-wo  die  %v  i2,  •  •  •  it  Zahlen  der  Reihe  +  1,  +  2,  •  •  •  +  (f,  die 

kv  k„,  •  •  •  Ar 

positive  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Wir  denken  uns  nun  um  jede  Ecke  von  FQ  einen  kleinen  Kreis  von 
folgender  Beschaffenheit  beschrieben.  Für  eine  Ecke  k,  die  Doppel- 
punkt einer  elliptischen  Substitution  ist,  sei  der  betreffende  Kreis  der 
geometrische  Ort  aller  Punkte,  die  von  k  einen  gewissen  constanten 
(auf  der  Fläche  vom  constanten  Krümmungsmaasse  —  1  gemessenen) 
geodätischen  Abstand  haben,  für  eine  Ecke,  die  Doppelpunkt  einer 
parabolischen  Substitution  ist,  möge  der  betreffende  Kreis  den  Einheits- 
kreis in  dieser  Ecke  berühren.  Die  so  construirten  Kreise,  die  offenbar 
nichts  anderes  sind  wie  Bahncurven  (vgl.  Nr.  200,  Bd.  II,  1,  S.  271) 
derjenigen  Substitution,  um  deren  Doppelpunkt  dieselben  beschrieben 
sind,  bilden  wir  nun  durch  alle  Substitutionen  der  Fuchs'schen  Gruppe 
d  ab,  dann  erscheint  jede  Ecke  der  dieser  Gruppe  entsprechenden  Thei- 
lung  mit  einem  solchen  Kreise  umgeben,  und  zwar  sind  die  um  cor- 
respondirende  Ecken  beschriebenen  Kreise  im  Sinne  der  in  der  Nr.  285 
(S.  101)  eingeführten  Terminologie  einander  congruent.  Wir  können 
die  gedachten  Kreise  so  klein  wählen,  dass  dieselben  sich  gegenseitig 
ausschliessen ;  die  superficielle  Länge  einer  Linie,  die  zwei  auf  den 
Peripherien  zweier  verschiedener  dieser  Kreise  gelegene  Punkte  mit 
einander  verbindet,  kann  dann  nicht  unter  eine  gewisse  angebbare 
Grenze  l  herabsinken. 

Die  gerade  Linie  (0,  Svrf)  wird  im  Allgemeinen  eine  gewisse  Anzahl 
dieser   kleinen   Kreise    durchqueren;   diese  Anzahl    ist   aber  keinesfalls 

grösser  wie 

r 

— . 

I 
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Wir  sondern  nun  die  Substitutionen,  die  in  dem  Ausdrucke  (18) 
auftreten,  in  zwei  Kategorien.  In  die  erste  Kategorie  gehören  die- 
jenigen, die  Durchquerungen  von  Seiten  der  Bereiche  unserer  Theilung 
durch  die  gerade  Linie  (0,  Syr})  entsprechen,  die  entweder  ausserhalb 
der  kleinen  Kreise  oder  innerhalb  von  solchen  dieser  Kreise  er- 
folgen, die  um  Doppelpunkte  elliptischer  Substitutionen  beschrieben 
sind.  Der  zweiten  Kategorie  werden  jene  Substitutionen  zugezahlt, 
die  Durchquerungen  entsprechen,  die  innerhalb  von  kleinen  Kreisen 
erfolgen,  die  um  Doppelpunkte  parabolischer  Substitutionen  beschrieben 
wurden. 

Betrachten  wir  einen  dieser  letzteren  kleinen  Kreise  ©,  und  sei  X 
der  auf  demselben  befindliche  parabolische  Doppelpunkt.  Dann  münden 
offenbar  alle  Seiten  der  Theilung,  die  von  S  getroffen  werden,  in  dem 
Punkte  k  und  gehen  demnach  (da  die  parabolischen  Eckencykeln  als 
eingliedrige  vorausgesetzt  wurden)  aus  einer  dieser  Seiten  durch  An- 
wendung von  Potenzen  einer  parabolischen  Substitution  der  Gruppe  # 
mit  dem  Doppelpunkte  k  hervor.  Wenn  also  die  Gerade  (0,  S9y)  etwa 
7tx  solcher  Seiten  innerhalb  6  durchquert,  so  entspricht  diesen  Durch- 
querungen eine  in  dem  Ausdrucke  (18)  auftretende  Substitution 

E"* 

wo  Bx  eine  der  parabolischen  unter  den  Substitutionen  Alf  A%7'^Aa 
oder  deren  inversen  bedeutet. 

Die  Substitutionen  der  zweiten  Kategorie,  die  in  (18)  auftreten, 
können  also  durch 

B"1    E** ,  - .  >  BF* 

bezeichnet  werden,  wo  die  Bv  2?2,  •  •  •  B   parabolische  unter  den  Sub- 
stitutionen 


oder  deren  inversen,  die  %v  ;r2,  •  •  •  it  positive  ganze  Zahlen  bedeuten 
Die  Anzahl  q  dieser  Substitutionen  ist  offenbar  kleiner  wie  die  Anzah"  — «I 
aller  kleinen  Kreise,  die  die  Gerade  (0,  S  r[)  durchqueren  kann,  wirz:  r 
haben  also 


i<T 
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359.     Bestimmung  oberer  Grenzen  für  die  Summen  beziehungsweise 
Producte  der  Exponenten  der  Substitutionen  erster  und  zweiter 

Kategorie. 

Seien  elf  £2,  •  •  •  e  die  Exponenten,  zu  denen  erhoben  die  Sub- 
stitutionen der  ersten  Kategorie  in  dem  Ausdrucke  (18)  auftreten. 
Dann  lässt  sich  für  die  Summe  dieser  ex  sofort  eine  obere  Grenze 
angeben. 

Die   superficielle  Länge  einer  Curve,   die  zwei  auf  verschiedenen 

Seiten  von  FQ  gelegene  Punkte  mit  einander  verbindet,  ohne  in  einen 

der  kleinen  Kreise  einzudringen,   bleibt  offenbar  stets  oberhalb  einer 

gewissen  angebbaren  Grenze  K.    Die  Anzahl  der  Seiten  von  Bereichen 

unserer   Theilung,   die   von   der   geraden   Linie   (0,  Svrj)   in   Punkten 

überschiitten  werden,  die  ausserhalb  der  kleinen  Kreise  gelegen  sind, 

ist  demnach  nicht  grösser  wie 

r' 

■  ■!--■  • 

K 

Die  Anzahl  der  Seiten,  die  die  Gerade  (0,  Svrj)  im  Innern  eines  der 
kleinen  eine  elliptische  Ecke  umgebenden  Kreises  durchqueren  kann, 
ist  jedenfalls  nicht  grösser  wie  die  grösste  unter  den  Zahlen  gx,  die 
die  Periodicität  der  elliptischen  unter  den  Substitutionen 

A      A     •  •  •  A 

angeben;  sei  diese  grösste  Zahl  gleich  h.  Dann  ist  also  die  Anzahl 
der  von  unserer  Geraden  im.  Innern  von  kleinen  elliptische  Ecken 
umgebenden  Kreisen  überschrittenen  Seiten  nicht  grösser  wie 

hr' 

l 

Nach  der  Definition  der  Substitutionen  erster  Kategorie  haben  wir  also 

<m  iw(i+*)- 

Die  Maximalzahl  der  Durchquerungen,  die  innerhalb  eines  Kreises 
©  erfolgen  können,  der  um  eine  parabolische  Ecke  A  beschrieben  ist, 
d.  h.  also  der  den  Einheitskreis  in  A  berührt,  ergiebt  sich  in  folgender 
Weise. 

Möge  die  gerade  Linie  (0,  Srrj)  etwa  in  einem  Punkte  A  in  ß 
eintreten  und  bei  B  aus  S  austreten  (der  Fall,  dass  der  Punkt  Svr} 
sich  im  Innern  von  S,  also  zwischen  A  und  B  befindet,  ist  nicht  aus- 
geschlossen). Betrachten  wir  dann  die  in  der  Ecke  k  einmündenden 
Seiten,  so  berühren  dieselben  einander  im  Punkte  A  und  schneiden  in 
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diesem  Punkte  den  Einheitskreis  unter  rechtem  Winkel.  Irgend  zwei 
aufeinanderfolgende  dieser  Seiten  gehen  aus  einander  durch  Anwendung 
einer  parabolischen  Substitution  S  der  Gruppe  d  hervor,  die  den 
Punkt  A  zum  Doppelpunkte  hat.  Die  zwischen  je  zwei  aufeinander 
folgenden  solchen  Seiten  gelegenen  Bogenstücke  des  Kreises  <£  sind 
demnach  congruent  und  haben  somit  eine  constante  superfizielle 
Länge  r.  Bedeutet  also  N  die  superfizielle  Länge  des  von  A  bis  B 
reichenden  Bogens  des  Kreises  G,  so  ist  die  Anzahl  der  von  der 
Geraden  (0,  Syrf)   innerhalb  S  durchquerten  Seiten  jedenfalls  kleiner 

wie 

N 

x 

Für  die  Grösse  N  lässt  sich  aber  eine  obere  Grenze  angeben,  di 
nur  von  dem  geodätischen  Abstände  ü%  der  Punkte  A,  Bf  d.  h.  vo 
der  superfiziellen  Länge  der  zwischen  diesen  beiden  Punkten  gelegene: 
Strecke  der  geraden  Linie  (0,  Sy^)  abhängt. 

Bezeichne  p  den  einen  der  beiden  Punkte  des  Einheitskreises,  de 
von  der  gedachten  Geraden  ausgeschnitten  wird  und  setzen  wir 

(20)  «-«+*-Ya-ffrrt, 


wo  also  \(i\  =  1,  u}  v  real  sind,  so  entspricht  der  Peripherie  des  EiiE 


heitskreises    der  17 -Ebene  die   reale  £-Axe,   dem  Innern  des  rinhi.il  1 

kreises  der  v\- Ebene  die  obere  t- Halbebene,  dem  Kreise  6  ein  die  rea^Üe 
t-Axe  berührender  Kreis 

(21)  iu-ay+iv-ß)>  =  (tf 

wo  a  real,   ß  real  positiv   ist,    und  endlich  der  Geraden  (0,  S  t])  d-      er 
17- Ebene  eine  gerade  Linie  (weil  für  rj  =  p,  t  =  00  ist),  die  zur  real^™«n 
t-Axe  senkrecht  steht  und  den  Kreis  (21)  in  den  den  beiden  Punkt      «?n 
A}  B    der    rj- Ebene    entsprechenden    vertical    übereinander    liegend    — *n 
Punkten  mit  den  Coordinaten 

schneiden  möge.     Es  ist  dann  offenbar 

(a  —  ut)*  —  vtv%. 
Das  Bogenelement 

V  (i-j>*-s*)2 
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der  Flache  vom  constanten  Krümmungsmaasse  —  1  nimmt  in  den 
Coordinaten  u,  v  die  Gestalt  an 

ds=2y^±*z. 

V 

Wir  finden  demnach  für  die  superficielle  Länge  der  geradlinigen  Strecke 
von  (uv  vx)  bis  (uv  v%)  der  t- Ebene,  oder  was  dasselbe  heisst,  für 
die  superficielle  Länge  ßt  des  zwischen  den  Punkten  A,  B  gelegenen 
geradlinigen  Stückes  der  17 -Ebene  den  Ausdruck 

und  für  die  superficielle  Länge  N  des  zwischen  denselben  Punkten  ge- 
legenen Bogens  des  Kreises  (21) 

N=2ß  /^L=--»/i[lS=?P 


Da  nun 


A  _  6-ßi  =  J. i  =  2  A=J 


v*+vi 


v\    v*     y^h  Vw% 


und 


'2 


ist,  so  folgt 

(22)  iV<6ßl  -6"ßl  <6ßl. 

Die  Anzahl  der  Durchquerungen,  die  innerhalb  des  kleinen  Kreises 
(5  stattfinden,  ist  also  kleiner  wie 

<A 


X     > 


Und  da  diese  Anzahl  nichts  anderes  ist,  wie  der  Exponent  itx  in  der 
xu  diesem  Kreise  &  gehörigen  Substitution  der  zweiten  Kategorie  1%*, 
80  ist 

Wir  werden  für  die  Summe  der  Logarithmen  der  %x  einer  oberen 
Grenze  bedürfen;  bilden  wir  darum 

log3rx<21  — logr. 
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Offenbar    kann    eine    Grösse  k   so    angegeben    werden,    dass    für   alle 
Kreise  ß  die  Ungleichung 

Je  >  —  log  x 

erfüllt  ist,  dann  haben  wir  also 

log  ^X<ß1  +  A, 

und  da  die  Summe  aller  ß,  keinesfalls  grösser  sein  kann  als  die  super- 
fizielle Länge  r    der  Geraden  (0,  Sf frj)f  ergiebt  sich 

2TlogÄx<r/+gi, 

x=l 

I 

oder  da,  wie  oben  gefunden  wurde,  q  kleiner  ist  als  y, 

(24)  ^log*,<r'(l  +  *-V 

360.     Letzter  Theil  des  Convergenzbeweises. 

Betrachten  wir  nun   die  der  Substitution  Sv  von  d  entsprechend 
Substitution  Tv  von  &,  so  ist  dieselbe  in  der  Form 

(25)  T  =Aa*Aa*  •  ••  Aa* 

darstellbar,  wo  die  Ax  wieder  die  den  -4x(*=±i,  ±s,    -±o)  entsprechende] 
Substitutionen  von  0  bedeuten.     Seien 

die  den  in  (18)  auftretenden  Substitutionen  zweiter  Kategorie  en^~ -ab- 
sprechenden Substitutionen  von  07  dann  können  wir  diese  Substitc=-^u- 
tionen  in  folgender  Weise  umformen. 

Möge  allgemein   T    eine  beliebige  derjenigen  Substitutionen  voäzzdd 
0  bedeuten,  die  den  parabolischen  unter  den  Substitutionen 

oder   deren  inversen  entsprechen,    dann  sind  die   Bv  •  •  •  B    jedenfaü^Ms 

solche  Substitutionen  T  .     Denken  wir  uns  T    durch   TransformaticzzzDn 

p        t  p 

mittelst  einer  gewissen  Substitution  U  in  die  canonische  Form  geset=zt 

r  =  irlvu, 

wo  also 

und   für  w.=4=w     i    stets  w.    t  =  0  ist.     Wenn  wir  diese  Ausdrüc-^- "ke 

i   I       i  —  l  t  —  i 

der  B    in  (25)  einführen  und  beachten,  dass 
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Tx=irxVxTJ 

*t,  so  haben  wir  in  (25)  erstens  Substitutionen  Ax,  die  den  Substitu- 
ten erster  Kategorie  in  (18)  entsprechen,  mit  der  Exponentensumme 

p 

seitens   die   den   q  Substitutionen    zweiter  Kategorie   entsprechenden 

T  und  IT~  ,  endlich  die  den  Bv  B2,  •  •  •  B  entsprechenden  canonischen 
ubstitutionen   V  beziehungsweise  zu  den  Exponenten 

Zufolge  unserer  Voraussetzung  haben  die  zu  den  Substitutionen  T 
eziehungsweise  V  gehörigen  Fundamentalgleichungen  die  Eigenschaft, 
ass  ihre  sämmtlichen  Wurzeln  den  absoluten  Betrag  Eins  besitzen,  es 
t  demnach  für  alle  diese  Substitutionen 

|m,|  —  1  (»«1,2,.»). 

Wenn  nun  z.  B.  alle  w.  —  1  für  ein  gewisses  Fden  Werth  Null  haben, 
>  sind  die  Coefficienten  von  V  dem  absoluten  Betrage  nach  entweder 
leich  Eins  oder  gleich  Null,  jenachdem  dieselben  der  Diagonale  von 
angehören  oder  nicht.  Allgemein,  cL  h.  wenn  für  eine  Substitution 
r  nicht  alle  n._x  verschwinden,  bezeichnen  wir  für  einen  Augenblick 
e  Substitution  V  durch 

V=  (a.x)  (*,x  =  l,2, -.»); 

inn  ist  also 

a.x  =  0     für     x  >  r,  x  <  i  —  1 . 

Diejenigen    unter   den    Coefficienten  aj.j  der  Substitution   Vx}   die 
m  Null  verschiedene  Werthe  haben  können,  sind  für  ein  positives  k 
der  Form 

a\\  =  /,  a..  a.  .  •  •  •  a. 

^1»  «ii     -ü  —  i) 
/'i='V-i;    ij— /,/-i,/— 2j    ■il_1=si,  ,•_!,... ,-_;i+i;\ 

\  »  >»i  >*2>  •••  >lX  —  l  >x  ) 

krstellbar.  Die  Anzahl  der  durch  das  Summenzeichen  angedeuteten 
lieder  ist  für  x  =  i  gleich  Eins,  für  x  =  i  —  1  gleich  A,  für  x  =  i  —  2 
eich 

12      > 

s.  w.    Da  x  höchstens  gleich  n  sein  kann,  ist  demnach  ein  möglicher- 
eise von  Null  verschiedenes  Element  von  Vx  eine  Summe  von  höchstens 
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X(X  —  1)...(X  —  n  +  2) 
l."2...(n— i) 

Producten  von  je  k  Elementen  der  Substitution  V,  wobei  in  jedem 
Producte  höchstens  n  —  1  Elemente  mit  verschiedenen  Indices  (a(  f._x) 
auftreten.  Es  lässt  sich  folglich  eine  nur  von  den  absoluten  Betragen 
der  in  den  verschiedenen  Substitutionen  V  auftretenden  Elemente  n.  , 
abhängende,  von  A  unabhängige  positive  Grösse  M  so  angeben,  dass 
alle  Elemente  der  Substitution  Vx  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner 
sind  als 

Mk\ 

Wählen  wir  die  Grösse  M  zugleich  so  gross,  dass  sie  die  Elemente 
aller  Substitutionen 

und  deren  inversen  übertrifft  und  beachten,  dass  (vergl.  Nr.  357,  S.  352^ 
die  absoluten  Beträge  der  Elemente  einer  aus  zwei  Substitutionen  Ty  T^ 
componirten  Substitution  kleiner  sind  wie  nM  •  Mv  wenn  M}  Mx  posi — 
tive  Zahlen  bedeuten,  die  die  absoluten  Beträge  der  Elemente  von 
beziehungsweise  Tt  übertreffen,  so  erkennen  wir,  dass  die  Elemente  de 

Substitution  T   und  ebenso  die  der  inversen  Substitution  T~    dem  a 
soluten  Betrage  nach  kleiner  sind  als 


(nM)i=l 

nqWn** 

n                n 

=  (n 

P 

9 
n  ^log  *,- 

ei=1 

Nun  ist  aber  nach  (19)  und  zufolge  der  für  q  gefundenen  ober-^n 


Grenze  j 


*.,+».<•£+**-•) 


mit  Rücksicht  auf  (24)  können  wir  also  stets  eine  constante  Grösse*  a 
so  angeben,  dass  die  Coefficienten  der  Substitutionen  Tv  und  T^  d«m 
absoluten  Betrage  nach  kleiner  sind  als 


r'a 

e 


Hieraus  folgt  aber  genau  ebenso  wie  im  Falle  wo  #  keine  para- 
bolische Substitution  enthält  (Nr.  357,  S.  352),  mit  Rücksicht  auf   die 
Ungleichung  (13)  die  unbedingte  Convergenz  der  Reihen  6*00  ^r  ^xin' 
reichend  grosse  Werthe  von  m. 
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Fassen  wir  die  Resultate  der  Untersuchung  dieses  Kapitels  zusammen, 
so  können  wir  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

Sei    eine    Fuchs'sche    Gruppe   &    von    der    in    der   Nr.  304 

(S.169ff.)  charakterisirten  Beschaffenheit  gegeben,  für  welche 

die  Substitutionen 

A     A     •  •  •  A 

und  deren  inverse  eine  Basis  bilden,  sei  ferner  &  eine  Gruppe 
unimodularer  linearer  homogener  Substitutionen  in  den  n 
Grössen 

die  so  beschaffen  ist,  dass  jeder  Substitution  von  <&  eine 
wohlbestimmte  Substitution  von  @  entspricht,  so  conver- 
giren  die  Reihen  (1)  beziehungsweise  (5)  bei  hinreichend 
grossen  Werthen  der  ganzen  positiven  Zahl  m  unbedingt  für 
alle  Werthe  von  rj,  die  innerhalb  des  Orthogonalkreises  lie- 
gen, sofern  unter  den  Substitutionen 

A.    A    '  •  •  A     A       =  Ä~XA~X  •  •  •  A7Y 

keine  parabolische  enthalten  ist,  bei  beliebiger  Wahl  der 
Gruppe  0,  sofern  jedoch  die  Gruppe  &  auch  parabolische 
Substitutionen  enthält,  dann  und  nur  dann,  wenn  diejenigen 
Substitutionen  von  07  die  parabolischen  Substitutionen  von 
fr  entsprechen,  Fundamentalgleichungen  besitzen,  deren 
sämmtliche  Wurzeln  dem  absoluten  Betrage  nach  gleich 
Eins  sind. 

Wenn  die  Gruppe  0  den  angegebenen  Bedingungen  genügt,  so 
sagen  wir  kurz,  0  erfülle  die  Convergenzbedingungen. 


Drittes  Kapitel. 

361.     Existenz  der  Systeme  Fuchs 'scher  Zetafunctionen. 
Differentialgleichungen  für  die  Reihen  §  und  Z. 

Sehen  wir  nun  zu,  was  durch  die  Aufstellung  der  Reihen  (1)  be- 
ziehungsweise (5)  (Nr.  355,  S.  346)  für  den  Existenzbeweis  der  Fuchs'- 
schen  Zetafunctionen  gewonnen  ist.  Die  Reihen  (5),  die  wir  in  der 
Nr.  355  (S.  348)  als  homogene  Functionen  (Formen)  der  uv  ut  vom 
Grade  —  2  m  charakterisirt  haben,  erfahren,  wenn  auf  rj  eine  Substitu- 
tion der  Fuchs 'sehen  Gruppe  #,  also  auf  die  ul9  u%  die  entsprechende 
Substitution  der  mit  d  isomorphen  homogenen  Gruppe  t  ausgeübt  wird^ 
die  zugehörige  Substitution  der  Gruppe  &.  Das  Gleiche  gilt  also  auch- 
von  den  Ausdrücken,  die  wir  erhalten,  indem  wir  die  Reihen 

Zl(«V    %)>'-  Zn(Ul>    W*) 

mit  einer  beliebigen  Fuchs'schen  Function  oder,  was  dasselbe  heisst- 
mit  einer  invarianten  eindeutigen  Form  nullten  Grades  der  t*xl  f*2  muL 
tipliciren. 

Auf  die  Reihen  £■(*?)  übertragen  besagt  dies,  da  nach  dem  Sat: 
der  Nr.  316  (S.  219)  jede  Fuchs'sche  Function  als  Quotient  von  The 
funetionen  darstellbar  ist,  dass  die  Reihen  %. (rf),  durch  beliebige  The 
funetionen,  die  im  Sinne  der  Nr.  313  (S.  209)  zu  der  Zahl  m  gehöre 
dividirt,  Ausdrücke  liefern,  die,  wenn  auf  rj  eine  Substitution  von 
ausgeübt  wird,  die  entsprechende  Substitution  von  ®  erleiden.  D 
Bildungsweise  der  Reihen  St(^)  lenr^  aDer  sofort,  dass  diese  Quotienten 
im  Innern  des  Orthogonalkreises  das  Verhalten  rationaler  Function 
zeigen  und  in  der  Nähe  der  Ecken  der  der  Gruppe  #  entsprechend 
Theilung  eine  Darstellung  von  der  Form  (a)  (Nr.  351,  S.  336)  gestatte 
Man  erkennt  dies  durch  Anwendung  derselben  Methode,  mit  Hülfe  der»  ^ 
wir  in  der  Nr.  310  (S.  193)  die  analoge  Frage  für  die  Fuchs'sche  31 
Thetareihen  erledigt  haben.  Die  gedachten  Quotienten  und  fol 
lieh  auch  die  Reihen  Z.(uv  n2)  beziehungsweise  deren  Pr 
duete  in  beliebige  Fuchs'sche  Functionen  von  17,  sind  de 
nach  Fuchs'sche  Zetafunctionen,  die  zu  den  Gruppen  d  uim  d 
&  gehören. 
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Damit  ist  also  der  Existenzbeweis  für  die  Fuchs'schen 
Zetafunctionen  geliefert,  sofern  die  Gruppe  &  die  Conver- 
genzbedingungen  erfüllt. 

Herr  Poincare  hat  gezeigt,  dass  auch  umgekehrt  jedes  zu  den 
Gruppen  d,  &  gehörige  System  Fuchs'scher  Zetafunctionen,  sofern  & 
die  Convergenzbedingungen  erfüllt,  dargestellt  werden  kann  als  Quo- 
tient eines  Systems  von  Reihen  £,(17)  in  eine  Fuchs'sche  Thetafunction 
mit  der  Gruppe  #.  Wir  gehen  auf  eine  Darlegung  dieses  Nachweises 
nicht  ein,  sondern  bemerken  nur,  dass  derselbe  durch  ähnliche  Betrach- 
tungen erbracht  wird,  wie  der  analoge  in  der  Nr.  316  (S.  216)  gelie- 
ferte Beweis  für  die  Darstellbarkeit  einer  beliebigen  Fuchs'schen  Func- 
tion als  Quotienten  von  Thetafunctionen.  Für  die  Zwecke,  die  wir  im 
Auge  haben,  genügt  es  darauf  hinzuweisen,  dass  uns  die  Sätze  1),  2),  3) 
der  Nr.  353  (S.  343)  volle  Einsicht  gewähren  in  die  Art  und  Weise, 
wie  sich  beliebige  Systeme  Fuch sicher  Zetafunctionen,  die  zu  den 
Gruppen  #,  &  gehören,  durch  ein  System  der  zu  diesen  Gruppen  ge- 
hörigen Reihen  %.(ij)  beziehungsweise  Z.(ul7  u2)  und  der  zu  #■  gehörigen 
Fuchs'schen  Function  x  =  f(rj)  darstellen  lassen.  Wir  haben  nämlich 
lie  Sätze: 

1)  Die  Reihen 

genügen,  als  Function  von  x  =  f(rf)  aufgefasst,  einer  homo- 
genen linearen  Differentialgleichung  n-ter  Ordnung  der 
Fuchs'schen  Classe 

Für  welche  0  die  Monodromiegruppe  darstellt,  und  in  der  demgemäss, 
ia  @  nur  unimodulare  Substitutionen  enthält,  der  Coefficient  pl  die 
ogarithmische  Ableitung  einer  rationalen  Function  von  x  ist.  Die- 
jenigen singulären  Punkte  der  Differentialgleichung  (1),  wo  sich  die 
Integrale  verzweigen,  sind  die  den  Ecken  k%  des  Fundamentalbereiches 
P0  entsprechenden  Werthe 

lie  zu  x  =  ax  gehörige  determinirende  Fundamentalgleichung  besitzt, 
arenn   kx  im  Innern  des  Einheitskreises  liegt,  rationale  Wurzeln,   die 

ganzzahlige  Vielfache  der  zu  k    gehörigen  Zahl        sind;  wenn  k    auf 

ler  Peripherie  des  Einheitskreises  liegt,  sind  diese  Wurzeln  zu  Folge 
ler  für  ®  bestehenden   Convergenzbedingungen  real.     Ueberdies  kann 
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die  Differentialgleichung  (1)  noch  diejenigen  #-Werthe  zu  singularen 
Punkten  haben,  die  17-Werthen  entsprechen,  für  welche  eine  der  ratio- 
nalen Functionen  H.  beziehungsweise  q>.  unendlich  wird;  in  diesen 
Punkten  verhalten  sich  die  Integrale  von  (1)  wie  rationale  Functionen 
von  x. 

2)  Jedes  System  Fuch sicher  Zetafunctionen,  welches  zu  den 
Gruppen  ft  und  ®  gehört,  befriedigt  als  Function  von  x  aufgefasst 
eine  lineare  Differentialgleichung,  die  mit  (1)  zu  derselben  Art  gehört 
und  ist  folglich  in  der  Form 

dZ£                             d?-lZ. 
F  Z  -4-  F — -  4-  •  •  •  4-  F («=i, *,••*) 

darstellbar,  wo  die  F0,  Fv  •  •  •  Fn_x  rationale  Functionen  von  x  be- 
deuten. 

Die  Differentialgleichung  (1),  der  die  Zt(u19  u9)  als  Functionen 
von  x  genügen,  verwandelt  sich  durch  die  auf  abhängige  und  unab- 
hängige Variable  auszuübende  Transformation 

(2)  Z=u-im%,     x-f(n), 

die  wir,  da 

ist,  auch  in  die  Form 

(2a)  *-Gi)"*»      *  =  KV) 

setzen  können,  in  eine  Differentialgleichung  für  £  als  Function  von  y 
mit  in  17  eindeutigen  Coefficienten,  der  die  n  Reihen 

Genüge  leisten: 

Setzen  wir  ferner 

so  genügen  j  und  £  den  Differentialgleichungen 

<8*)      %+*.%&+ ■■■+<*-«> 

wo  (vergl.  Nr.  181,  Bd.  II,  1,  S.  189,  Gleichung  (10)) 


362.    Invarianten.     Z etaformen.  369 

ist  und  die  Coefficienten  px   rationale  Functionen  von  x,   die  Coeffi- 
cienten  qx  eindeutige  Functionen  von  17  sind. 

Wenn  p1  =  0  und  —  2m  =  w  —  1  ist,  wird  Z  mit  3  und  £  mit  j 
identisch. 


362.     Die  Invarianten  der  Differentialgleichung.     Zetaformen. 

Simultane  Covarianten.     Combinanten. 

Wir  können  nun  auf  Grund  der  Ergebnisse  des  fünften  Kapitels 

des  zehnten  Abschnittes  (Bd.  II,  1,  S.  185 — 199)  sofort  Ausdrücke  bilden, 

die  sich  aus  den  qx  und  ihren  Ableitungen  beziehungsweise  den  q    und 

ihren  Ableitungen  nach  17  rational  zusammensetzen  und  die,  abgesehen 

von  einer  Potenz  von 

dx 

dr\ 

als  Factor,  rationale  Functionen  von  x}  also  Fuchs'sche  Functionen 
von  17  sind. 

Solche  Ausdrücke  sind  z.  B.  die  n  —  2  Invarianten 

von  den  Gewichten  3,  4,  •  •  •  n.  Bezeichnen  wir  wie  a.  a.  0.  durch  &v(rj) 
die  Invariante  &v,  gebildet  aus  den  Coefficienten  qx,  durch  &v(x)  die- 
selbe Invariante,  gebildet  aus  den  Coefficienten  px,  so  ist 

*rfo)  —  (^)'*,(*)  ('  =  3,4, ...n); 

d.  h.  es  sind  die  Ausdrücke 

Fuchs'sche  Functionen  von  rj. 

Die   Invarianten  (ry   haben   die  Eigenschaft,   bei  einer  beliebigen 
Transformation 

fl  — 9(0 
der   unabhängigen  Variabein    der  Differentialgleichung  (3),   abgesehen 
Ton  dem  Factor 

\dt)  > 

umgeändert  zu  bleiben.  Damit  aber  rationale  Combinationen  der 
q    und  ihrer  Ableitungen,  oder  allgemeiner  gesprochen  der 

Sohlesinger,  Differentialgleichungen.    II,  2.  24 
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1,0»),  •••*.(*) 

und  ihrer  Ableitungen  nach  r\  mit  einer  geeigneten  Potenz  von  ul  mul- 
tiplicirt  Fuchs'sche  Functionen  von  r\  seien,  ist  nur  erforderlich,  dass 
sie  1),  wenn  r\  eine  projective  Substitution 

1       yij  +  tf' 

erfährt,  sich  nur  mit  einer  bestimmten  Potenz  von  (yrj  -f-  d)  multipli- 
ciren,  und  dass  sie  2)  ungeändert  bleiben,  wenn  auf  die 

*i(i),---e» 

eine  lineare  homogene  unimodulare  Substitution  ausgeübt  wird. 

Die  zweite  Eigenschaft  bedingt  nach  dem  Appell'schen  beziehungs- 
weise dem  Picard-Vessiot'schen  Satze,  dass  die  betreffenden  Aus- 
drücke rational  in  den  qx  und  deren  Ableitungen  nach  17  darstellbar 
seien,  in  Bezug  auf  die  erste  Eigenschaft  hingegen  leisten  die  In- 
varianten fty  offenbar  zuviel,  da  sie  nicht  nur  bei  projectiven,  sondern 
bei  beliebigen  Transformationen  der  unabhängigen  Variabein  r\  invariant 
sind.  Um  die  vorliegende  Frage  mit  gewissen  Problemen  der  Algebra 
linearer  Transformationen  in  Zusammenhang  zu  bringen,  ist  es  zweck- 
mässig, wieder  an  Stelle  der  Functionen  von  17  die  homogenen  Formen 
in  den  uv  u2  zu  betrachten. 

Nehmen  wir  also  das  System  der  n  Reihen 

(4)  ^i(«i>«i),  ' " '  3>i>  u*)  > 

die  wir  kurz  als  Zetaformen  vom  Grade 

—  2w  =  r 

bezeichnen  wollen,  dann  hat  eine  simultane  Covariante  H  dieses 
Formensystems  vom  Gewichte  ft  bekanntlich  die  Eigenschaft,  sich  ab- 
gesehen von  der  ft-ten  Potenz  der  Substitutions-Determinante  als  Factor 
zu  reproduciren,  wenn  die  uv  u2  durch  homogene  lineare  Functionen 
ihrer  selbst  ersetzt  werden.     D.  h.  wenn 


(5) 
und 


gesetzt  wird,  ist 

(6)  H(Zt («!,  »,),  ■■■Zn («j,  «,);    ut,  m2) 

=  (ad  -  ßyfH(Zl  (»,,  vj ,  •  ■  ■  Zn  {vlf  vji    vlf  *,) . 
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Unter  den  simultanen  Covarianten  eines  Systems  von  Formen  des- 
selben Grades*),  wie  es  uns  hier  in  den  Z.(uu  t*2)  vorliegt,  giebt  es, 
wie  zuerst  Sylvester  bemerkt  hat,  stets  solche,  die  abgesehen  von  einem 
Factor  unge'ändert  bleiben,  wenn  die  Elemente  des  Formensystems  selbst 
einer  linearen  homogenen  Substitution  unterworfen  werden;  dieser  Fac- 
tor kann  dann  nur  eine  Potenz  der  Substitutions-  Determinante  sein. 
Solche  Covarianten  nennt  man  Combinanten  des  Formensystems. 

Wenn  also  H  eine  Combinante  ist,  so  befriedigt  sie  die  Gleichung 


H(SZlf  •  •  •  SZJ  =  \aix\pH(Zv  •  •  -  Z)        (if«-i,t,...,), 


wo 


sz.=  «.^h y  ainzn       <•■-!, «,■  ••«) 

eine  beliebige  lineare  Substitution  mit  nicht  verschwindender  Determi- 
nante in  den  Z.,  •  •  •  Z    bedeutet. 

Betrachten  wir  nun  eine  solche  Combinante 

H(ZV  ■  ■  ■  Zn ;  uv  us) 

unseres  Formensystems;  dann  ist,  wenn  (5)  eine  Substitution  Sv  der 
Gruppe  t  bedeutet,  zu  Folge  der  Co  Varianteneigenschaft,  und  da  8v 
unimodular  ist, 

(7)  H{Zx{uv  w2) ,  .  •  •  Zn  {uv  uj ;  ul9  «•,) 

=  H(ZX  (v19  ty,  •  •  •  Zn  (vv  v2);  vlf  vf) . 
Da  ferner 

ist,  wo  Tv  die  dem  Sv  entsprechende  Substitution  von  &  bedeutet,  so 
haben  wir 

#(£,(«„  M2),  •  •  •  Zn(U1}  «2);    »i,  M2) 

und  dies  ist  zufolge  der  Combinanteneigenschaft,  und  da  Ty  unimodular 
sein  sollte,  weiter  gleich 

H{Zx(uv  uj,  -  •  •  Zn{nl}  i*a);  uv  w2); 
es  besteht  also  nach  (7)  die  Gleichung 


*)  In  der  Invariantentheorie  der  ganzen  rationalen  Formen  bezeichnet  man 
die  Dimension  in  Bezug  auf  die  Variabein  als  Ordnung,  die  Dimension  in 
Bezug  auf  die  Coefficienten  als  Grad;  da  wir  es  hier  mit  transcendenten  Formen 
zu  thun  haben,  können  wir  die  Bezeichnung  Grad  für  die  Dimension  in  den  Varia- 
bein im  gewohnten  Sinne  beibehalten. 

24  • 
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H(Zt  («j,  M8),  •  •  •  Z.(«lf  m8);  «„  us) 
=  H(Zt(S,ult  S9uj,  ■  ■  ■  Zn{Svuv  S, «,);  Suv  S,u,), 

d.  h.  H  bleibt  als  Function  der  ul9  w3  ungeändert,  wenn  auf  diese 
beiden  Grössen  eine  Substitution  St  der  Gruppe  t  ausgeübt  wird. 

Wenn  sich  also  H  aus  den  Z.(iiv  nt)  und  deren  Ableitungen 
rational  zusammensetzt,  so  ist  es  eine  zu  der  Gruppe  fr  beziehungs- 
weise t  gehörige  eindeutige  invariante  Form  der  ul9  u2  und  zwar  eine 
Fuchs'sche  Function  von  r\. 

Gehen  wir  wieder  auf  die  inhomogene  Gestalt  unserer  Ausdrücke 
zurück. 

Wenn  H(ul9  w2)  eine  Combinante  des  Formensystems  [Z.(tiv  «*)] 
und  in  den  ul9  u2  homogen  vom  Grade  q  ist,  so  wollen  wir  auch 

als  eine  Combinante  p-ten  Grades  des  Functionssystems 

bezeichnen,  dessen  Elemente  6,.  (17)  selbst  als  Functionen  vom  Grade 
—  2m  =  r  der  Variabein  17  aufzufassen  sind.  Eine  solche  Combinante 
verwandelt  sich  also  nach  Multiplication  mit  u*  in  eine  Fuchs'sche 
Function  von  17. 

363.     Invarianz  der  Differentialgleichung  für  die  Reihen  g. 
Systeme  von  Formen,  ihre  Jaeobi'sehe  Combinante  und 

Differentialgleichung. 

Die  Differentialgleichung  (3)  hat  die  Eigenschaft,  sich  durch  di  « 
Transformation 

(8)  Srt  =  v,      f-Sf)"6 

in  die  Differentialgleichung 

(3v)  .£  +  i(Ö;£3-  + •••  +  «.(©!-<> 

zu  verwandeln,  für  welche,  da 

und  folglich 

ist,  die  Ausdrücke 
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also  auch  die 

selbst  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  darstellen.  Die  Differen- 
tialgleichung (3i>)  geht  demnach  aus  (3)  hervor,  indem  man  in  (3)  £ 
an  die  Stelle  von  rj  und  £  an  die  Stelle  von  £  schreibt;  d.  h.  mit 
anderen  Worten,  die  Differentialgleichung  (3)  verhält  sich 
gegenüber  den  Transformationen  (8)  invariant. 

Man  kann  nun  der  Differentialgleichung  (3)  eine  solche  Form 
zuertheilen,  dass  ihre  Invarianz  bei  den  Transformationen  (8)  unmittel- 
bar in  Evidenz  tritt,  indem  nämlich  nur  solche  Ausdrücke  in  dieser 
Form  auftreten,  die  Combinanten  des  Functionssystems 

sind. 

Betrachten  wir  zu  diesem  Ende  allgemein  ein  System  von  n 
linearunabhängigen  Functionen  der  Variabein  rj 

denen  eine  gewisse  Gradzahl  g  beigelegt  werden  möge  in  dem  Sinne, 
dass  sie  aus  homogenen  Functionen  <7-ten  Grades  der  ulf  ut 

zl  (ulf  w2) ,    *2  (ul9  «,),••■*,  (ul9  m2) 
durch  die  Gleichungen 

entstanden  zu  denken  sind.  Dann  befriedigen  die  £.  als  Functionen 
von  ij  die  homogene  lineare  Differentialgleichung  w-ter  Ordnung 

'  t  v  •  •  ■  s(Ä) 


(9)  c-iy 


M 


•    •     I 


wo  die  Accente  Ableitungen  nach  rj  bedeuten  und 


b»  »9  »s 


n-l) 


9«  8a  bfl 


n-l) 


'»  *»n 


gesetzt  wurde. 

Wenn  man  die  (n  —  l)-ten  partiellen  Ableitungen  der  homo- 
genen Functionen  zx(uv  u2)  nach  ulf  u2  durch  die  Ableitungen  der  ^ 
nach  r}  ausdrückt,  so  ergiebt  sich  • 
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dn~1z 


du\ 


=? = <~% + <~X +■•-  +  <rX-1] 


dn~li 


*  «(»  —  !)»■' 


du\-'dut 


«r)c+--+«ri,c-i), 


am.n — 1  nn       *x 

wo,  wie  man  durch  Induction  leicht  verificirt, 

«ir1)=^(5'-i)---(^-»+2)<-"+i, 


-^(^-l),-G'-»  +  2)"-X*""+1)^«i.C»-Ü» 


ist.     Hiernach  erhält  man 

V  =  o,i,  ..»-1/ 
d.  h.  der  Function  D  ist  der  Grad 

y  =  W(flf  —  n+  1) 

beizulegen.  Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  bekanntlich  eim. 
simultane  Co  Variante,  und  zwar  eine  Combinante  (die  sogenannt: 
Ja co bi'sche  Combinante)  des  Formensystems  zv  zv  •  •  •  znJ  wir  hab» 
also  im  Sinne  der  eingeführten  Terminologie  in 

n  (tu  t„  ■  ■  •  O 

eine  Combinante  des  Functionssystems  £  ,  £2;  •  •  •  £n. 

Bilden  wir  nun  die  w-te  Ueberschiebung  der  Combinante 

über  die  Form  g-ten  Grades 

so  ist  dieselbe  (vergl.  Nr.  298;  S.  146)  vom  Grade 

g  -f  y  —  2w  =  (n  +  l)(g  —  n), 

also  vom  selben  Grade  wie  die  durch  Multiplication  mit  der  geeigneten 
Potenz   von   nx    homogen    gemachte    linke    Seite   der    Differentialglei- 
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chung  (9),  die  wir  nach  Analogie  der  für  D(£v  £2,  •  •  •  £  )  gefundenen 
Formel  in  der  Form 


F** 


=  ?(^-i)2--(^-n  +  i)V;+1)^)i)(g^1,^...o 


/i,  x  =  0,l,..*\ 

darstellen  können.    Drückt  man  die  partiellen  Ableitungen  der  Formen 

nach  uv  u2  durch  die  nach  rj  genommenen  (sogenannten  einseitigen) 
Differentialquotienten  der  Functionen  £  und  D  aus  und  setzt  mit  Herrn 
HiLbert  allgemein  für  eine  beliebige  Function  f  von  y\}  der  die  Grad- 
zahl h  beigelegt  werden  kann, 

(fh  = i        a— o.i,!,-..). 

Kfn       ä(ä— 1)     .(Ä  —  l  +  l)drt 

so  erhält  man  für  die  w-te  Ueberschiebung  der  Form  4(uv  w2)  über 
*(ai>  u%)  ^en  Ausdruck 

(z/,*)(w)=<+1)*-n)(Z),  g)(w), 
woselbst 

(D,  ©«-£(- 1)-(»-_ ^2:;(l3*_±i)(2))x(ÖB_i 


_  'n — x 

x=Ö 


gesetzt  wurde.     Wir   bezeichnen   diesen   letzteren  Ausdruck,   der   also 
nichts  Anderes  ist,  wie  die  inhomogene  Gestalt  von 

to  *)(n)> 

als  die  w-te  Ueberschiebung  der  Functionen  D;  £  übereinander. 
Die  x  =  0  und  x  =  1  entsprechenden  Glieder  in  (Z),  £)     stimmen 
offenbar  mit  den  beiden  ersten  Gliedern  der  mit  dem  Factor 

l 

g{g  —  1)  —  ÖF  —  n+l) 

multiplicirten   linken   Seite   der  Differentialgleichung  (9)   überein;   die 
Differenz 

(10)  ^^gLlTFi)  *<«» «..«.,-  5.)  -  <*>»  Ö" 

ist     demnach     ein    Differentialausdruck    von    nur    (w  —  2)  -  ter    Ord- 
nung in  £. 

Die  linke  Seite  der  Differentialgleichung  (9)  ist  als  Determinante 
des  Functionssystems  £,  £i;  •  •  •  £ft  eine  simultane  Covariante  und  Com- 
binante  dieses  Functionssystems  vom  Grade  (w  +  1)  (g  —  w);  da  auch 
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(D,  £)'"> 

eine  simultane  Covariante  desselben  Grades  ist,  und  Covarianten  des- 
selben Grades  auch  vom  selben  Gewichte  sind,  so  ist  auch  die  Diffe- 
renz (10)  eine  Covariante  vom  Grade  (n  +  1)  (g  —  n)  desselben  Punc- 
tionssystems. 

Wir  setzen  nun 

(-iyD(t,t1,tt,...ti)  =  g(g-l).--(g-n  +  l)[(D,t)(n) 

und  bilden  die  (w  —  2)-te   Ueberschiebung   von  D2  über  £ 

dann  stimmt  das  erste  (5)»_2  enthaltende  Glied  dieser  Ueberschiebung 
mit 

JVC)-, 

überein,  und  wir  haben  folglich 

(-  VfB  (t,  tt,  i,,  ■■■  Ü  -  g  (g  -  1)  •  ■  •  (g  -  n  +  1)  [(Z),  C)w 
+  <pv  £)<-«>  + äs-  (?)„_,+ h-ö.-ö- 

Fahren  wir  so  fort,  so  erhalten  wir  schliesslich  die  linke 
Seite  der  Differentialgleichung  (9)  als  Aggregat  von  Ueber- 
schiebungen 

(11)        (D,  g)(R)  +  (P„  0(-,)  +  (P„  g)("~3)  +  •  •  •  +  (P„  ÖW 
dargestellt,  wo 

gesetzt  wurde. 

Wir  behaupten  nun  zuvörderst,  dass  diese  Ueberschiebungen 
sämmtlich  vom  Grade  (n  +  1)(</  —  n)  und  dass  die  Coefficienten 

DP    P    •  •  •  P 

dieser  Darstellung  Gombinanten  des  Functionssystems  £j,  £2,  •  •  •  £n  sind. 

364.    Invariante  Gestalt  einer  linearen  Differentialgleichung,  ins- 
besondere der  für  die  Zetaformen.     Allgemeine  Bemerkungen. 

Zum  Beweise   bedienen  wir   uns  nach  dem  Vorgange  des  Herrn 
A.  Hirsch  des  folgenden  Satzes  von  Herrn  Hubert. 
Sei 
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ein  System  von  Formen,  yx  der  Grad  der  Form  fx  oder  der 
Function  q>x}  dann  ist  jede  isobare  Function  F(rj)  vom  Ge- 
wichte p  der  Ausdrücke 

die  in  den  (einseitigen)  Differentialquotienten  jeder  einzel- 
nen der  Functionen  q>x  homogen  von  dem  Grade  yx  ist  und 
die  der  Differentialgleichung 

«=1,2,    •• 

Genüge  leistet,  eine  simultane  Covariante  des  Functions- 
systems  q>x  vom  Grade 

«  =  1,2,.- 

Wie  bereits  oben  bemerkt  wurde,  ist  der  Ausdruck  (10)  oder 

5--D1-(0._,+^,-(0._,  + •••  +  !>.•: 

eine  simultane  Covariante  vom  Grade  (»  +  1)  (g  —  n)  des  Functions- 
systems 

und  genügt  demnach  der  partiellen  Differentialgleichung 

Da  diese  Differentialgleichung  eine  Identität  darstellt,  so  müssen,  wenn 
wir  nach  den  Grössen 

«)„_„  (ö._„  •  •  • : 

ordnen,  die  Coefficienten  jeder  einzelnen  dieser  Grössen  verschwinden. 
Der  Coefficient  von  (£)„_*  gl^ch  Null  gesetzt  giebt 

<%Ti  (  dD9  dl>«  \ 

und  hieraus  folgt  nach  dem  Hubert 'sehen  Satze,  dass  Z)g  eine  simul- 
tane Covariante  der  £lf  £2,  •  •  •  ln  vom  Grade 

»  (jf  —  n  +  1)  —  4 
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ist.     Da   aber  D%  eine   rationale  Differentialfunction    der  Coefficienten 

der  Differentialgleichung  (9)  ist,   so    haben  wir  in  D%  oder  P2  nicht 
nur  eine  Covariante  sondern  eine  Combinante  des  Functionssystems 

Bilden  wir  also 

so  ist  dieser  Ausdruck  ebenso  wie  D  eine  simultane  Covariante  der 

vom  Grade  (n  -f"  1)  (g  —  n),   das  Gleiche   gilt  folglich  auch  von  der 
Differenz 

und    durch    ähnliche   Schlüsse   wie   oben   findet   man   nunmehr,    dass 
auch  _ 

eine    Combinante    des    Functionssystems   £x,  £2,  •  •  •  %H   und   zwar  eine 
solche  vom  Grade 

n  (ff  —  n  +  1)  —  6 
ist,  u.  s.  w. 

Wir  haben  also  in  der  That  in  (11)  eine  Form  der  linken 
Seite  unserer  Differentialgleichung  (9),  in  welcher  die  ein- 
zelnen Terme  simultane  Covarianten  des  Grades  (»  +  l)(flf— ») 
des  Functionssystems 

und  die  Coefficienten 

DP    P    •      P 

Combinanten     des     Functionssystems    £x,  gj,  •  •  •  £n     von    den 

Graden 

y,  y  —  4,  y  —  6,  •  •  •  y  —  2n 

sind.     Multipliciren  wir  nun  noch  den  Ausdruck  (11)  mit 

,,(n+l)(?-n) 
Ul 

und  setzen  dieses  Product  gleich  Null,  so  erhalten  wir  die  Differential- 
gleichung 

(12)    (j,  *)<">  +  (nv  *f-»  +  (nv  *)("-S)  +  •  •  •  +  nn  ■  $  -  o 

für  die  homogene  Function  z  vom  #-ten  Grade  in  den  beiden  Variabein 
t«ll  uv  die  durch  das  Formensystem 
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(13)  *!(*!,*,),     *,(«i>  «0,- ••*«(«!,  «0 

befriedigt  wird  und  deren  Coefficienten 

(14)      z/(mx,«2),    77x(«1,u3)  =  «^— )-,)-8"Px        (.-Li...-) 

Combinanten  des  Formensystems  (13)  von  den  angegebenen  Graden 
sind. 

Wir  bezeichnen  (12)  als  die  invariante  Gestalt  der  Differential- 
gleichung (9). 

Identificiren  wir  also  die  Differentialgleichung  (9)  mit  der  durch 
die  Reihen 

Mi),  *,(*),  ■••6„d) 

befriedigten  Differentialgleichung  (3)  der  Nr.  361  (S.  368),  nachdem 
wir  die  letztere  Gleichung  noch  mit  dem  Factor 

e 
multiplicirt  haben,  so  ist 

g  =  —  2m 

zu  setzen,  und  die  Gleichung  (12)  wird  durch  die  Fuchs 'sehen  Zeta- 
formen 

befriedigt,  während  die  Coefficienten  (14)  invariante  eindeutige  Formen 
der  uv  m2  von  ganzen  und  geradzahligen  Graden,  also  Fuchs 'sehe 
Functionen  von  r\  sind. 

Die  Differentialgleichung  (1)  (Nr.  316,  S.  367),  der  die  ZM(ulf  u2) 
als  Functionen  der  Fuch suchen  Function  x  =  f(ri)  Genüge  leisten, 
hat  vor  der  Differentialgleichung  (3),  der  die  £x(i?)  als  Functionen  von 
tj  genügen,  den  Vorzug,  dass  die  Coefficienten  von  (1)  einen  leicht  zu 
übersehenden  analytischen  Charakter  besitzen,  indem  sie  nämlich  ratio- 
nale Functionen  von  x  sind.  Dagegen  hat  (3)  vor  (1)  die  Eigenschaft 
voraus,  von 

völlig  unabhängig  zu  sein,  also  kein  Element  zu  enthalten,  welches  in 
der  Definition  der  Fuch s 'sehen  Zetafunctionen  nicht  unmittelbar  vor- 
kömmt. 

Die  invariante  Gestalt  (12)  der  Differentialgleichung  (3), 
die  durch  das  System  der  Zetaformen 

befriedigt  wird,  vereinigt  die  Vorzüge  der  Differentialglei- 
chungen (1)   und  (3),    indem   sie    erstens  x  nicht  enthält  und 
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zweitens  der  analytische  Charakter  ihrer  Coefficienten  (14) 
als  Fuchs'scher  Functionen  von  rj  in  übersichtlicher  Weise 
gegeben  ist. 

Wenn  man  in  der  Differentialgleichung  (9)  den  Coefficienten  der 
höchsten  Ableitung  nicht  gleich  der  Determinante  eines  Fundamental- 
Systems  wählt,  so  kann  man  die  invariante  Gestalt  gleichwohl  auf  die- 
selbe Weise  herstellen,  nur  folgt  dann  nicht  gleich  eine  (n  —  2)-te 
Ueberschiebung  auf  die  n-te;  sondern  es  tritt  noch  eine  (n  —  l)-te 
Ueberschiebung  auf;  wir  können  aber  die  gewählte  Form  der  Differen- 
tialgleichung (9)  um  so  eher  beibehalten,  als  wir  von  einer  unimodu- 
laren  Gruppe  &  ausgegangen  waren,  so  dass  also  die  Determinante  des 
Fundamentalsystems  absolut  invariant  bei  den  Substitutionen  der 
Monodromiegruppe  ist. 

Die  invariante  Gestalt  einer  linearen  Differentialgleichung  ist  in 
der  neueren  Zeit  besonders  von  den  Herren  Klein,  Waelsch,  Pick, 
Hurwitz,   Hirsch  u.  A.   vielfach   angewandt   und  insbesondere  auch 
in  den  Fällen  mit  Vortheil  benutzt  worden,  wo  die  Coefficienten  der 
Differentialgleichung  rationale  oder  algebraische  Functionen  der  unab- 
hängigen Variabein   sind.     Will   man   jedoch    eine   beliebige   lineare 
Differentialgleichung,  deren  Coefficienten  etwa  rationale  Functionen  der 
unabhängigen  Variabein  x  sind,    in    die  invariante  Gestalt  überführen ^ 
so   muss  man  der  abhängigen  Variabein  y  einen  bestimmten   Grad  cj 
beilegen,  d.  h.  man  hat,  nachdem  x  gleich  dem  Quotienten 

x  =  — 

xl 

zweier  homogener  Variabein  gesetzt  worden  ist,  x^y  als  Form  <7-te^-  z 
Grades  der  x17  x2  aufzufassen,  wobei  aber  in  den  meisten  Fällen  d<= 
Grad  g  ganz  willkürlich,  d.  h.  nicht  durch  den  analytischen  Charak 
der  Integralfunction  y  von  x  bestimmt  ist.  Eine  derartige  Schwieri 
keit  tritt  auch  schon  auf,  wenn  man  die  Darstellung  eines  beliebig 


Systems  zu  den  Gruppen  #,  ©  gehöriger  Fuchs'scher  Zetafunction^=?i 
von  ri  durch  die  Formen 


die  nach  dem  Satze  2)  der  Nr.  361  (S.  368)  stets  in  der  Form 

r-1 

dx 


dZ  dn — *Z 

F0(x)Zx  +  Ft(x)  -^  +  •  •  •  +  Fn _,(*)  -— ;*         fr-i.......) 


erfolgen  kann,  in  eine  der  Form  (12)  der  linken  Seite  der  Differential- 
gleichung (9)  analoge  invariante  Gestalt  setzen  will. 
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In  diesem  Falle  liefert  jedoch  der  in  der  Nr.  361  (S.  367)  er- 
wähnte Poincare'sche  Satz  ein  Hülfsmittel  für  die  Gradbestimmung, 
die  dem  analytischen  Charakter  des  betreffenden  Systems  Fuchs'scher 
Zetafunctionen  gemäss,  also  wenigstens  bis  zu  einer  gewissen  Grenze, 
nicht  vollständig  der  Willkür  anheimgegeben  ist.  Wir  versagen  es 
uns  hier  auf  eine  Erörterung  der  Frage  einzugehen,  wie  auf  Grund 
der  angedeuteten  von  Herrn  Poincare  für  ein  System  Fuchs'scher 
Zetafunctionen  gegebenen  Gradbestimmung  auch  für  die  allgemeine 
Lösung  einer  beliebigen  linearen  Differentialgleichung  der  Fuchs'schen 
Classe,  eine  der  Natur  der  Integralfunction  angemessene  Gradbestimmung 
vorgenommen  werden  könnte,  und  bemerken  nur,  dass  z.  B.  im  Falle 
einer  normalen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  die  durch  die 
Gleichung  (4)  der  Nr.  326  (S.  249)  definirte  Zahl  v  in  gewissem  Sinne 
als  der  Grad  der  allgemeinen  Lösung  aufgefasst  werden  kann. 


Viertes  Kapitel. 

365.     Discussion  eines  Bie  mann 'sehen  Problems. 

Wir  wollen  nunmehr  aus  der  bisher  entwickelten  Theorie  der 
Zetafunctionen  nach  zwei  Seiten  hin  Folgerungen  zu  ziehen  suchen, 
die  geeignet  sein  werden,  die  principielle  Bedeutung  dieser  Theorie  her- 
vortreten zu  lassen. 

Erwägen  wir  zunächst,  was  sich  aus  dem  für  die  Fuchs'schen 
Zetafunctionen  gelieferten  Existenzbeweise  ergiebt. 

In  der  Nr.  162  (Bd.  II,  1,  S.  109)  hatten  wir  die  Aufgabe  geschil- 
dert, von  welcher  ausgehend  Riemann  in  seinen  nachgelassenen  Auf- 
zeichnungen die  allgemeine  Theorie  der  linearen  homogenen  Differential- 
gleichungen, deren  Integrale  —  in  unserer  modernen  Terminologie  ge- 
sprochen —  sich  überall  bestimmt  verhalten,  aufzubauen  unternommen 
hat.     Diese  Aufgabe  war  die  folgende: 

Seien  6  lineare  homogene  Substitutionen  in  n  Variabein 

Ai>  A2>  *••  K 

willkürlich  gegeben;  dann  mögen  n  Functionen  y  9  y2,  •  •  •  yn  der  Varia- 
bein x  bestimmt  werden,  die  in  der  ganzen  Ebene  mit  Ausnahme  ge- 
wisser willkürlich  vorgeschriebener  Punkte 

av  av"  ao>    ao+i  =  °° 
endlich  und  stetig  sind,  die,  wenn  x  einfache  Umläufe  um  die  Punkte 

vollzieht,  d.  h.  genauer  gesprochen,  die  von  diesen  Punkten  aus  nach 
aa  ,  x  =  ex)  hin  gelegten  Querschnitte  im  positiven  Sinne  überschreitet, 
beziehungsweise  die  Substitutionen  Ax,  A„  •  •  •  Aa  erfahren,  und  die 
überdies  an  keiner  dieser  Stellen  und  auch  nicht  für  x  =  cx>  unbe- 
stimmt werden. 

Wir  behaupten,  dass  unter  gewissen  über  die  Substitutionen 

Ai>  A2>'  "•  Aa 


365.    Ein  Riemann'sches  Problem.  383 

zu  machenden  speciellen  Annahmen  die  Existenz  eines  Functionssystems 
[yj  von  der  geforderten  Beschaffenheit  durch  die  Theorie  der  Zeta- 
functionen  erwiesen  werden  kann.  Diese  speciellen  Annahmen  sind  die 
folgenden: 

Betrachten  wir  die  zu  den  Substitutionen  Ai;  A2,  •  •  •  Aa  und 

gehörigen  Fundamentalgleichungen ,  so  wollen  wir  voraussetzen,  dass 
die  sämmtlichen  Wurzeln  dieser  Fundamentalgleichungen  den 
absoluten  Betrag  Eins  besitzen. 

Wenn  für  eine  der  Substitutionen  Ax(*  =  i,»,---ff+i)  die  sämmt- 
lichen Wurzeln  der  zugehörigen  Fundamentalgleichung  ganzzahlige  Ein- 
heitswurzeln sind,  und  die  canonische  Form  der  Substitution  A  nur 
Diagonalglieder  enthält  (d.  h.  also,  dass  entweder  alle  diese  Wurzeln  von 
einander  verschieden  oder  doch  so  beschaffen  sind,  dass  die  zu  einer 
A- fachen  Wurzel  coa  gehörige,  in  dem  Theorem  der  Nr.  37  (Bd.  I,  S.  127) 
definirte  Zahl  Qal  den  Werth  k  besitzt),  so  bezeichnen  wir  mit  gx  die 
kleinste  positive  ganze  Zahl,  für  welche  diese  sämmtlichen  Wurzeln  der 
Gleichung 

0^=1 

Genüge  leisten.  Wenn  für  eine  der  Substitutionen  Ax  die  beiden  an- 
gegebenen Bedingungen  nicht  gleichzeitig  erfüllt  sind,  so  nehmen  wir 
das  entsprechende  gx  gleich  Unendlich.  Für  ein  Ax,  wo  das  zugehörige 
gx  einen  endlichen  Werth  besitzt,  ist  dann  offenbar 

Die  so  definirten  Zahlen  gv  gv  •  •  •  ga,l  bestimmen  in  Verbindung 
mit  den  gegebenen  singulären  Stellen 

von  denen  wir,  ohne  dadurch  die  Allgemeinheit  zu  beschränken,  zwei, 
etwa  al9  a2>  in  die  Punkte  0,  1  verlegen  können,  eine  normale 
Differentialgleichung 

(a)  -^  =  q(x)u 

im  Sinne  der  Nr.  326  (S.  249).  Wollten  wir  uns  auf  den  in  der  er- 
wähnten Nummer  (S.  251)  angeführten  Poincar^'schen  Satz  in  seiner 
allgemeinen  Fassung  stützen,  so  könnten  wir  sagen:  Die  in  dem  Coeffi- 
cienten  q  (x)  auftretenden  noch  unbestimmten  Parameter  (vergl.  a.  a.  0.) 
lassen  sich  stets  und  nur  auf  eine  Weise  so  bestimmen,  dass  x  eine 
eindeutige,  und  zwar  wenn 


384  XVII.    Theorie  der  Zetafunctionen.    Kapitel  4. 


-7-|(W';)-i>° 

1  =  1 


ist,  eine  Fuchs'sche,  wenn <0  eine  rationale,   wenn =0 

ist,   eine  doppeltperiodische  Function  des  Integralquotienten  rj  wird. 

Wenn  wir  uns  dagegen  des  Poincare'schen  Satzes  nur  in  der 
beschränkten  Fassung  bedienen,  wir  wir  ihn  in  den  Nummern  341 — 348 
bewiesen  haben,  so  können  wir  doch  auf  Grund  des  Satzes  der  Nr.  348 
(S.  327)  behaupten: 

Es  lässt  sich  stets  eine  der  Differentialgleichung  (a)  subordinirte 
Fuchs' sehe  Differentialgleichung 

angeben,  die  nebst  den  singulären  Stellen  alf  av  •  •  •  atf,  aa  ,  %    even- 
tuell noch  gewisse  andere  singulare  Stellen 

ao+v  ' '  •  ao+t+i 

besitzt.    Man  kann  z.  B.  (ß)  allemal  so  einrichten,  dass  die  Umkehrungs- 
funetion  des  Integralquotienten  die  gegebenen  Stellen 

und  überdies  noch  gewisse  andere  nicht  gegebene  Stellen  auslässt. 
Sei  Wj,  u2  ein  Fundamentalsystem  von  (/3), 

und  sei  #  die  zu  r\  gehörige  projeetive,  t  die  zu  uv  w2  gehörige  homo- 
gene Monodromiegruppe  dieser  Differentialgleichung.     Mögen  ferner 

Äi>  ' ' '  Ao>   Ao+i>  ' ' '  Äa+t+l 

die  Substitutionen  bedeuten,  die  17  beziehungsweise  (uif  w2)   erfahren, 
wenn  x  die  von  den  Punkten 

aus    nach   aa .  t  =  <x>    hin   gelegten  Querschnitte   im   positiven  Sinne 
überschreitet,  während 

gesetzt  wird,   so  ist  die  Fuchs'sche  Gruppe  #  mit  der  aus  den  Sub- 
stitutionen 

Ai>  As>  •  • '  K>  A*+i 
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als  Basis  gebildeten  Gruppe  @  in  dem  Sinne  isomorph,  dass  jeder 
Substitution  von  #  eine  bestimmte  Substitution  von  &  entspricht;  ins- 
besondere entsprechen  den  Substitutionen  Ax  die  Substitutionen  Ax  für 
x  =  1,  2,  •  •  tf  -{-  1,  und  den  Substitutionen  Ax  für  x  =  6  -j-  2,  •  •  • 
ff  -j"  T  +  1  entspricht  die  identische  Substitution  von  &. 


3G6.     Lösung  des  Riemann 'sehen  Problems  unter  gewissen 

beschränkenden  Voraussetzungen. 

Wir   wollen    nun   von    den   Substitutionen  A, ,  •  • •  A     dadurch  zu 

unimodularen  Substitutionen  Aj ,  •  •  Aff  übergehen,  dass  wir  jedes  Ele- 
ment von  A  durch  die  n-te  Wurzel  aus  der  Determinante  dieser  Sub- 
stitution  dividiren,  dann  bleibt  die  in  Bezug  auf  die  Fundamentalglei- 
chungen der  Ax  gemachte  Voraussetzung  auch  für  die  Ax  bestehen,  und 
die  aus  den  Substitutionen 

\>  Ä,,  • "  "  Ä, 

und  deren  inversen  als  Basis  gebildete  Gruppe  ©  ist  in  demselben 
Sinne  wie  ©  selbst  mit  der  Fuchs'schen  Gruppe  #  isomorph. 

Bilden    wir   mit  Hülfe    der  Gruppen  #   und   @  die   Fuchs'schen 
Zetaformen 


00 


ZAUV  ««)  =2j    Tr    V*(fl>i,    SvUt)  («-1,«,--«), 


wo  S    die    Substitutionen   der   Gruppen  #   beziehungsweise  t,  Tv   die 

entsprechenden  Substitutionen  von  &  durchläuft  und  die  q>  (ul9  u2) 
rationale  homogene  Functionen  vom  Grade  —  2m  der  ul9  u2  bedeuten, 
so  convergiren  diese  Reihen  für  hinreichend  grosse  Werthe  der  posi- 
tiven ganzen  Zahl  m9  da  die  Fundamentalgleichungen  derjenigen  Sub- 
stitutionen von  09  die  parabolischen  Substitutionen  von  #  entsprechen, 
zufolge  der  für  die  Substitutionen  Ax  getroffenen  Festsetzung  nur  Wur- 
zeln vom  absoluten  Betrage  Eins  besitzen.  Die  Z  (ul9  w2)  befriedigen 
dann  als  Functionen  von  x  aufgefasst  eine  homogene  lineare  Differential- 
gleichung w-ter  Ordnung  mit  in  x  rationalen  Coefficienten 

die    der    Fuchs'schen    Clause    angehört    und    nebst    den    singulären 
Punkten 

Schlesinger,  Differentialgleichungen.    IT,  2.  25 
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in  denen  sich  die  Integrale  verzweigen,  noch  gewisse  andere  singulare 
Stellen 

besitzt,  in  deren  Umgebung  die  Integrale  das  Verhalten  rationaler  Functio- 
nen zeigen,  und  die  einerseits  unter  den  Punkten  «, .  1?  •  •  •  «,  ■  r  ■  j, 
andererseits  unter  denjenigen  x-Werthen  zu  suchen  sind,  die  den  inner- 
halb des  Einheitskreises  der  17 -Ebene  gelegenen  Unendlichkeitsstellen 
der  rationalen  Functionen 

von  rj  entsprechen. 

Die  Functionen  Zv  Zv  •  •  •  Zn  von  x  erfahren,  wenn  x  den  von 
dem  Punkte  ay  aus  nach  x  =  00  hin  gelegten  Querschnitt  im  positiven 

Sinne  überschreitet,  die  unimodulare  Substitution  Äx;  wir  können  aber, 
indem  wir  diese  Functionen  mit  einem  Ausdrucke  von  der  Form 

A  =  (x  —  atf1  ...(*  —  aafo(x  —  bj*1  •  •  •  (x  —  b  )"e 

multipliciren,  zu  Ausdrücken  yv  y2,  •  •  •  yn  übergehen,  die  beim  Ueber- 
schreiten  der  gedachten  Querschnitte  die  Substitutionen 

erleiden  und  überdies  an  den  Stellen  bl9  •  •  •  6  nicht  mehr  unendlich 
werden.  Dabei  sind  die  kv  •  •  -  Xa  durch  die  Determinanten  der  Sub- 
stitutionen Ax  und  zwar  nur  abgesehen  von  ganzen  Zahlen  bestimmt, 
während  die  ^v,  •  •  •  u  als  positive  ganze  Zahlen  so  zu  wählen  sind, 
dass  fi.  grösser  ist  als  die  höchste  Ordnungszahl,  von  welcher  ein  Inte- 
gral der  Differentialgleichung  (y)  für  x  =  b.  unendlich  wird. 

Die  so  bestimmten  yl9  y27  •  •  •  yn  erfüllen  die  Anforderungen  des 
Riemann'schen  Problems,  sie  befriedigen  eine  lineare  Differential- 
gleichung der  Fuch s 'sehen  Classe 


die  die  Punkte  av  av  •  •  •  aa,     aa  ,  x  =  00  zu  wesentlichen  singulären 

Stellen  besitzt,  die  aber  im  Allgemeinen,  d.  h.  wenn  die  6  •  w2  Coeffi- 
cienten  der  gegebenen  Substitutionen 

A1?  A8,    •  •  A„ 

von  einander  unabhängige  Grössen  sind,  noch  ausserwesentlich  singu- 
lare Stellen  (mindestens  deren  6  —  2,  vergl.  Nr.  227,  Bd.  II,  1,  S.  388) 
aufweist.  Das  allgemeinste  Functionssystem,  das  den  Anforderungen 
des  Riemann' sehen   Problems   genügt,    bildet  das  dem  Fundamental- 
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Systeme  [yj  von  (ß)  entsprechende  Fundamentalsystem  einer  mit  (d) 
zu  derselben  C  lasse  gehörigen  linearen  Differentialgleichung,  und  man 
hat  nunmehr  nur  noch  die  Ergebnisse  des  achten  Kapitels  des  elften 
Abschnittes  (Bd.  II,  1,  S.  365  ff.)  heranzuziehen,  um  ein  solches  Func- 
tionssystem  durch  Angabe  der  Anzahl  der  ausserwesentlich  singulären 
Stellen,  beziehungsweise  der  genauen  Werthe  der  stets  realen  Wur- 
zeln der  zu  den  wesentlich  singulären  Stellen  gehörigen  determinirenden 
Fundamentalgleichungen  eindeutig  zu  bestimmen. 

Wir  haben  also  das  Resultat: 

Auf  Grund  der  Ergebnisse  des  sechzehnten  Abschnittes 
und  der  Theorie  der  Fuchs'schen  Zetafunctionen  lässt  sich 
die  Existenz  der  durch  das  Riemann'sche  Problem  geforder- 
ten Functionen  in  dem  Falle  beweisen,  wo  die  Fundamental- 
gleichungen der  gegebenen  Substitutionen  Ax,  ••  Aff,  A  .  t  nur 
Wurzeln  vom  absoluten  Betrage  Eins  besitzen,  und  es  ist  zu- 
gleich eine  Methode  gefunden,  mittelst  der  man  im  Stande  ist, 
das  allgemeinste  Functionssystem  von  der  gewünschten  Be- 
schaffenheit wirklich  herzustellen. 

Auf  den  Unterschied,  der  zwischen  dem  Riemann'schen  Probleme 
und  der  Aufgabe,  eine  lineare  Differentialgleichung  der  Fuch suchen 
Classe  zu  bestimmen,  deren  Monodromiegruppe  vorgeschrieben  ist,  be- 
steht, wurde  bereits  in  der  Nr.  227  (Bd.  II,  1,  S.  227  ff)  hingewiesen; 
wir  bemerken  nur  noch,  dass  der  Lösung  der  letzteren  Aufgabe,  die 
wir  für  den  Fall  n  =  2  im  sechsten  Kapitel  des  elften  Abschnittes 
(Bd.  II,  1,  S.  323  ff.)  nach  dem  Vorgange  des  Herrn  Klein  gegeben 
haben,  auch  die  Voraussetzung  zu  Grunde  liegt,  dass  die  Fundamental- 
gleichungen der  gegebenen  Substitutionen  Ax,  •  •  •  Aa,  A  .  A  Wurzeln 
mit  dem  absoluten  Betrage  Eins  besitzen. 

Wenn  wir  von  einer  linearen  Differentialgleichung  der  Fuchs'- 
schen  Classe,  die  durch  ihre  Coefficienten  gegeben  ist,  ausgehen, 
so  hängen  die  Coefficienten  der  Fundamentalsubstitutionen  im  All- 
gemeinen, d.  h.  wenn  wir  die  in  den  Coefficienten  der  Differential- 
gleichung enthaltenen  Parameter  willkürlich  also  als  unbestimmte  Con- 
stanten wählen,  von  diesen  Parametern,  insbesondere  von  den  Werthen 
der  singulären  Punkte  ab.  Gehen  wir  dagegen  von  dem  Riemann'- 
schen  Probleme  aus,  so  können  wir  die  Substitutionen  Ax,  •  •  •  A  auf 
die  mannigfaltigste  Weise  so  einrichten,  dass  für  sie  die  in  Bezug  auf 
die  Wurzeln  der  Fundamentalgleichungen  erforderlichen  Bedingungen 
erfüllt  sind  und  dass  ihre  Coefficienten  von  den  ebenfalls  willkürlich 
vorzuschreibenden  Werthen  der  singulären  Stellen  av  av  •  •  •  aa  unab- 
hängig sind.    Dann  gehört  die  Differentialgleichung,  der  die  Functionen 

25* 
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[yj  genügen,  in  die  Kategorie  derjenigen,  deren  Monodromiegruppe 
von  den  in  den  Coefficienten  auftretenden  Parametern  aA ,  öl,  •  •  •  a 
unabhängig  ist,  und  es  bestehen  für  dieselbe  folglich  die  im  neunten 
Kapitel  des  elften  Abschnittes  (Bd.  II,  1,  S.  398  ff.)  entwickelten  Fuchs'- 
schen  Sätze.  Dies  ist  also  insbesondere  der  Fall,  wenn  wir  die  sin- 
gulären  Punkte  av  av  •  •  •  aa  sowohl  wie  die  Coefficienten  der  Sub- 
stitutionen Aj,  A2,  •  •  •  Aff  (die  letzteren  allerdings  gemäss  den  für  die 
Wurzeln  der  Fundamentalgleichungen  festzuhaltenden  Beschrankungen) 
willkürlich,  d.  h.  als  unbestimmte  Constanten  wählen,  wir  kommen  also, 
wenn  wir  von  dem  Rie  mann 'sehen  Probleme  ausgehen,  gewissermassen 
„im  Allgemeinen"  zu  Differentialgleichungen  der  Fuchs'schen  Classe, 
deren  Monodromiegruppe  von  den  Werthen  der  wesentlichen  singulären 
Stellen  unabhängig  sind. 


367.     Endliche  Gruppen.     Uebersioht  über  die  Resultate  von 

C.  Jordan  und  Fuchs. 

Wir  betrachten  nun  noch  den  Fall,  wo  die  gegebenen  Substitu- 
tionen 

A     •  •  •  A 

so  beschaffen  sind,  dass  die  aus  denselben  und  ihren  inversen  als  Basis 
gebildete  Gruppe  &  eine  endliche  ist,  d.  h.  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Substitutionen  enthält. 

Wenn  Tx  eine  beliebige  Substitution  von  &  bedeutet,  so  muss,  da 
&  eine  endliche  Gruppe  sein  sollte,  jedenfalls  eine  positive  ganze  Zahl 
v    existiren,  für  welche 

X  ' 

Tv*  =  1 

ist;  sei  z.  B.  vx  die  kleinste  Zahl  von  dieser  Beschaffenheit.  Dann  folgt 
durch  ähnliche  Schlüsse  wie  die,  die  in  der  Nr.  33  (Bd.  I,  S.  107  ff) 
dazu  geführt  haben,  die  Fundamentalgleichung  einer  Substitution  in 
die  Form  (3)  jener  Nummer  (a.  a.  0.  S.  108)  zu  setzen,  dass  alle  Wur- 
zeln der  zu  Tx  gehörigen  Fundamentalgleichung  die  Gleichung 

befriedigen  müssen,  also  ganzzahlige  Einheitswurzeln  sind.  Die  Sub- 
stitutionen einer  endlichen  Gruppe  &  haben  demnach  stets  die  Eigen- 
schaft, dass  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  zu  ihnen  gehörigen  Funda- 
mentalgleichungen dem  absoluten  Betrage  nach  gleich  Eins  sind,  d.  h. 
in  dem  jetzt  zu  betrachtenden  Falle  befriedigen  die  At,  •  •  •  Aa  jeden- 
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falls  die  bei  unserem  Existenzbeweise  für  die  Functionen  'des  Rie- 
mann 'sehen  Problems  erforderlichen  Bedingungen. 

Seien  nun  alf  a2,  •  •  •  aa  die  gegebenen  singulären  Punkte  (wir 
bemerken,  dass  hier  ebensowohl  wie  beim  allgemeinen  Rie  mann 'sehen 
Problem  die  Substitutionen 

A     A     •  •  •  A 

nicht  sammtlich  von  einander  verschieden  zu  sein  brauchen)  und  be- 
deute d  eine  Fuchs 'sehe  Gruppe,  die  mit  der  endlichen  Gruppe  0  in 
dem  Sinne  isomorph  ist,  dass  jeder  Substitution  von  #  eine  bestimmte 
Substitution  von  ®  entspricht,  -fr  kann  z.  B.  als  die  Gruppe  einer 
Fuchs'schen  Function  x  =  f(rj)  genommen  werden,  die  die  Punkte 
aD  av  '  ' '  aa  ausl*ss^  Bilden  wir  die  zu  den  Gruppen  &,  0  (wo  0 
die  mit  0  isomorphe  unimodulare  Gruppe  bedeutet)  gehörigen  Zeta- 
formen 


x> 


und  bedeute  #(1)  diejenige  ausgezeichnete  Untergruppe  von  0",  deren 
Substitutionen  die  identische  Substitution  von  0  entspricht,  so  bleiben 
die  Z.{uv  ua)    als   Functionen    von   r\   aufgefasst    offenbar   ungeändert, 

wenn  17  eine  Substitution  von  #(1)  erfahrt.  Die  Gruppe  0,(1)  ist  aber, 
wie  man  sofort  übersieht,  eine  Untergruppe  von  #  mit  endlichem  Quo- 
tienten, und  folglich  eine  Fuchs'. sehe  Gruppe  im  Sinne  der  allgemeinen 
in  der  Nr.  322  (S.  236)  aufgestellten  Definition.  Seien  j,  t)  zwei  zu 
der  Gruppe  &1*  gehörige  Fuchs 'sehe  Functionen,  durch  die  sich  jede 
zu  4^1J  gehörige  Fuchs 'sehe  Function  rational  darstellen  lässt  (vergl. 
Nr.  323,  S.  241),  so  besteht  zwischen  j  und  t)  eine  algebraische  Be- 
ziehung und  sowohl  die  Z.{\iv  m-2)  als  auch  x  =  f(rj)  sind  rational 
durch  (j,  tf)  darstellbar.  Daraus  folgt,  dass  die  Z.(ul9  u2)  und  ebenso 
die  t/i>  V2y  ' '  '  VH  algebraische  Functionen  von  x  sind,  was  ja 
übrigens  auch  schon  aus  dem  Satze  der  Nr.  158  (Bd.  II,  1,  S.  99)  un- 
mittelbar hervorgeht. 

Man  kann  also  algebraisch  integrirbare  lineare  Differentialglei- 
chungen w-ter  Ordnung  mit  in  x  rationalen  Coefficienten  und  beliebig 
Torgeschriebenen  wesentlichen  singulären  Stellen  bilden,  wenn  man  die 
endlichen  Gruppen  linearer  Substitutionen  in  n  Variabein  kennt. 

Im  Falle  n  =  2  haben  wir  in  der  Nr.  301  (S.  159)  die  sämmt- 
lichen  endlichen  Gruppen  linearer  Substitutionen  aufgestellt,  aber  auch 
für  n  >  2  haben  sich  mehrere  Mathematiker  mit  der  Aufgabe,  alle 
endlichen  Gruppen  linearer  Substitutionen  in  n  Variabein  zu  bestimmen, 
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mit  Erfolg  beschäftigt.  Namentlich  hat  Herr  C.  Jordan  im  84.  Bande 
des  Crelle'schen  Journals  eine  Methode  entwickelt,  die  für  jeden  ge- 
gebenen Werth  von  n  die  Auffindung  aller  endlichen  Gruppen  linearer 
Substitutionen  gestattet  und  hat  mit  Hülfe  dieser  Methode  für  n  =  3  die 
Aufgabe  auch  wirklich  gelöst.  Mit  dem  Falle  n  =  3  haben  sich  dann 
noch  die  Herren  Klein,  Valentiner  u.  A.  beschäftigt  und  die  Resul- 
tate des  Herrn  Jordan  theils  vervollständigt  theils  bestätigt.  Die 
Frage  nach  den  algebraisch  integrirbaren  linearen  Differentialgleichungen 
von  höherer  als  der  zweiten  Ordnung  wurde  von  Herrn  Jordan  in 
der  genannten  Arbeit  ebenfalls  discutirt  und  dann  von  Herrn  Fuchs 
auf  einem  anderen  Wege  (Acta  Mathematica,  Bd.  I)  untersucht. 

Herr  Fuchs   geht  dabei  von  den  homogenen  nicht  linearen  Rela- 
tionen mit  constanten  Coefficienten  aus,  die  (vergl.  Nr.  186,  Bd.  H,  1, 
S.  208)  zwischen  den  Elementen  eines  Fundamentalsystems  einer  alge- 
braischen  integrirbaren  linearen  Differentialgleichung  von  höherer  als 
der  zweiten  Ordnung  bestehen.     Betrachtet  man  das  allgemeine  Inte- 
gral y  einer  algebraisch  integrirbaren  Differentialgleichung  n-ter  Ord- 
nung, so  lässt  sich  für  dasselbe  der  Begriff  des  reducirten  Werthe- 
systems  in  ähnlicher  Weise  aufstellen,  wie  für  «  =  2  (vergl.  Nr.  295, 
S.  136).    Das  reducirte  Werthesystem  umfasst  nämlich  diejenigen  Zweige 
der  Function  y,  die  so  beschaffen  sind,  dass  nicht  der  Quotient  zweier 
dieser  Zweige   constant  ist.     Aus  den  Untersuchungen  des  Herrn  Jor- 
dan  kann    man   schliessen,   dass   allgemein   für   ein   gegebenes  n   dies- 
Anzahl  der  Elemente  eines  reducirten  Werthesystems  des  allgemeinere 
Integrals    eine    angebbare    obere    Grenze    besitzt.     Herr   Fuchs   ha~^ 
für  n  =  3  diese  obere  Grenze  durch  die  ihm  eigentümlichen  Methodeac: 
ermittelt,  sein  Resultat  spricht  sich  in  dem  folgenden  Satze  aus: 

Sei 

(«)  fdfv  Vv  Vi)  =  ° 

die  homogene   Relation  w-ten  Grades   (m  >  1)  mit  constanten  Coeffi 
cienten,    die    die   Integralcurve   ©  (vergl.  Nr.  191,  Bd.  II,  1.  S.  227) 
einer    algebraisch    integrirbaren    linearen   Differentialgleichung    dritter 
Ordnung   mit   rationalen  Coefficienten  darstellt.     Wenn  das  GeschlecM 
p  der   durch  (a)   definirten  algebraischen  ebenen  Curve  grösser  ist  als 
Eins,  so  ist  die  Anzahl  der  Elemente  des  reducirten  Werthesystems  des 
allgemeinen  Integrals  y  nicht  grösser   als  vier.     Ist  p  =  1,  so  ist  die 
Anzahl    dieser  Elemente   gleich  zwei,    drei,   vier  oder  sechs.     Endlich 
lassen   sich   für  p  =  0  die  Integrale  der  Differentialgleichung  dritter 
Ordnung,  abgesehen  von  der  Wurzel  aus  einer  rationalen  Function  als 
Factor,   als   ganze   homogene  Functionen  m-ten  Grades  der  Integrale 
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einer    linearen   Differentialgleichung    zweiter  Ordnung    mit   rationalen 
Goefficienten  darstellen. 

Wir  erinnern  daran,  dass  nach  dem  von  Herrn  Fuchs  in  eben 
dieser  Abhandlung  bewiesenen  Satze,  dessen  Verallgemeinerung  wir  in 
der  Nr.  191  (Bd.  II,  1,  S.  226)  kennen  gelernt  haben,  das  Bestehen  der 
Relation  (a),  wenn  m  >  2  ist,  schon  allein  die  algebraische  Integrabilität 
der  Differentialgleichung  bedingt. 

368.    Rückblick  auf  die  Untersuchungen  der  Abschnitte  xm— XVI. 

Satz  von  Fuchs. 

In  neuerer  Zeit  ist  Herr  Fuchs  von  anderweitigen  allgemeineren 
Gesichtspunkten  ausgehend  zu  einem  auf  die  algebraisch  integrirbaren 
linearen  Differentialgleichungen  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
die  endlichen  Gruppen  linearer  Substitutionen  bezüglichen  Theoreme 
gelangt.  Wir  wollen  diese  Entwicklungen  von  Herrn  Fuchs  hier 
darlegen,  weil  dieselben  geeignet  sind,  die  auf  lineare  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  bezüglichen  Untersuchungen,  mit  denen 
wir  uns  in  den  Abschnitten  XIII — XVI  beschäftigt  haben,  im  Lichte 
einer  allgemeineren  Auffassung  erscheinen  zu  lassen  und  auf  diese 
Weise  der  Forschung  den  Weg  zur  Verallgemeinerung  dieser  Unter- 
suchungen auf  Differentialgleichungen  von  höherer  als  zweiter  Ordnung 
zu  ebnen. 

Wir  haben  uns,  abgesehen  von  den  auf  allgemeinere  Fragen  hin- 
weisenden Nummern  321  —  324,  in  den  genannten  Abschnitten  aus- 
schliesslich mit  solchen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  der 
Fuchs'schen  Classe  von  der  Form 

beschäftigt,  deren  projective  Monodromiegruppe  die  Eigenschaft  besass, 
dass  ihre  Substitutionen  Verschiebungen  in  Bezug  auf  einen  ge- 
wissen (realen,  imaginären  oder  auf  einen  Punkt  reducirten)  Orthogonal- 
kreis sind.  In  der  That  besitzt  die  Legendre'sche  Differentialglei- 
chung (L)  (S.  1),  allgemeiner  jede  Gauss'sche  Differentialgleichung,  für 
welche  die 

reciproke  ganze  Zahlen  oder  Null  sind  und  auch  jede  Differential- 
gleichung, deren  unabhängige  Variable  eine  Fuchs 'sehe  Function  des 
Integralquotienten  ist,  diese  Eigenschaft,  und  das  Gleiche  gilt  offenbar 
von  jeder  algebraisch  integrirbaren  linearen  Differentialgleichung  zwei- 


«,  von  (•)      „tojec^^.^Votv^ 


*,  '  «    &e 


0  v*  *•*  ~~ 


S   ***    ***  ^rlVte-      „  ^  c,/t  •„,>  **« 
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Wenn  die  Differentialgleichung  (a)  eine  Gauss'sche  Dif- 
ferentialgleichung mit  eindeutig  umkehrbarem  Integralquo- 
tienten oder  allgemein  eine  Fuchs'sche  Differentialgleichung 
ist  oder  aus  einer  solchen  Differentialgleichung  durch  eine 
Transformation  von  der  Form 


*-»(*),   u=Vyqäv> 


wo  <p(x)  eine  rationale  Function  bedeutet,  hervorgeht,  also 
insbesondere  wenn  die  Differentialgleichung  («)  algebraisch 
integrirbar  ist,  so  giebt  es  stets  eine  aus  den  Elementen 
uv  u2  eines  Fundamentalsystems  und  den  conjugirten  Wer- 
then  üv  ü3  gebildete  bilineare  Form  mit  realen  Coefficienten 

die  ungeändert  bleibt,  wenn  die  uv  u%  eine  Substitution  der 
homogenen  Monodromiegruppe  der  Differentialgleichung  (a) 
erfahren,  oder  mit  anderen  Worten,  wenn  z  einen  beliebigen 
geschlossenen  Umlauf  in  seiner  Ebene  vollzieht. 

Eine  analoge  Eigenschaft  besteht  nun,  wie  Herr  Fuchs  gezeigt 
hat,  für  eine  algebraisch  integrirbare  lineare  Differentialgleichung  be- 
liebiger Ordnung;  Herr  Fuchs  erschliesst  dies  aus  einem  allgemeinen 
Theorem,  welches  folgendermassen  lautet. 

Sei 

(i)  j£  +ftW  j-^2  +  •  •  •  +*»«  =  o 

dtt~1u 

eine  von  dem  Gliede  mit  =■  befreite  lineare  Differential- 

dzn"1 

gleichung,  deren  Coefficienten  eindeutige  Functionen  der 
unabhängigen  Variabein  z  sind,  und  möge  die  unimodulare 
Monodromiegruppe  &  dieser  Differentialgleichung  die  Eigen- 
schaft haben,  dass  die  zu  einer  beliebigen  Substitution  von 
0  gehörige  Fundamentalgleichung  durch  die  reciproken 
Werthe  der  Wurzeln  derjenigen  Gleichung  befriedigt  wird, 
die  aus  dieser  Fundamentalgleichung  dadurch  hervorgeht, 
dass  ihre  sämmtlichen  Coefficienten  durch  ihre  conjugirten 
Werthe  ersetzt  werden;  dass  ferner  unter  den  Substitutionen 
von  &  wenigstens  eine  enthalten  ist,  deren  Fundamental- 
gleichung lauter  von  einander  verschiedene  Wurzeln  vom 
absoluten  Betrage  Eins  besitzt,  so  giebt  es  eine  aus  den  Ele- 
menten eines  Fundamentalsystems 
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»1>  UV"  Un 


und  den  conjugirten  Werthen 

gebildete  bilineare  Form  mit  realen,  constanten  Coefficienten- 
Verhältnissen  von  der  Gestalt 

die  durch  alle  Substitutionen  von  ®  in  sich  selbst  transfor- 
mirt  wird. 


369.     Eigenschaften  der  Substitutionen,  die  den  Anforderungen  des 

Fuchs 'sehen  Satzes  genügen. 

Bezeichnen  wir  mit 

eine  beliebige  Substitution  von  ®  und  denken  uns  die  zu  S  gehörige 
Fundamentalgleichung 

(1)  |a.x  —  *.xCö|  =0  ({»jrr-l.S,...») 

nach  Potenzen  von  cd  geordnet 

(2)  (-  1)"«"  +  «.o.-1  +  •  •  •  +  «„_,«  +  1=0, 
so  sind  die  Coefficienten 

offenbar  in  der  Form 

(3)  cct  =  (—  l)n-lZRl        (1-1,1,.-  «) 

darstellbar,  wo  22,  eine  Hauptsubdeterminante  (Subdeterminante, 
deren  Diagonalglieder  unter  den  Diagonalgliedern  aMK  der  ursprüng- 
lichen Determinante  enthalten  sind)  i-ter  Ordnung  der  Determinante 


aiK\        (»,x=i,2, ...») 


bedeutet   und   die  Summation   über  alle  Hauptsubdeterminanten  2-ter 
Ordnung  zu  erstrecken  ist. 

Zufolge  der  Voraussetzung  hat  die  Gleichung  (2)  mit  der  Gleichung 

(on  -\-  ccn_1(on~    -f-  •  •  •  -f-  ä1(o  -f-  ( —  1)*  =  0 

sämmtliche  Wurzeln  gemein,  es  ist  also 
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ax  =  (—l)*üH__x  (*=i,s,...n), 

d.  h.  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (3) 

(4)  £Rx  =  SBn_x. 

Möge  wie  gewöhnlich  A.x  die  zu  dem  Elemente  axi  gehörige  Sub- 
determinante  (n  —  l)-ter  Ordnung  von 


ain\         (i\*=i, *,•••*) 
bedeuten,  so  dass  also 

S~~l  =  (Ä.x)  (f.X-l,»,-"») 

ist,  dann  lautet  die  Gleichung  (4)  insbesondere  für  x  =  1 

n  n 

(5)  S^iS1«' 

Sei  ß  eine  Substitution  von  ®,  die  so  beschaffen  ist,  dass  die 
sämmtlichen  Wurzeln  <o19  a>2,  •  •  •  a>n  der  zu  ß  gehörigen  Fundamental- 
gleichung von  einander  verschieden  und  dem  absoluten  Betrage  nach 
gleich  Eins  sind  (die  Existenz  mindestens  einer  solchen  Substitution 
wurde  ja  vorausgesetzt),  dann  können  wir  uns  das  der  Gruppe  0  zu 
Grunde  liegende  Fundamentalsystem 

als  das  zu  &  gehörige  canonische  Fundamentalsystem  gewählt  denken, 
so  dass  also 

ist. 

Bedeute  ferner 

T=(bix)        (*,*=ifi,...«) 

irgend  eine  andere  Substitution  von  0,  so  müssen  zufolge  der  über 
die  Gruppe  &  gemachten  Annahme  die  den  Gleichungen  (5)  analogen 
Gleichungen  auch  für  die  Substitution 

(C.x)  =  (°„)  &  C6.*)  (',  —  1 ,  t,  •  •  •  -) 

erfüllt  sein,  wo  r  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.  Nun  ist  aber 
wir  haben  folglich  (vergl.  Nr.  30,  Bd.  I,  S.  92) 


n 


1  =  1 

n 


c,.-2*,A.*T'* 


l  =  l 


396  XVII.    Theorie  der  Zetafunctionen.    Kapitel  4. 

wo  Cix,  B.x  beziehungsweise  die  zu  den  Elementen  cxP  bxi  der  Deter- 
minanten 

\ciK\,  \bix\         c,«— l.s,...*) 

gehörigen  Subdeterminanten  bedeuten.    Die  der  Gleichung  (5)  analoge 
Gleichung  lautet  daher  für  die  Substitution  (cix) 


n        n 


(5a)  ZZ^«-8«^"''"0' 

4  =  1     /=1 

da  ja 

Cö~     =  CÖ(  (1  =  1,  «,-■•*) 

sein  sollte. 

Setzen  wir  in  (5a)  für  r  die  Werthe  0,  1,  •  •  •  n  —  1  ein  und 
beachten,  dass  die  to17  (ov  •  •  •  a>n  von  einander  verschieden,  also  die 
Determinante 

|  oi^""1 1  -+-  0         «,«-i,it •••») 

ist,  so  schliessen  wir,  dass 


») 


(6)  2(s» 2«  - a« 6«) = °    ('  -  *  •  •  • 

«•=1 
sein  muss. 

Nehmen  wir  insbesondere 

so  ergiebt  sich  aus  (6)  die  Gleichung 

(7)  Au  =  a..         (t=i,2,-.  n). 

Diese  Gleichung  besteht  für  jede  Substitution  von  ®,  also  auch  für 
die  Substitution  (cix);  mit  Rücksicht  auf  die  Ausdrücke  der  c.x,  CiK 
haben  wir  demnach 


SP«*«  ""  aM<~°         c-1.».--), 


*=i 

und  wenn  wir  hierin  dem  r  wieder  die  Werthe  0,  1 ,  •  •  •  n  —  1  bei- 
legen, so  folgt  wie  oben,  da  die  o  ,  a>2,  •  •  •  (on  Ton  einander  verschieden 
sind, 

(8)  *tÄi  —  anhu  (M-i.t,-— >. 

Nehmen  wir  nunmehr 

so  ergeben  die  Gleichungen  (8) 
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(9)  £„4,  — a(l4,        (M-i,!,.—), 
und  wenn  wir  andererseits 

setzen ,  so  folgt  aus  (8) 

(10)  Z,2,,  =  a,,a„        (i,  i-i.i... ■«). 
Endlich  ergiebt  das  Gleichungssystem  (8)  für 

die  Gleichungen 

n  n 

2  ******"*  •  ^«  —2  ********  • a«> 

x=l  x=l 

und  wenn  wir  hierin  abermals  r  =  0,  1,  •  •  •  n  —  1  nehmen,  so  schliessen 
wir  aus  der  Verschiedenheit  der  m  }  ©2,  •  •  •  muf  dass 

sein  muss. 


370.     Beweis   des   Fuchs'schen  Satzes  und  Anwendung  desselben 

auf  endliche  Gruppen. 

Wenn  die  Integrale  uv  uv  •  •  •  un  der  Differentialgleichung  (1)  die 
Substitution 

der  Monodromiegruppe  @  erfahren,  so  erleiden  die  conjugirten  Werthe 

«z     «z     .  .  .  «z 

dieser  Integrale  die  conjugirte  Substitution 

S  =    (ä.x)  (I\*  =  l,2,..-H). 

Betrachten  wir  also  die  bilineare  Form 

* 

9  (*!,   ••••*.,*!,•■•   *»)  =2Ä*U*Ü*> 

x=l 

deren  Coefficienten  -4x  von  £  unabhängige  Grossen  sind,  so  verwandelt 
sich  dieselbe  durch  Anwendung  der  Substitution  S  in 

?(«„  •  •  •  «.i  «i»  ■  •  •  ÖJ  =22,p.«M.0«' 

«  =  1    x=l 
WO 
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P.   =  «(a, ..  •  •  •  a  .,  5,  .  •  ••  ä  J  =  /,  4  a  .5 

«x  '   V    li*  m/      lx>  nx'         j£^       a    ai    < 


ax 


gesetzt  wurde.     Bestimmen  wir  die  Av  •  •  •  -4B  aus  den  Gleichungen 

pu-o,p1,-o,...p1.-o, 

so  ergiebt  sich 

A«!!   :  A«21   :  *  •  *  :  Ananl  =  Äl   :  Ä*  :  '  *  "  :  4.> 

also  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (7) 

V      '  Al  axl 

Die    Gleichung    (9)    lehrt    also,    dass    die    Verhältnisse    der 
Grössen 

real  sind. 

Setzen  wir  die  Ausdrücke  (12)  in  P4    ein,  so  ergiebt  sich 

1         a  =  l  al 

Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (11) 


und  folglich 


AaxAxiAia  =  aixaxaaai 


a     Ai  a     gl   a     o,  * 

ax     la  ax    lx   xa    al 

aal  aalAaxAxl 


oder  mit  Rücksicht  auf  (9)  und  (10) 

ax     la   xa         lx   xa   xa    lx 

aal  axa  Axl  Axl 

d.  h.  wir  erhalten 

j    =T-2>a«iA*°         c«-i.t.--). 

Hieraus  folgt 


Al  Axl  a=l 


P.„  =  0,     fßrt  +  x, 

"*X*  aiX  °lxaxl 


A  -*xl  ^xlaxl 

also  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (10) 


XX     IX    X 

~^r —  «x7  —  ~Äij 
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d.  h.  wir  haben 

Pxx  =  A  <*  =  1'2'  -*> 

und  folglich 

?i  — »• 

Wenn  wir  also  die  Coefficienten  der  Form  <p  durch  die 
Gleichungen  (12)  bestimmen,  so  bleibt  diese  Form  ungeändert, 
wenn  die  wt,  u-f  •  •  •  w    die  Substitution  S  erleiden. 

Für  die  beliebige  Substitution 

von  0  wird  ebenso  die  Form 

5iwi*i  +  Siu2ü*  +  "  •  •  +  3.M. 
mit  den  realen  Coefficientenverhaltnissen 

ungeändert  bleiben,  wenn  auf  die  ul9  uv  -  •  •  un  diese  Substitution  T 
ausgeübt  wird;  da  aber  für  irgend  zwei  Substitutionen  S,  T  der  Gruppe 
S  die  Gleichungen  (8)  gelten,  so  haben  wir 


?1*  —  -ÜI*. 

Ki       £, ' 


oder  nach  (10) 


lxl 


X 
__  • 


es  ist  also 


6xl  °xl ' 

--  =  _     («=»,,,....,, 

d.  h.  die  invariante  bilineare  Form  ist  für  jede  Substitution  von  @, 
abgesehen  von  einem  constanten  Factor,  dieselbe,  oder  mit  anderen 
Worten: 

Die  Form  <p  bleibt  ungeändert,  wenn  auf  die  ulf  uv  •  •  •  un 
irgend  eine  Substitution  der  Gruppe  ®  angewandt  wird. 

Damit  ist  aber  der  Beweis  des  am  Schlüsse  der  Nr.  368  (S.  393) 
ausgesprochenen  Fuchs 'sehen  Satzes  geliefert. 

Wir  bemerken,  ohne  auf  den  Beweis  einzugehen,  dass,  wie  Herr 
Fuchs  gezeigt  hat,  dieser  Satz  auch  eine  Umkehrung  zulässt,  und 
dass  der  Satz  sowohl  wie  seine  Umkehrung  auch  dann  gültig  bleiben, 
wenn  in  der  gegebenen  Differentialgleichung  das  Glied  mit  der  (n  —  l)-ten 
Ableitung  nicht  fehlt. 

Sei  nun  &  eine  endliche  Gruppe  homogener  linearer  unimoduliirer 
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Substitutionen  und  bedeute  Sx  eine  beliebige  Substitution  dieser  Gruppe. 
Dann  sind  (Nr.  367,  S.  388)  die  Wurzeln  der  zu  Sx  gehörigen  Funda- 
mentalgleichung ganzzahlige  Einheitswurzeln;  diejenige  Gleichung,  die 
aus  der  Fundamentalgleichung  dadurch  hervorgeht,  dass  man  in  jedem 
Coefficienten  +  i  in  —  i  verwandelt,  wird  demnach  durch  die  reci- 
proken  Werthe  der  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung  befriedigt.  Wir 
haben  also  den  Satz: 

Wenn  unter  den  Substitutionen  einer  endlichen  und  uni- 
modularen  Gruppe  wenigstens  eine  enthalten  ist,  deren  Fun- 
damentalgleichung lauter  von  einander  verschiedene  Wurzeln 
besitzt,  so  giebt  es  eine  bilineare  Form  der  Gestalt 

A^ü^  +  A2u2ü2  H 1-  Antinün 

mit  realen  Coefficientenverhältnissen,  die  ungeändert  bleibt, 
wenn  auf  die  ui9  uv  •  •  un  eine  Substitution  der  Gruppe  an- 
gewandt wird. 

371.  Kriterium  dafür,  dass  die  Monodromiegruppe  einer  Differential- 
gleichung eine  bilineare  Form  mit  eonjugirten  Variabelen 

ungeändert  lässt. 

Der  am  Schlüsse  der  vorigen  Nummer  bewiesene  Satz  lehrt,  dass 
ebenso  wie  für  n  =  2  auch  für  ein  beliebiges  n  die  algebraisch  inte- 
grirbaren   linearen  Differentialgleichungen   w-ter  Ordnung  sich  in  die 
Classe  von  linearen  Differentialgleichungen  einordnen,  deren  Monodro- 
miegruppe   eine    aus    den   Elementen    eines   Fundamentalsystems   und 
dessen   eonjugirten  Werthen    gebildete  bilineare  Form  mit  constanten 
und  realen  Coefficienten  ungeändert  lässt.    Die  hohe  Bedeutung  dieser 
Classe  von  Differentialgleichungen  erhellt  auch  andererseits  daraus,  dass 
die  Fuch s 'sehen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  dieser  Classe 
angehören.    Man  kann  nun  nach  Herrn  Fuchs  ein  einfaches  Kriterium 
dafür  angeben,  dass  eine  vorgelegte  Differentialgleichung 

der  gedachten  Classe  angehört. 

Zerlegen  wir  nämlich  u9  z  und  die  Coefficienten  p   von  (1)  in  ihre 
realen  und  imaginären  Theile 

u  =  v  +  wh 
(2)  -  *  =  x  +  yi, 

p=Px+  Qi,  o.-o,if...i.) 
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so  sind  also  v,  w,  Px,  Qx  reale  Functionen  der  realen  Variabelen  x,  y, 
die  die  partiellen  Differentialgleichungen 


(3) 


dv         dw 
dx         dy ' 

dw  dv 
dx               dy ' 

dx         dy  } 

d%       dp, 

dx               dy 

befriedigen.    Setzen  wir  die  Werthe  (2)  in  die  Differentialgleichung  (1) 
ein  und  beachten,  dass 

d*w        dxv    .    .  cxw        d*w        .  d*v 
ist,  so  zerfällt  (1)  in  die  beiden  Differentialgleichungen 

n 
x=0 


ÄV"a«"~"       *dxH-*J       ' 


aus  denen  durch  Elimination  von  v  beziehungsweise  w  die  Gleichungen 


w— 1 

in — xM  >j.n — *, 


(5)  ^(^f^  +  V^  +  C^'  +  O'-O 

hervorgehen,  wo 


gesetzt  wurde. 

Ersetzen  wir  in  (4) 


010      j        i  cv 

durch     — 


und  in  (5) 

dt>      j       ,  cw 

•k-     durch  5— , 

dx  dy ' 

so  ergiebt  sich,  dass  sowohl  v  als  auch  w  die  partielle  Differential- 
gleichung 

W       JO*-^  +  *.  SF^jj)  +  (*/  +  O- - o 

befriedigen.     Bedeuten   umgekehrt  v7  w   den   realen  Theil  und  Coeffi- 
cienten  von  i  einer  monogenen  Function  der  complexen  Variabein 

Sohlesinger,  Differentialgleichungen.  II,  2.  26 
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g  =  x  +  yi 

und   befriedigen  v,  w  die  partielle  Differentialgleichung  (6),   so   folgt, 
indem  man  die  angegebene  Rechnung  rückwärts  verfolgt,  dass  v  +  wi 
eine  Lösung  der  linearen  Differentialgleichung  (1)  sein  müsse. 
Betrachten  wir  nun  ein  Fundamentalsystem 

wx  =  vx  +  wxi       *(x=l,2,-«) 

der  Differentialgleichung  (1),  so  befriedigen  die  vx,  wx  die  Differential- 
gleichung (6)  und  folglich  die  Ausdrücke 

u*üi  =  v*vi  +  w*wi  -  *>x"2  —  VO> 

diejenige  lineare  partielle  Differentialgleichung,  der  die  Quadrate  der 
Lösungen  der  Differentialgleichung  (6)  Genüge  leisten. 
Wenn  also  eine  aus  den 

w, ,  •  •  •  u  ,     üt ,  •  •  •  w 

gebildete  bilineare  Form  mit  constanten  Coefficienten  bei 
allen  Substitutionen  der  Monodromiegruppe  0  der  Differen- 
tialgleichung (1)  ungeändert  bleibt,  so*  muss  die  partielle 
Differentialgleichung,  der  die  Quadrate  der  Integrale  von  (6) 
Genüge  leisten,  durch  eine  eindeutige  Function  der  beiden 
realen  Variabein  x,  y  befriedigt  werden. 


Fünftes  Kapitel. 

372.     Differentialgleichungen  mit  algebraischen  Coefficienten; 

mit  doppeltperiodisehen  Coefficienten. 

Wir  waren  zu  Beginn  dieses  Abschnittes  (Nr.  350,  S.  329)  Ton 
dem  Probleme  ausgegangen,  die  Darstellung  der  allgemeinen  Lösung 
y  einer  linearen  Differentialgleichung,  deren  Coefficienten  algebraische 
Functionen  von  x  sind,  in  der  Form  zu  geben,  dass  diese  Lösung  und 
die  unabhängige  Variable  x  simultan  als  eindeutige  Functionen  einer 
Hülfsvariabeln  r\  erscheinen,  haben  uns  aber  dann  mit  Rücksicht  auf 
eine  an  früherer  Stelle  dargelegte  Reductionsmethode  auf  die  Betrach- 
tung von  Differentialgleichungen  mit  rationalen  Coefficienten  be- 
schränkt. Wir  nehmen  jetzt  die  Frage  in  der  allgemeineren  Fassung 
wieder  auf,  wo  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  algebraische 
Functionen  der  unabhängigen  Variabein  sind,  um  eine  Reihe  von 
Problemen  zu  formuliren,  deren  Bedeutung  nicht  so  klar  hervortritt, 
wenn  man  die  vorgelegte  Differentialgleichung  mit  Hülfe  des  gedachten 
Reductionsverfahrens  auf  eine  solche  mit  rationalen  Coefficienten  zurück- 
führt. 

Wie  in  der  Nr.  187  (Bd.  II,  1,  S.  213  ff.)  bemerkt  wurde,  können 
wir  die  gegebene  Differentialgleichung  mit  algebraischen  Coefficienten 
in  der  Form 

(i)  g  +  p1(^«)£^  +  ---+j>»(^«)y  =  o 

zu  Grunde  legen,  wo  die  Coefficienten  pl(z,  s),  •  •  •  pn(%,  s)  rationale 
Functionen  der  durch  eine  algebraische  Gleichung 

(2)  F(x,  s)  =  0 

vom  Range  p  mit  einander  verknüpften  Variabelen  (z,  s)  sind.  Wir 
setzen  überdies  voraus,  dass  die  Integrale  von  (1)  keine  Punkte  der 
Unbestimmtheit  besitzen,  und  fassen  diese  Bedingung  auch  in  dem  vor- 
liegenden allgemeinen  Falle  in  die  Aussage  zusammen,  dass  die  Diffe- 
rentialgleichung (1 )  der  Fuch suchen  Classe  angehören  möge. 

26* 
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Es  lässt  sich  dann  stets  eine  Fuchs'sche  Function  x  =  f(rf)  finden, 
die  so  beschaffen  ist,  dass  sowohl  s  als  auch  das  allgemeine  Integral  y 
von  (1)  als  eindeutige  Functionen  von  rj  erscheinen,  z.  B.  kann  man 
f(rj)  so  wählen,  dass  diese  Function  die  Verzweigungspunkte  der  alge- 
braischen Function  s  von  x  und  diejenigen  #-Werthe,  zu  denen  Werthe- 
paare  (s,  x)  gehören,  für  die  die  Coefficienten  von  (1)  unendlich  werden, 
auslässt. 

Führen  wir  dann  r\7  beziehungsweise  die  Grössen 


1  /d x  i  /dx 


dr\ 

in  die  Differentialgleichung  (1)  an  Stelle  von  x  als  unabhängige 
Variable  ein,  so  sind  für  die  so  entstehende  Differentialgleichung  in  ihrer 
invarianten  Gestalt 

1.  die  Coefficienten  Fuchs'sche  Functionen  von  ij, 

2.  die  sämmtlicheu  Integrale  eindeutige  Functionen  von  rj.  Wir 
wollen  diese  beiden  Eigenschaften  der  gedachten  Differentialgleichung 
gesondert  betrachten. 

Die  erste  Eigenschaft  hat  dieselbe  offenbar  mit  jeder  Differential- 
gleichung gemein,  die  aus  einer  Differentialgleichung  mit  in  (x,  $) 
rationalen  Coefficienten  durch  Einführung  von  rj  beziehungsweise  uv  tts 
als  neuer  unabhängiger  Variabein  hervorgeht,  die  zweite  Eigenschaft 
dagegen  ist  wesentlich  bedingt  durch  die  Beschaffenheit  der  singulären 
Stellen  von  (1)  und  durch  die  Natur  der  Monodromiegruppe  dieser 
Differentialgleichung. 

Etwas  anders  gefasst  führt  diese  Ueberlegung  zu  dem  folgenden 
Problem. 

Denken  wir  uns  die  durch  die  Gleichung  (2)  verknüpften  Variabein 
x,  s  auf  irgend  eine  Weise  als  eindeutige  Fuchs'sche  oder  Klein'sche 
Functionen  einer  Hülfsvariabelu  t  dargestellt,  z.  B.  auf  die  in  der 
Nr.  324  (S.  242  ff.)  beschriebene  Art,  und  sei.  (1)  eine  vorgelegte  Dif- 
ferentialgleichung der  Fuch suchen  Classe  mit  in  (x,  s)  rationalen 
Coefficienten.  Führen  wir  in  (1)  an  Stelle  von  x  die  Grösse  t  als  neue 
unabhängige  Variable  ein,  so  erhalten  wir  eine  Differentialgleichung  (la), 
die  in  ihrer  invarianten  Gestalt  Coefficienten  besitzt,  die  Fuchs'sche 
beziehungsweise  Klein'sche  Functionen  von  t  sind.  Wie  muss  die 
Differentialgleichung  (1)  beschaffen  sein,  damit  auch  die  In- 
tegrale von  (la)  eindeutige  Functionen  von  t  werden? 

Die  exacte  Lösung  dieses  Problems  bietet  nicht  unerhebliche 
Schwierigkeiten  dar,  obwohl  eine  Anzahl  nothwendiger  Bedingungen 
durch  Umkehrung  der  beim  P  oincare' sehen  Principe  zur  Anwendung 
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gelangten  Ueberlegungen  sofort  angegeben  werden  kann.  Wir  be- 
schranken uns  auf  die  Behandlung  der  Frage  in  dem  besonderen  Falle, 
wo  die  algebraische  Gleichung  (2)  vom  Range  Eins  ist,  ein  Fall,  der 
in  der  Litteratur  ausführlich  untersucht  worden  ist  und  zu,  namentlich 
für  die  mathematische  Physik,  bedeutsamen  Resultaten  geführt  hat. 

Wenn  p  =  1  ist,  so  können  wir  die  zwischen  x  und  s  bestehende 
Gleichung  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  in  der  Form 

(2a)  s2  =  (l—  tf2)(l  —  xV) 

voraussetzen,  wo  x  eine  Gonstante  bedeutet,  und  dann  den  Parameter  t 
gleich  dem  elliptischen  Integrale  erster  Gattung 


X 

j  y(i-x»)(i-H» 


**> 


nehmen,  so  dass  also  x  und  s  in  der  Gestalt» 

x  =  sn  t, 
s  =  cn  t  •  dn  t 

als  eindeutige  doppeltperiodische  Functionen  von  t  mit  den  Perioden 

Ä  =  42T,    ü'  =  2K'i 

erscheinen. 

Führen   wir   in    die   Differentialgleichung   (1)   t  als   unabhängige 
Variable  ein,  so  erhalten  wir 


(u)  ö  +  Äi0)jjL_f  +  ... +  ,.(<),  _o, 

und  die  nt(t)f  •  •  •  ^n(0?  die  s^c^  aus  den  Px(s>  x)  un(*  den  Ableitungen 
der  doppeltperiodischen  Function  x  von  t  rational  zusammensetzen,  sind 
schon  selbst  eindeutige  doppeltperiodische  Functionen  von  t} 
so  dass  wir  also  in  diesem  Falle  gar  nicht  zu  der  invarianten  Gestalt 
der  Differentialgleichung  überzugehen  brauchen.  Die  Bedingungen  da- 
für, dass  die  Integrale  von  (la)  eindeutige  Functionen  von  t  werden, 
lassen  sich  dann  in  folgender  Weise  formuliren. 


373.     Differentialgleichungen   mit  doppeltperiodischen  Coefficienten 

und  eindeutigem  Integral. 

Zunächst  ist  klar,  dass  wenn,  wie  wir  voraussetzen,  die  Differential- 
gleichung (1)  der  Fuchs'schen  Classe  angehört,  die  eindeutigen  Func- 
tionen, die  die  Differentialgleichung  (la)  befriedigen  sollen,  nur  dort 
unbestimmt  werden  können,   wo  dies  für  die  elliptischen  Functionen 
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sn  t,  cnt,  dnt 

der  Fall  ist,  d.  h.  für  t  =  oo .  Die  Integrale  von  (la)  müssen  also  für 
alle  endlichen  Werthe  von  t  den  Charakter  rationaler  Functionen  haben, 
und  sind  folglich  nach  einem  bekannten  Satze  der  Functionentheorie 
als  Quotienten  beständig  (d.h.  für  alle  endlichen  Werthe  von  t) 
convergenter  Potenzreihen  von  t  darstellbar. 

Betrachten  wir  ferner  den  Fundamentalbereich  der  elliptischen 
Functionen  x  und  s  von  t,  d.  h.  das  zu  diesen  Functionen  gehörige 
Periodenparallelogramm,  so  können  wir  dasselbe  dadurch  erhalten,  dass 
wir  die  zu  dem  elliptischen  Gebilde  (2  a)  gehörige  zweiblättrige  und 
dreifach  zusammenhängende  Rie mann 'sehe  Fläche  T,  etwa  in  der  in 
der  Nr.  187   (Bd.  II,  1,  S.  213)   für   beliebiges  p  beschriebenen  Weise, 

durch  zwei  Querschnitte  a,  b  in  eine 
einfach  zusammenhängende  T  zer- 
schneiden (vergl.  die  Fig.  33)  und 
dann  T  auf  die  Ebene  der  complezen 
Variabein  t  abbilden.  Dann  müssen, 
damit  die  Integrale  von  (la)  ein- 
deutige Functionen  von  t  werden,  zu- 
nächst die  Integrale  von(l)  in  der  zer- 
schnittenen Riemann'schen  Flache 
T  eindeutig  sein.  Die  Bedingungen 
hierfür  lassen  sich  in  algebraische  Bedingungen  für  die  Coefficienten 
pv  •  •  -  pn  umsetzen.  Man  hat  nämlich  nur  die  Bedingungen  dafür  auf- 
zustellen, dass  die  Integrale  von  (1)  in  der  Umgebung  der  einzelnen 
singulären  Stellen  dieser  Differentialgleichung  den  Charakter  von  ratio- 
nalen Functionen  des  durch  die  Gleichung  (2  a)  definirten  algebraischen 
Gebildes  (x,  s)  besitzen,  dann  sind  die  Integrale  in  der  Umgebung 
jeder  Stelle  von  T  eindeutig,  also  unverzweigt  innerhalb  T,  und  folglich, 
da  T  einfach  zusammenhängend  ist,  innerhalb  f  schlechthin  eindeutig. 
Die  Integrale  von  (1)  müssen  aber  überdies  so  beschaffen  sein, 
dass  sie,  wenn  x  einen  in  der  unzerschnittenen  Fläche  T  verlaufenden 
Weg  beschreibt,  der  t  zu  seinem  Ausgangswerthe  zurückführt,  eben- 
falls ungeändert  bleiben.  Dies  ist  eine  Bedingung  für  die  Monodromie- 
gruppe  der  Differentialgleichung  (1),  die  sich  wie  folgt  aussprechen 
lässt.     Sei 

y»  »2>  •  •  •  yn 

ein  Fundamen talsystem  von  (1),  so  erfahren  diese  Integrale,  wenn  x 
die  Querschnitte  a,  b  im  positiven  Sinne  (vergl.  die  Pfeile  in  der 
Figur  33)  überschreitet,  beziehungsweise  die  Substitutionen 


Fig.  ss. 
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Diese  beiden  Substitutionen  mit  ihren  inversen  bilden  eine  Basis  der 
Monodromiegruppe  0  der  Differentialgleichung  (1).  Das  Integral  erster 
Gattung  t  erleidet,  wenn  x  die  Querschnitte  a,  6  im  positiven  Sinne  über- 
schreitet, die  Substitutionen 

t  +  Ä,     t  +  £', 

diese  bilden  mit  ihren  inversen  eine  Basis  der  doppeltperiodischen 
Gruppe  fr.  Diejenigen  Wege  von  x  in  der  Fläche  T,  durch  welche  t 
zu  seinem  Ausgangswerthe  zurückgeführt  wird,  können  dann  dahin 
charakterisirt  werden,  dass  ihnen  die  identische  Substitution  der  Gruppe 
fr  entspricht,  und  die  Bedingung  für  die  Monodromiegruppe  0  der 
Differentialgleichung  (1)  besagt  demnach  nichts  anderes,  als  dass  die 
Gruppen  fr  und  0  in  dem  Sinne  isomorph  sein  müssen,  dass  jeder 
Substitution  von  fr  eine  bestimmte  Substitution  von  0  entspricht 

Die  charakteristische  Eigenschaft  der  Gruppe  fr  besteht  nun  darin, 
dass  ihre  Substitutionen  mit  einander  vertauschbar  sind,  d.h.  dass 
für  die  Composition  derselben  das  commutative  Gesetz  gültig  ist.  Folg- 
lich muss  auch  die  Gruppe  0  so  beschaffen  sein,  dass  ihre 
Substitutionen  dem  commutativen  Gesetze  gehorchen.  Man 
sagt  von  einer  Gruppe,  die  diese  Eigenschaft  besitzt,  sie  sei  eine 
AbeTsche  Gruppe. 

Damit  0  eine  Abel'sche  Gruppe  sei,  ist  zunächst  erforderlich, 

dass   die  Substitutionen  A,  B  selbst  mit  einander  vertauschbar   seien, 

d.  h.  dass 

AB  =  BA 

oder  ausführlicher  geschrieben 


n  n 


sei.     Sind  nun  zwei  Substitutionen  B7  C  mit  A  vertauschbar,  d.  h.  ist 

BA  =  AB}    CA  =  AC, 

so  ist  für  die  aus  B,  C  componirte  Substitution 

BC  A  =  BAC  =  A-  BC, 

d.  h.  auch  BC  ist  mit  A  vertauschbar.  Ferner  ist  offenbar,  wenn  B 
mit  A  vertauschbar  ist,  auch  BT  mit  A~  vertauschbar.  Aus  diesen 
beiden  Bemerkungen  folgt,  dass,  wenn  A  mit  B  vertauschbar  ist,  auch 
jede  aus 

A,  B,  A"\  BT1 
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componirte  Substitution  mit  jeder  anderen  aus  diesen  vier  Substitutionen 
componirten  Substitution  vertauschbar  sein  muss.  Die  Vertauschbarkeit 
yon  A  und  B  ist  also  zugleich  hinreichend  dafür,  dass  die  Gruppe  & 
eine  Abel'sche  sei.  D.  h.  nebst  den  algebraischen  Bedingungen,  die 
die  Eindeutigkeit  der  yv  y2,  •  •  •  yn  in  der  zerschnittenen  Flache  T 
zur  Folge  haben,  ist  für  die  Eindeutigkeit  dieser  Integrale  als  Func- 
tionen von  t  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  beiden  Substitutionen 
A,  B  mit  einander  vertauschbar  seien. 

«.Diese    letztere    Bedingung     ist    aber    stets    von    selbst 
erfüllt. 

Um  dies  einzusehen,  brauchen  wir  nur  den  in  der  zerschnittenen 
Fläche  T  verlaufenden  Weg  zu  betrachten,  der  entlang  den  beiden 
Ufern  der  Querschnitte  a,  b  führt.  Gehen  wir  z.  B.  mit  dem  Funda- 
mentalsysteme [yx]  von  ß  aus  (vergL  Fig.  33)  das  linke  Ufer  von  b 
entlang  nach  a,  so  haben  wir  in  a  die  Integral werthe  A[yx]}  gehen 
wir  weiter  von  a  längs  des  linken  Ufers  von  a  nach  d,  so  stellt 
AB[yx]  daselbst  die  Integralwerthe  dar;  von  8  weiter  längs  des  rechten 

Ufers  von  b  nach  y  gelangend  haben  wir  in  y  ABA~x\y  ],  und  wenn 
wir  endlich  längs  des  rechten  Ufers  von  a  nach  ß  zurückkehren,  so 
haben  wir   in  ß   die  Integralwerthe  AB  AT1  BT1  \y^.    Da   aber  auf 

einem  in  T  verlaufenden  geschlossenen  Wege  die  \y  ]  zu  ihren  Aus- 
gangswerthen  zurückgeführt  werden,  ist 

ABA"1B~1  =  17 

d.  h.  in  der  That 

AB  =  BA. 

Wir  haben  also  den  Satz: 

Die  Bedingungen  dafür,  dass  die  Lösungen  von  (1)  be- 
ziehungsweise (la)  eindeutige  Functionen  von  t  mit  der  ein- 
zigen Unbestimmtheitsstelle  t  =  oo  seien,  fallen  mit  den  Be- 
dingungen dafür  zusammen,  dass  diese  Integrale  in  der 
Umgebung  jeder  singulären  Stelle  (x,  s)  der  Differentialglei- 
chung (1)  den  Charakter  rationaler  Functionen  von  x  und  s 
besitzen,  und  sind  folglich  stets  durch  algebraische  Glei- 
chungen, denen  die  Coefficienten  von  (1)  zu  genügen  haben, 
ausdrückbar. 
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374.     Vertauschbare  Substitutionen.     Bilineare  Form  mit 

eontragredienten  Variabein. 

Die  Eigenschaft  der  Substitutionen  A}  B,  mit  einander  vertausch- 
bar zu  sein,  lässt  sich  in  einer  etwas  anderen  Form  darstellen,  wenn 
man  die  zu  der  Differentialgleichung  (1)  adjungirte  Differential- 
gleichung 

W  TS"     ^n-i     +  "-+(-l)l».'-0 


heranzieht.     Wir  schicken  die  folgende  Hülfsbetrachtnng  voraus. 
Sei 


n  n 


9  =z*  Zi  ai**iy> 

*=1   *=1 

eine  büineare  Form  in  den  beiden  Variabeinreihen 
Transformiren  wir  die  [y  ]  durch  die  Substitution 


'X- 

n 


p^=2m. 


(x=-l,8,-*), 


die  [z  ]  durch  die  Substitution 


(X  =  1,J,     ••»), 


<=1 
so  lautet  die  transformirte  Form 

n         n  n  n  ^__^    

*=1    x=l  cr  =  l  /*=1  a         P  in 

wo  g^t.  =  qia  gesetzt  wurde.    Die  Coefficienten  der  transformirten  Form 
sind  also  nichts  anderes  wie  die  Elemente  der  Substitution 

WO 

gesetzt  wurde. 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  die 
bilineare  Form  <p  bei  Anwendung  der  Substitutionen  P,  Q  auf  die 
Variabein  [yj,  [#J  ungeändert  bleibe,  ist  also: 

Q'AP  =  A. 
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Seien  nun  die  beiden  Variabeinreihen  [yj,  [#J  contragredient 
(vergl.  Nr.  23,  Bd.  I,  S.  65  ff.),  d.h.  mögen,  wenn  die  [yj  die  Substi- 
tution P  erfahren,  die  [#x]  die  reciproke  Substitution 

Q=  11=  (nttif)  (a^-l,!,..-!!) 

erfahren,  wo  ita  .  die  zu  dem  Elemente  pafi  gehörige  Subdeterminante 
der  Determinante 

dividirt  durch  diese  Determinante  selbst  bedeutet.     Setzen  wir  dann 
so  ist  (vergL  Nr.  30,  Bd.  I,  S.  95) 

(a,/*  =  l,2,..>i). 

Damit  also  die  bilineare  Form  <p  mit  den  contragredienten  Variabein- 
reihen [yj,  [>  ]  durch  Anwendung  der  Substitution  P  in  sich  selbst 
übergeht  ist  erforderlich,  dass 

F~1A?  =  A 

sei,  d.  h.  die  Substitution  P  muss  mit  der  aus  den  Coefficienten  der 
Form  <p  gebildeten  Substitution  A  vertauschbar  sein.  Umgekehrt 
lässt  eine  Substitution  P,  die  mit  A  vertauschbar  ist,  die  bilineare 
Form  <p  mit  contragredienten  Variabeinreihen  auch  stets  ungeandert 
Bezeichnen  wir  nunmehr  mit  z.f  zQ,  •  •  •  z  das  dem  Fundamental- 
Systeme  yv  t/Q,  •  •  •  yn  der  Differentialgleichung  (1)  adjungirte  Funda- 
mentalsystem von  (I),  so  sind  diese  beiden  Fundamentalsysteme  contra- 
gredient; folglich  hat  die  mit  den  Coefficienten  der  Substitution  A  ge- 
bildete bilineare  Form 

i  x 

nach  der  eben  gemachten  Bemerkung  die  Eigenschaft,  bei  allen  Sub- 
stitutionen der  Gruppe  0  ungeändert  zu  bleiben.  Diese  Form  ist  dem- 
nach eine  in  der  unzerschnittenen  Fläche  T  eindeutige  Function,  und 
folglich,  da  die  Differentialgleichung  zur  Fuchs'schen  Classe  gehört, 
eine  rationale  Function  von  x  und  s. 

Betrachten  wir  nun  die  lineare  Differentialgleichung,  der  die  Pro- 
ducte  yz  der  Lösungen  der  Differentialgleichungen  (1)  und  (I)  Genüge 
leisten,  so  ist  dieselbe  allgemein  von  der  Ordnung  n  ;  da  aber  (Nr.  23, 
Bd.  I,  S.  62) 

29.'.-° 

X  =  l 
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ist,  so  reducirt  sich  die  Ordnung  dieser  Differentialgleichung  auf  {n~  —  1). 
Die  bilineare  Form  <p  ist  eine  Lösung  der  gedachten  Differentialglei- 
chung, dieselbe  besitzt  also  ein  in  x  und  s  rationales  Integral, 
d.h.  ein  Integral,  welches  eine  eindeutige  doppeltperiodische 
Function  von  t  ist  und  für  alle  endlichen  Werthe  von  t  den 
Charakter  einer  rationalen  Function  hat. 


375.     Untersuchung  der  Fundamentalgleichungen  vertauschbarer 

Substitutionen. 

Aus  der  Vertauschbarkeit  der  Substitutionen  der  Gruppe  0  können 
wir  eine  Reihe  wichtiger  Folgerungen  ziehen,  die  den  analytischen 
Charakter  der  Lösungen  der  Differentialgleichungen  (1)  anzugeben  ge- 
statten. 

Wir  haben  zu  dem  Ende  nur  die  Erörterungen  des  dritten  Ab- 
schnittes (Bd.  I)  auf  die  beiden  Substitutionen  A,  B  anzuwenden.  Be- 
trachten wir  etwa  die  Substitution  A  und  sei 

Z,(o)  =  lx<ox  +  lxi  <ox~~l  -\ [- 10 

ein  Factor  der  zu  A  gehörigen  Fundamentalgleichung 

(3)  F(g>)  =  \ahx  —  dhje&\  =  0        (*,  «=1,1,  ••■»). 

Bezeichnen  wir  wie  im  dritten  Abschnitte  mit  a.(l)  die  Coefficienten  der 

Ax 

Substitution  Ä7  dann  liefern  (Nr.  35,  Bd.  I,  S.  117)  die  Lösungen  des 
Gleichungssystems 

i» 

A  =  l 

die  Coefficieüten  derjenigen  linearen  Combinationen  der  yv  yv  •  •  •  yn9 
die  der  Relation 

(5)  lxAxu  +  lx_xAx-lu  H f-  l0u  =  0 

Genüge  leisten,  wo  durch  A*u  diejenige  Function  bezeichnet  wurde, 
in  welche  sich  das  Integral  u  der  Differentialgleichung  (1)  verwandelt, 
wenn  auf  die  [y.]  die  Substitution  A*  angewandt  wird. 

Sei  das  Gleichungssystem  (4)  vom  Range  n  —  r,  und  bedeute 

ein  System  linear  unabhängiger  Lösungen  desselben.  Bezeichnen  wir 
mit  b{£  die  Coefficienten  der  Substitution  If*  und  bilden  die  Ausdrücke 
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«o  2%v    »-»•••->. 


so  ist  zufolge  der  Vertauschbarkeit  von  Ä*  mit  Jr 

X  X 

und  folglich 

X  * 

X  * 

X  * 

d.  h.    die   Ausdrücke  (6)   sind    für   jeden  Werth   von  ß   eben 
falls  Losungen  des  Gleichungssystems  (4). 

Wir  können  folglich  ein  System  von  x    Constanten 

C  (»./*  — 1.  »i---«) 

r* 

so  bestimmen,  dass  insbesondere 

2b^-2c^    fr-1.»--« 

ist;  aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  aber  sofort 
wo  c^  die  Elemente  der  Substitution 


\P 


bedeuten. 

Betrachten  wir  nun  die  zu  der  Substitution  (c    )  gehörige  Funda- 
mentalgleichung 

und  denken  uns  dieselbe  nach  Potenzen  von  co  entwickelt: 
(8)  (-  1)' «?  +  y,_,  o*"1  +  •  •  ■  +  y0  =  0, 

so  ist  nach  Nr.  33  (Bd.  I,  S.  108) 

(- 1)*«£  +  n-iC"  +  •  •  •  +  ***** -  °      (*."-».«.••■«»•, 
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wir  haben  folglich  gemäss  den  Gleichungen  (7) 

(9)        2F  IC-  tf^  +  ^fH-'  +  ^J  =0 

Ä=l 

Nach  dem  Satze  der  Nr.  33  (Bd.  I,  S.  111)  schliessen  wir  hieraus, 
dass  die  Gleichung  (8)  mit  der  zu  der  Substitution  B  gehörigen  Funda- 
mentalgleichung 

(10)  \bhjt  —  o*Ax|  =  0        (a.x^i.v  ..«) 
gewisse  Wurzeln  gemein  haben  müsse;  bedeute 

(11)  cQ<oQ  +  c^_x  o*""1  +  •  •  - ;  +  c0         (o  < f<*) 

den  grössten  gemeinsamen  Theiler  der  linken  Seiten  der  Gleichungen  (8) 
und  (10),  dann  ist  nach  dem  Satze  der  Nr.  35  (Bd.I,  S.  115,  116)  das 
Gleichungssystem 

n 

mit  dem  Gleichungssysteme 


2K-1)rC  +  ^-iC1)  +  --  +  yo*ÄxUÄ=o    c-i...-* 


A  =  l 

aequivalent.  Das  letztere  Gleichungssystem  ist  aber,  da  es  nach  (9) 
die  linear  unabhängigen  Lösungssysteme 

(13)  £>,  £\  • '  •  £'        <'=i.».  •«> 

besitzt,  höchstens  vom  Range  n  —  r,  folglich  ist  auch  das  Gleichungs- 
system (12)  höchstens  vom  Bange  n  —  r  und  wird  durch  die  Systeme  (13) 
befriedigt.    Wir  haben  demnach  den  allgemeinen  Satz: 

Sind  A,  B  irgend  zwei  mit  einander  vertauschbare  Substi- 
tutionen und  bedeuten 

n 
x=*l 

diejenigen  linear  unabhängigen  linearen  homogenen  Func- 
tionen der  [yj,  die  der  Relation  (5) 

lxAxu  +  l^A^u  H f-  l0u  —  0 

Genüge  leisten,  so  befriedigen  dieselben  Ausdrücke  auch  die 
Relation 

(14)  CoB^ti  +  ^.„t-B^""1**  +  "  '  "  +  <V*  =  ^  (0<o<r). 
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Nehmen  wir  nunmehr  A  =  1,  d.  h.  betrachten  wir  den  zu  einer 
Wurzel  (oa  der  Fundamentalgleichung  von  A  gehörigen  linearen  Factor 

L(a)  =  &  —  aa, 
so  haben  die  Integrale 

n 

^C}y«      <»-i,tf.-.f) 

die  Eigenschaft,  sich  mit  der  Constanten  &a  zu  multipliciren,  wenn  die 
fyj  die  Substitution  A  erfahren.  Das  Integral  (15)  multiplicirt  sich 
also,  sowohl  wenn  die  Substitution  A  als  auch  wenn  die  Substitution 
B  auf  die  [yx]  angewandt  wird,  mit  einer  Constanten,  und  hieraus  folgt, 
dass  es  bei  Anwendung  irgend  einer  Substitution  der  Gruppe  &  auf 
die  [yx]  in  sich  selbst  multiplicirt  mit  einer  Constanten  übergeht.  Die 
logarithmische  Ableitung  dieses  Integrales  ist  demnach  in  der  ganzen 
Fläche  T  eindeutig,  und  zwar,  da  die  Differentialgleichung  (1)  der 
Fuchs'schen  Classe  angehört,  eine  rationale  Function  von  (#,  5),  d.  h. 
eine  eindeutige  doppeltperiodische  Function  von  t}  die  nur  für  t  =  oo 
unbestimmt  wird.  Das  Integral  (15)  selbst  besitzt  als  Function  von 
i  die  Eigenschaft,  für  alle  endlichen  Werthe  von  t  das  Verhalten 
einer  rationalen  Function  zu  zeigen  und  sich  bei  Vermehrung  von  t 
um   die  Perioden  ü,  £1'   mit  den  constanten  Factoren  gj  ,  co  '  zu  mul- 

'  a*       et 

tipliciren.  Eine  so  beschaffene  Function  von  t  bezeichnet  man  nach 
Herrn  Hermite  als  eine  doppeltperiodische  Function  zweiter 
Art  mit  den  Perioden  ü,  £1'  und  den  Multiplicatoren  oa,  <Da'. 
Wir  können  somit  den  folgenden  von  Herrn  Picard  herrührenden  Satz 
aussprechen: 

Wenn  die  Integrale  der  zur  Fuchs'schen  Classe  gehörigen 
Differentialgleichung  (1)  eindeutige  Functionen  von  t  sind, 
so  giebt  es  mindestens  ein  Integral,  welches  eine  doppelt- 
periodische Function  zweiter  Art  von  t  ist. 

Die  Entwicklung,  die  uns  zu  diesem  Ergebnisse  geführt  hat,  lehrt, 
dass  es  unter  Umständen  auch  mehr  wie  ein  Integral  der  Differential- 
gleichung (1)  geben  kann,  welches  eine  doppeltperiodische  Function 
zweiter  Art  von  t  ist,  und  liefert  uns  zugleich  eine  obere  und  eine 
untere  Grenze,  sowie  eine  Anzahl  von  Sätzen  für  die  Anzahl  N  der  so 
beschaffenen  linearunabhängigen  Integrale.     In  der  That,  seien 

die  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  der  zu  A  gehörigen, 

1  9   w2  ?  wu 
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die   von    einander   verschiedenen  Wurzeln  der  zu  B  gehörigen  Funda- 
mentalgleichung, dann  folgt  zunächst,  dass  die  Anzahl  N  nicht  kleiner 
sein  kann  als  die  grösste  der  beiden  Zahlen  v,  (i. 
Sei  n  —  tal  der  Rang  des  Systems 

und  n  —  t'al  der  Rang  des  Systems 


setzen  wir  ferner 


(A,x  =  l,  *,•••*) 


2 *.*-**  2<i=M'> 


so  kann  die  Anzahl  N  nicht  grösser  sein,  wie  die  kleinere  der  Zahlen 
M9  M '.  Ist  insbesondere  eine  der  Zahlen  M}  M'  gleich  n,  so  ist  N 
gleich  der  anderen. 

Ebenso  unmittelbar  ergiebt  sich  die  nothwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafür,  dass  N=n  sei,  d.  h.  dass  ein  Fundamentalsystem 
von  Integralen  der  Differentialgleichung  (1)  existirt,  dessen  Elemente 
doppeltperiodische  Functionen  zweiter  Art  sind.  Damit  das  eintritt, 
muss  nämlich  jede  der  Zahlen  zaV  r'al  gleich  derjenigen  Zahl  sein,  die 
die  Vielfachheit  der  betreffenden  Wurzel  (oa,  &a'  angiebt.  Sind  also 
z.  B.  die  sämmtlichen  Wurzeln  der  Fundamentalgleichungen  der  Sub- 
stitutionen A7  B  von  einander  verschieden,  so  ist  diese  Bedingung  jeden- 
falls erfüllt.  Da  dies  so  zu  sagen  der  „allgemeine  Fall"  ist,  so  be- 
sitzt also  die  Differentialgleichung  (1),  wenn  ihre  Integrale  eindeutig 
in  t  sind,  „im  Allgemeinen"  n  linearunabhängige  doppeltperiodische 
Functionen  zweiter  Art  von  t  zu  Integralen. 


377.     Die  Integralgruppen.     Simultane  Bifferenzengleiehungen. 

Wenn  die  Anzahl  N  derjenigen  Integrale,  die  doppeltperiodische 
Functionen  zweiter  Art  von  t  sind,  kleiner  ist  wie  «,  so  hat  man,  um 
ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleichung  (1)  zu  erhalten,  noch 
n  —  N  Integrale  aufzustellen;  es  liegt  nahe,  dieselben  z.  B.  unter  den 
Elementen  des  zu  der  Substitution  A  gehörigen  canonischen  Funda- 
mentalsystems zu  wählen.  Dabei  liefert  uns  der  am  Schlüsse  der  Nr.  375 
fS.  413)    aufgestellte   Satz    das    folgende    bemerkenswerthe    Ergebniss. 

Denken  wir  uns  das  zu  der  Substitution  A  gehörige  canonische 
Fundamentalsystem  z.  B.  in  der  Weise  hergestellt,    dass  wir  für  den 
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Theiler  L(<o)  der  zu  A  gehörigen  Fundamentalgleichung  der  Reihe 
nach 

(ö  —  CJtf)  a  (a  =  l,a,-r) 

setzen,  wo  ka  den  Grad  der  Vielfachheit  der  Wurzel  oa  angiebt,  so 
befriedigen  die  so  gewonnenen  Integrale  auch  Relationen  von  der  Form 
(14),  und  wir  können  folglich  lineare  Combinationen  derselben  so  ein- 
richten, dass  diese  in  gewissem  Sinne  auch  Elemente  des  zu  B  gehörigen 
canonischen  Fundamentalsystems  sind. 

D.  h.  wir  können  ein  Fundamentalsystem  herstellen,  welches  in 
Gruppen  zerfällt;  jede  solche  Gruppe  gehört  zu  einem  Wurzelpaare  der 
den  Substitutionen  A,  B  entsprechenden  Fundamentalgleichungen,  und 
die  Elemente  einer  Gruppe  verwandeln  sich  sowohl  bei  Anwendung 
der  Substitution  A  als  auch  bei  Anwendung  der  Substitution  B  auf 
die  [yj  nur  in  lineare  homogene  Functionen  ihrer  selbst,  so  zwar, 
dass,  wenn 

V       V       •  •  •   V 

eine  solche  Gruppe  bilden,  die  zu  der  Wurzel  ioa  der  Fundamental- 
gleichung von  A  und  zu  der  Wurzel  ©a'  der  Fundamentalgleichung 
von  B  gehört, 


(ii-i.i,  ••■0 


«11  =  «23  =  '  "  '  =  %<>  =  <»« 


ÄV*  =  «*i*l  +  «**V*  H 1-  «xx* 

wird,  wo 
(16) 

0ii  =  As  =  '  *  "  =  ßfiQ  =  ö« 

ist.    Ueberdies  bestehen  zwischen  den  a  g9  ß  .  zufolge  der  Vertauschbar- 
keit  der  Substitutionen  A,  B  die  Beziehungen 

2  "nßik^S  ß*i"<* 
«=i  i=i 

oder,  mit  Rücksicht  auf  (16),  und  da  für  i  >  x 

a    =0,     ß  .  =  0 
sind, 

(n)        ^«„ßn-'Sß.,«,*    C:;:.4::::::.). 

Das  erste  Element  t^   einer  solchen  Gruppe  ist  als  Function  von 
t  betrachtet  eine  doppeltperiodische  Function  zweiter  Art  mit  den  Mul- 

Schleeinger,  Differentialgleichungen.   II,  S.  27 
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tiplicatoren  au,  /}  .  Um  die  analytische  Beschaffenheit  der  übrigen 
Elemente  v2,  •  •  •  v  feststellen  zu  können,  schicken  wir  die  folgenden 
Bemerkungen  voraus. 

Wir   bilden   mit  Hülfe  des  in  der  Nr.  352  (S.  337)  betrachteten 
Integrales  zweiter  Gattung 


J    l/(l-a:*)(l-*2*2) 


o 
dessen  Perioden  wir  durch 

ri  =  AE,      rj'=2E'i 

bezeichnen,  die  Ausdrücke 

am  \m~     =J|*W-1M. 

dann  ist,  wie  man  mit  Rücksicht  auf  die  Legendre'sche  Relation 

ttrj' —  £1'  i]  =  4ari 
sofort  übersieht, 

AZl  =  Zi(t  +  £l)=Zl(i), 
BZ1  =  Zl(t  +  Sl')  =  Zl(t)+l, 

Bz%  =  z,ß  +  a')  =  Zi((). 

Setzen  wir  nun  (vergl.  Nr.  38,  Bd.  I,  S.  130) 

Z[")-Z1(Z1-l)...(Z1-«  +  l), 

z(2"  =  z2(zs-i)...(z2-x  +  i) 

und  bezeichnen  (wie  a.  a.  0.)  für  eine  B'unction  V  von  t  die  Ausdrücke 

AV—V=  Viß  +  a)   —  V{t), 

BV-  V=V(t+  ß')  —  V{t) 
kurz  durch 

(A  —  1)  V  beziehungsweise  (2?  —  1)  V, 

so  ist  offenbar 

(A—l) Z™  =  0,  (B  -  1) #?  —  x Z*~* , 

(4  -  1)  2?*  =  x Z^"-  ",  (B  —  1)  £**  —  0. 
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Betrachten  wir  nun  einen  Ausdruck  von  der  Form 
F{ZV  Z3)  =  „„^  +  9uZt  +  9nZ*>  +  *nZxZt  +  9nZf  +  ■■■ 

+  9ml*?  +  9.X~l%  +  ■■  +  «W.^*» 

wo  die  q>.  Functionen  von  t  bedeuten,  die  bei  Vermehrung  von  t  um 
£1,  a\  d.  h.  wie  wir  sagen  wollen,  bei  Anwendung  der  Operationen 
A}  B  ungeändert  bleiben,  und  nennen  denselben  kurz  einen  Aus- 
druck x-ten  Grades  in  den  Zv  Zt,  so  wird 

(A-l)F(Zl,Zi)  =  Fi(Z1,Zi) 

aus  F(ZV  Z„)  nach  derselben  Regel  gebildet,  wie  der  partielle  Diffe- 
rentialquotient von  F(ZV  Z3)  nach  Z2  zu  bilden  wäre,  wenn  an  Stelle 

von  Z[x\  Z^X)  die  Potenzen  Zy  ,  Z%  stünden,  und  ebenso  entspricht  die 
Bildungsweise  von 

(B-l)F(Z1,Zi)  =  Fl(Z1,Zi) 

der  Bildung  des  partiellen  Differentialquotienten  nach  Zr 

Die  FX(ZV  Z2),  F9(Zl9  Z2)  sind  demnach  Ausdrücke  (x  —  l)-ten 
Grades  in  den  Zv  Z2,  aber  nicht  beliebige  Ausdrücke  dieses  Grades, 
denn  es  stimmen  gewisse  Coefficienten  in  den  Fl(Zl,  Z2),  F9[Zl9  Z^) 
mit  einander  überein;  dieser  specielle  Charakter  l'asst  sich  am  einfach- 
sten durch  die  Gleichung 

(A-^F^,  Zt)-*{ß-  \)F,{ZV  Zt) 
darstellen. 

Hat  man  umgekehrt  zwei  Ausdrücke  (x  —  l)-ten  Grades 

G^ZJ,     G,(ZlfZt) 

in  den  Zv  Zv  und  ist  für  dieselben  die  Gleichung 

(A  -  l) Gx (Z1}  Zt)  =  (B-\)Gi (Zx,  Za), 

die  wir  als  Integrabilitätsbedingung  (vom  Standpunkte  der  Diffe- 
renzenrechnung aus)  bezeichnen  können,  erfüllt,  so  lassen  die  beiden 
simultanen  Differenzengleichungen 

(A-l)G(ZvZ2)  =  Gi(Z1,Zi), 

(B-  l)G(Zi,Zi)  =  Gl(Zl,Zi) 

eine  Auflösung   zu,   und   G(Zlf  Z2)  ergiebt  sich  als  Ausdruck  x-ten 

Grades  in  den  Z1}  Z+,  der,  wenn  man  'Äx  \  Z!^  durch  Zx  ,  Z2  ersetzt, 
zu  partiellen  Ableitungen  nach  Zv  Z%  die  Ausdrücke  besitzt,   die  aus 

27* 
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GY{ZV  Z2),  G^(ZV  ZJ)  durch  dieselbe  Vertauschung  hervorgehen,  und 
der  noch  eine  additive  willkürliche  Function  enthält,  die  ebenso  wie 
die  Coefficienten  der  6r  ,  Gt  bei  den  Operationen  A7  B  ungeändert 
bleibt. 


378.     Der  analytische  Charakter  der  Integrale  einer  Gruppe. 

Verallgemeinerung  des  Problems. 

Betrachten  wir  nun  das  zweite  Integral  v2  unserer  Integralgruppe 

so  haben  wir,  da 

Av^  =oj  i?  ,      Bi\  =  cd  'vt 

1  a    V  1  er      1 

ist,  ftr  den  Quotienten  von  vt  durch  i\  die  Gleichungen 

(.4  —  1 )  -!  =  -  ? ,     (2?  -  1 )  J  =  2i ; 

wir    erhalten    demnach    als   Lösungen    dieser    simultanen   Differenzen- 
gleichungen 

(19)  i?-»,(*.«)+^+?'S„ 

1  a  er 

wo  qp„  (o:,  s)  eine  bei  den  Operationen  Ay  B  unveränderliche  Function, 
also  eine  rationale  Function  von  (x,  s)  bedeutet. 
Für  das  dritte  Integral  vs  der  Gruppe  ist 


(20) 


|(^_i)  "'  =  "*  + «??!?, 

V                        '     t\                 (O          '  CO       t\  7 

1                a  er      1 

(7,_  !)!?  =  *»  +  ft»ff» 


CO  '  v.  y 
a  a       1 


und  vermöge  der  Gleichungen  (17)  besteht  die  Relation 

(21)  «3»Al   —fito"*!' 


r* 


Setzen  wir  in  (20)  für  —  den  gefundenen  Werth  (19)  ein,  so  ergeben 
sich  die  beiden  simultanen  Differenzengleichungen 


VS  «31      ,     «SS  /  n     ,      "ssfti 


a32  an 


1  a  et  a     a  ioa 

(B  ~  l)  v,  —  «r  +  ir  *»(*> »)  +  — t- zi  +  — -ir  z*> 

*!  wa  wa  CO„  ««et 


'a  »a     a 
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für    welche   vermöge    der   Relation    (21)    die   Integrabilitäts- 
bedingung  erfüllt  ist. 

Wir  finden  demnach  für  —  den  Ausdruck: 
va  ,       v    .    ßsi  +  ßn  <P9  (*,  *)  _         «8,  +  «M  9>2  (* ,  «)  „ 

—  =  W9  (X,  S)  -4 , Z,  + Za 

,       1     ^32^21     //(*)     ,       ^3aai     -7-    v'       I       1     a32a21     v(2) 

+   2   ~  M<*  "  Zi     +  ~ai~^T  ZiZ2  +   2    "TT  Za    > 

wo  auch  <p8(#,  s)  eine  rationale  Function  von  (x,  $)  bedeutet. 

In   derselben  Weise  weiter  schliessend  ergiebt  sich  schliesslich  für 


»1 


wo  F  t  eine  ganze  Function  vom  höchstens  (p  —  l)-ten  Grade  in 
den  Zv  Z^  mit  in  (x,  s)  rationalen  Coefficienten  bedeutet.  Damit 
ist  also  der  analytische  Charakter  der  Integrale  von  (1)  vollständig 
festgelegt.  Wir  fassen  das  Ergebniss  der  Untersuchung  in  den  folgen- 
den Satz  zusammen: 

Wenn  das  allgemeineintegral  derDifferentialgleichung(l), 
deren  Coefficienten  rationale  Functionen  von  x  und 

s  =  V(l-x*)(\-x%x%) 

sind,  eine  eindeutige  Function  des  Integrales  erster  Gat- 
tung t  ist,  die  für  keinen  endlichen  Werth  von  t  unbestimmt 
wird,  so  kann  man  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen 
angeben,  welches  in  Gruppen  von  der  folgenden  Beschaffen- 
heit zerfällt.  Das  erste  Element  jeder  Gruppe  ist  eine  dop- 
peltperiodische Function  zweiter  Art  von  t,  die  übrigen  Ele- 
mente einer  aus  q  Integralen  bestehenden  Gruppe  sind  ganze 
rationale  Functionen  von  den  Graden  1,  2,  •  •  •  q  —  1  der  Func- 
tionen Zl(t),  Z%(t)7  deren  Coefficienten,  abgesehen  von  dem 
ersten  Elemente  der  Gruppe  als  Factor,  rationale  Func- 
tionen von  (s,  x)  sind.  Die  zwischen  diesen  Coefficienten  be- 
stehenden identischen  Beziehungen  ergeben  sich  unmittel- 
bar aus  der  Methode  der  Herleitung. 

Die  Methode,  die  wir  hier  für  den  Fall  auseinandergesetzt  haben 
wo  der  Rang  der  Gleichung  (2)  (Nr.  372,  S.  403)  gleich  Eins  ist,  lässt 
sich  auch,  wenn  dieser  Rang  eine  beliebige  Zahl  p  ist,  bei  der  Unter- 
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suchung  der  Frage  anwenden,  wann  die  Integrale  der  Differentialglei- 
chung (1)  in  der  durch  2p  Querschnitte  in  eine  einfach  zusammen- 
hängende Fläche  zerschnittenen  Riem an n 'sehen  Flache  der  Gleichung  (2) 
eindeutig  sind,  und  die  Monodromiegruppe  &  dieser  Differentialglei- 
chung aus  lauter  mit  einander  vertauschbaren  Substitutionen  besteht 
Wenn  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  so  erscheinen  die  Lösungen 
von(l)  als  eindeutige  Functionen  derjenigen  Integralsummen,  die  bei  dem 
zu  der  Gleichung  (2)  gehörigen  Jacobi 'sehen  Umkehrprobleme  auf- 
treten. Wir  versagen  es  uns,  auf  eine  ausführliche  Discussion  des  hier- 
mit formulirten  Problems  einzugehen,  welches  wohl  als  die  natur- 
gemäße Verallgemeinerung  des  für  p  =  1  behandelten  angesehen  werden 
darf,  wir  wollen  vielmehr  die  für  p  =  1  gefundenen  Ergebnisse  noch 
in  dem  besonderen  Falle  kurz  betrachten,  wo  die  Ordnung  der  Diffe- 
rentialgleichung w  =  2  ist. 


379.     Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung.     Lamä'sohe 

Differentialgleichung. 

Wenn  die  Differentialgleichung 
(H)    ^+p1(x,s)^x+Pl(x,8)y~0,    s  =  ^1 -~?)(l~xV), 

als  allgemeines  Integral  eine  eindeutige  Function  von  t  ohne  Un- 
bestimmtheitsstelle im  Endlichen  besitzt,  so  existirt  ein  Fundamental- 
system von  der  Form: 

wo  a,  ß  Constanten,  q>t(x9  s),  q>2(x,  s)  doppeltperiodische  Functionen 
zweiter  Art  von  t}  oder  was  dasselbe  besagt,  Functionen,  deren  logarith- 
mische Ableitungen  nach  x  rational  in  (x,  s)  sind,  bedeuten,  und  wo, 
wenn  von  den  Constanten  a}  ß  wenigstens  die  eine  einen  von  Null 
verschiedenen  Werth  hat,  der  Quotient 

<Pi  (*,"*) 

eine  rationale  Function  von  x  und  s  ist. 

Da  die  Differentialgleichung  (II)  ein  Integral  mit  rationaler  loga 
rithmischer  Ableitung  besitzt,  so  muss  sie  die  in  der  Nr.  302  (S.  161) 
angegebene  Form  haben. 
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Wenn  z.  B.  die  Coefficienten  von  (II)  rationale  Functionen 
von  x  allein  sind;  so  lassen  sich  die  Bedingungen  dafür,  dass  die 
Integrale  eindeutige  Functionen  von  t  ohne  Unbestimmtheitsstelle  im 
Endlichen  sind,  leicht  explicite  angeben.  Die  Differentialgleichung  muss 
der  Fuchs'schen  Classe  angehören,  kann  also  (Bd.  I,  Nr.  70,  S.  249) 
in  der  Form 

vorausgesetzt  werden,  wo 

f(x)  =  (x  —  a/)  (x  -  a3)  •  •  •  (x  —  aa) 

lauter  verschiedene  lineare  Factoren  enthält  und  F  _l7  Fa_ %  ganze 
Functionen  vom  Grade  6  —  1  beziehungsweise  6  —  2  in  x  sind.  Die 
determinirenden  Fundamentalgleichungen,  die  zu  den  singulären  Punkten 

gehören,  besitzen  als  eine  Wurzel  die  Null,  die  andere  Wurzel  muss 
eine  ganze  Zahl  sein,  wenn  das  betreffende  ax  keine  Wurzel  der  Glei- 
chung 

(1—  x*)(l  -xV)  =  0 

ist,  sie  kann  gleich  der  Hälfte  einer  ganzen  Zahl  sein  für  einen  sin- 
gulären Punkt,  der  mit  einem  der  vier  Verzweigungspunkte  der  Rie- 
mann'schen  Fläche  T  zusammenfällt.  Für  x  =  oo  müssen  die  Wurzeln 
der  determinirenden  Fundamentalgleichungen  ganze  Zahlen  sein;  das 
Auftreten  von  Logarithmen  ist  für  alle  singulären  Punkte  auszuschliessen. 
Betrachten  wir  den  in  der  Litteratur  vielfach  behandelten  Fall  der 
sogenannten  Lame'schen  Differentialgleichung 

(UI)         U{*)d-^i+  lR'(x)p-(n(n+l)xixa  +  h)y  =  0, 

WO 

R(x)  =  (1  -  *')(1  -  *V),      R'{x)  =  **& 

ist  und  n,  h  Constanten  bedeuten,  so  besitzen  die  zu  den  singulären 
Punkten 

gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen  die  Wurzeln 

°>  i> 

während  die  Wurzeln  der  zu  x  =  oo  gehörigen  determinirenden  Fun- 
damentalgleichung gleich  —  n  und  n  -\-  1   sind.     Damit  die  Integrale 
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von  (III)  eindeutige  Functionen  von  t  seien,  ist  also  nothwendig  und 
hinreichend,  dass  n  eine  ganze  Zahl  sei,  und  daas  die  Entwicke- 
lungen  der  Integrale  in  der  Umgebung  von  x  =  oo  keine  Logarithmen 
enthalten.  Die  letztere  Bedingung  ist  aber  immer  von  selbst  erfüllt. 
Führt  man  t  als  unabhängige  Variable  ein,  so  nimmt  die  Differen- 
tialgleichung die  Gestalt  an 

^=(n(n+l)x2sn**  +  Ä)y. 

Die  vollständige  Integration  dieser  für  die  mathematische  Physik  äusserst 
wichtigen  Gleichung  kann  mit  Hülfe  der  Transcendenten  der  Theorie 
der  elliptischen  Functionen  geleistet  werden;  wir  verweisen  in  Bezug 
hierauf  auf  Herrn  Hermite's  Meisterwerk  „Sur  quelques  applications 
des  fonctions  elliptiques". 


Zusätze  und  Berichtigungen. 

Zu  Band  I. 

S.  XVIII  bei  Nr.  111  lies  Transformirten  statt  Transformation. 
„         29  muss  Gleichung  (4)  lauten: 

Po  :Pi :  '  *  '  :Pn  =  ^Cr)  :  —  ^iO)  : '  * ' :  (—  1)W  4.  (*)• 

„         30  muss  die  Gleichung  Zeile  8  v.  o.  lauten: 

_  _   d  log  J  (x) 
pi  ~  dx 

37  Gleichung  (3)  lies  (x  —  1,  2,  -  •  •  n)  statt  (x  =  0,  1, .  •  .  n). 
75  in  Formel  (38)  und  Zeile  3  v.  o.  lies  pm_1  statt  pm. 
97  in  Formel  (9)  rechts  vom  Gleichheitszeichen  lies  yh  statt  yx . 
19.J  Zeile  15  v.  o.  lies  ux  statt  **0;  das  Gleichungssystem  Zeile  19  ff. 
v.  o.  muss  lauten: 


71 


V 


ui  =  aioui  +  an  M»  H h  <°oui  • 


Zu  Band  II,  1. 

X  bei  Nr.  180  Zeile  18  v.  o.  lies  zweiter  statt  gerader  Ordnung. 

XI  bei  Nr.  193  Zeile  5  v.  u.  lies  1885  statt  1889. 

35  Zeile  10  v.  o.  lies  r  statt  n. 

68  Zeile  14  v.  o.  lies  Theilgebilde  statt  Theilgebiete. 

80  Zeile    11   v.  o.  und  1  v.  u.   lies   Transformationsgruppe   statt 

Gruppe. 
112  Zeile   11,  10  v.  u.  sollen  lauten:   „Fundamentalsubstitutionen 
Lf ,  L9,  ■  -  •  L   und  der  Substitution  L  ...  die  einem  Umlaufe 
um  alle  al7  a%9  •  •  •  ag  entspricht,  die  Beziehung 

(2)  ¥r'i.A+1  =  i- 
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S.  128  Zeile  11 — 9  v.  u.-,  vergl.  hierzu  eine  Bemerkung:  Igel,  Monats- 
hefte für  Mathem.  u.  Physik,  Jahrgang  IX,  S.  47. 
„  141  Zeile  14  v.  o.  lies  v.     statt  v.  . 

„  150  Zeile  9  v.  o.  lies  (8t)  statt  (A). 
„  179  am  Kopfe  lies  179  statt  180. 

„184  Zeile   3  v.  o.    im    Nenner    von  ^(')    lies  n' (xf  statt  r\  {xf ; 

ebenda  Zeile  4  v.  o.  im  Nenner  von  ^  (    )  lies  £'  (xf  statt  £'  (x) 

„  187  Zeile  15,  16  v.  o.  lies  den  Exponenten  statt  jene  Potenz. 
„  243  Zeile  8  v.  u.  lies  x     ,  statt  x  . 

"  v  —  1  n 

„  328  Zeile  14  v.  o.  lies  vQ  statt  v0. 
„  336  Zeile  15  v,  u.  lies  c  statt  c0. 

„  338  Zeile  9  v.  u.  im  Nenner  von  ^(^)  lies  (-p)    statt  (-p)  • 

3 

„  363  Zeile  8.  v.  o.  rechts  vom  Gleichheitszeichen  lies  —  -rp%  statt  3pr 

„  365  Zeile  5  v.  o.  lies  (S.  108)  statt  (S.  156). 

„  487  Zeile  17  v.  o.  muss  die  Definition  von  J7  J*  lauten: 

o  i 

j 1    C  xdx  jf 1    f*  xdx 

Z  i 

Es  ist  nämlich  nach  S.  477,  Bd.  II,  1,  Gl.  (1) 

o 


U{  JVx(x 


dx 


-1)(*-*) 


also,  da  (ebendort  S.  482)  ut  =  8  iK  ist,  so  haben  wir 


0 


lJ  Yx(x—  l)(x  —  z) 


und  ferner 

K'  = 


■,  _  i    r dX 

_  2J  Vxjx-l){z  —  x)' 


S.  532  Zeile  14  v.  o.  rechts  vom  Gleichheitszeichen  lies 

r(9)(e**iQ—  1)  statt  r(9). 
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Zu  Band  11,2. 

S.  180  Zeile  6  v.  o.  lies  M9  statt  M. 

„  184  Zeile  9  v.  u.  lies  „von   dem  Punkte"  statt  „von  den  Punkten". 


„  187  Formel  (30)  lies 


statt 


Ke~ 

-n(m- 

-l)r 

1  — 

■  c{m- 

-\)r> 

KV 

*(»*  — 

l)r 

1  — 

e(m- 

-l)r 

S.  190  letzte  Zeile  lies  Aggregat  statt  Agreggat. 

rr-f  1  a-f  1 

„  205  Zeile  14  v.  u.  lies  2n^-  statt  2*2    —  • 

x=l  ^*  x=l  ^4- 1 
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Nachwort. 

Die  folgenden  Bemerkungen  haben  den  Zweck;  den  Einfluss,  den 
mein  verstorbener  Freund  und  Mitarbeiter  Paul  Günther  auf  Plan 
und  Ausführung  des  nunmehr  abgeschlossen  vorliegenden  „Hand- 
buches" ausgeübt  hat,  im  Zusammenhange  hervortreten  zu  lassen;  sie 
geben  eine  detaillirte  Aufzählung  derjenigen  Momente,  durch  welche 
Günther  in  die  Entstehung  des  Werkes  eingegriffen. 

Im  Februar  1891  entwarfen  Günther  und  ich  für  das  zu  ver- 
fassende „Handbuch"  ein  Arbeitsprogramm,  zu  welchem  ein  jeder  von 
uns  im  Wesentlichen  dasjenige  beitrug,  was  sich  auf  die  von  ihm  zu 
bearbeitenden  Theile  bezog.  Ich  gebe  zunächst  dieses  Programm  hier 
dem  Wortlaute  nach  wieder.  Die  eingeklammerten  Anfangsbuchstaben 
unserer  Namen,  (G),  (S)  bezeichnen  die  einem  jeden  von  uns  zugewie- 
senen Abschnitte;  bei  denjenigen  Theilen,  wo  keiner  der  beiden  Buch- 
staben steht  ( — ),  war  die  Entscheidung,  wer  dieselben  bearbeiten  sollte, 
noch  vorbehalten.  Das  in  [  ]  Stehende  habe  ich  der  Deutlichkeit 
wegen  hinzugefügt. 

I.  Band. 

Historische  Einleitung  mit  Motivirung  der  ausgezeichneten  Stellung  der 
linearen  Differentialgleichungen;  feste  Yerzweigungspunkte.  —  Existenzbeweis  für 
homogene  [lin.  Differential-]Gleichungen  nach  Fuchs.  Fundamentalsystem,  lineare 
Substitution  bei  jedem  Umlauf.  —  Formale  Theorieen:  Liouvilles'  Sätze,  ad- 
jungirte  Differentialgleichungen,  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument, 
Appell'sche  Determinanten  [Functions  invariantes],  Laguerre 's  Invarianten  unter 
Hinweis  auf  spätere  Behandlung  der  Classeninvarianten ,  Irreductibilität,  erster 
Theil  der  neuen  Fuch s 'sehen  Arbeiten  [Sitzungsberichte  der  Berl.  Acad.  1888  ff.], 
Sturm 'sehe  Sätze  aus  Liouvillef's  Journal  Bd.]  I*),  Beduction  der  nicht  homo- 
genen Differentialgl.  auf  homogene.  —  Functionentheoretische  Behandlung:  Ver- 
halten der  Integrale  in  der  Umgebung  eines  Punktes,  Fall  algebraischer  Coeffi- 
cienten,  rationaler  Coefficienten ,  Fuchs'sche  C lasse,  Irreguläre  Integrale  (G.). 


*)  Bemerkung  Günther 's  in  seinem  Exemplar:  „überhaupt  wohl  nicht  aus- 
führen, sondern  nur  citiren  bei  Gelegenheit  der  irregulären  Integrale,  wo  von  den 
Nullstellen  derselben  die  Rede". 
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Gruppe  der  Differentialgleichung;  Methoden  für  numerische  Berechnung  der 
Substitutionscoefficienten ,  Riemann's  Classenbegriff,  zweiter  Theil  der  neuen 
Fuchs 'sehen  Arbeiten  (Irreductibilität) ,  Invarianten  der  Classe,  Parameter  der 
Gruppe,  Constantenabzählungen,  Fall,  wo  die  Substitutionen  unabhängig  sind  von 
einem  in  der  Differentialgl.  auftretenden  Parameter  (dritter  Theil  der  [neuen] 
Fuchs 'sehen  Arbeiten),  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  möglich  ohne 
ausserwesentlich  singulare  Punkte,  hypergeometrische  Differentialgleichung,  ihre 
allgemeine  Integration  (S.). 

Ueberall  convergente  Darstellungen  der  Integrale:  1)  Fuchs  "sehe  Iteration 
[Annali  di  Matematica  Ser.  II,  Bd.  IV],  Anwendung  auf  Bestimmung  der  Funda- 
mentalgleichung, Poincare^sche  Sätze  [Acta  Mathem.  Bd.  IV,  S.  212 — 216], 
2)  Darstellung  durch  bestimmte  Integrale  (Jordan,  Pochhammer,  Hossen- 
f eider),  Differentialgleichung  der  Perioden,  speciell  der  elliptischen  Integrale 
(I.,  IL,  III.  Gattung)  nach  Fuchs  [Crelle's  Journal  Bd.]  83  und  neuere  Arbeiten, 
Legen dre'sche  Relation  und  ihre  Verallgemeinerung  für  p  =  2  (G.). 


II.  Band. 

Differentialgleichungen,  die  durch  bekannte  Functionen  integrirbar:  1)  a.  mit 
constanten  Coefficienten  nebst  Anwendungen*),   b.  Halphe'n's  Gleichungen  (G.); 

2)  algebraisch  integrirbare  a.  nicht  homogene  (Königsberger),  b.  homogene  (S.); 

3)  Differentialgleichungen  mit  algebraischen  Coefficienten,  denen  die  Appell'schen 
Fonctions  a  multiplicateurs  genügen,  L  am  £ 'sehe  Differentialgl.  etc.  in  allgemeinster 
Fassung  ( — ). 

Integrale  von  Lösungen  linearer  Differentialgleichungen ;  1)  Fuchs,  Crelle[*s 
Journal  Bd.]  76  ( — );  2)  Fuchs'sches  Umkehrproblem  für  Differentialgleichungen 
II.  Ordnung  [CreüVs  Journal  Bd.]  89;  3)  Problem  der  Fuchs 'sehen  Functionen, 
vorher  Beispiele,  eindeutige  Functionen  [die  durch  Umkehrung  des  Integralquo- 
tienten] aus  hypergeometrischen  Differentialgl.  [entstehen],  Modulfunction ,  Dar- 
stellungsprincip  für  mehrdeutige  Functionen  mit  endlicher  Anzahl  von  Verzwei- 
gungspunkten ,  speciell  der  Integrale  linearer  Differentialgleichungen,  deshalb 
Beschränkung  auf  die  für  diese  Integration  ausreichenden  und  einfachsten  Fuch st- 
echen Functionen,  p  =  0,  [determinirende]  Fundamentalgleichungen  [haben]  dop- 
pelte Wurzeln,  ihre  ausführliche  Theorie,  Fonctions  S-  und  Z- Fuchsiennes  (S.). 

Verallgemeinerung  auf  Functionen  mehrerer  Variablen,  hyperelliptische  Modul- 
funetion  nach  Fuchs  ( — ). 

Für  die  „historische  Einleitung"  war  (vergl.  Bd.  I,  S.  VI)  ein  Theil 
der  Günther 'sehen  Habilitationsvorlesung  in  Aussicht  genommen.  Da 
in  dieser  auch  von  partiellen  Differentialgleichungen  gehandelt  wird, 
hatte  Günther  selbst  in  seinem  Manuscripte  die  Stelle  bezeichnet,  bis 
wohin  diese  Vorlesung  verwerthet  werden  sollte.  Ich  habe  den  auf 
gewöhnliche    Differentialgleichungen    bezüglichen    Theil    umgearbeitet, 


*)  Günther  hatte  namentlich  den  inzwischen,  CreÜVs  Journal,  Bd.  118, S. 361, 
und  Bd.  119,  S.  82  durch  die  Herrn  Hamburger  und  Gutzmer  herausgegebenen 
Existenzbeweis  im  Auge. 
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stellenweise  auch  ergänzt,  habe  es  aber  vermieden,  über  die  von  Gün- 
ther in  Betracht  gezogene  Materie  wesentlich  hinauszugehen.  —  In  den 
im  Vorworte  zum  ersten  Bande  erwähnten,  in  meinen  Händen  befind- 
lichen Aufzeichnungen,  hatte  Günther  für  einige  der  von  ihm  zu 
bearbeitenden  Theile  die  Disposition  genauer  entworfen  und  durch 
Excerpte,  denen  an  manchen  Stellen  auch  eigenartige  Beweise  hinzu- 
gefügt sind,  einen  Theil  des  Materials  vorbereitet.  Ich  lasse  hier  ein 
Verzeichniss  dieser  Aufzeichnungen  mit  Angabe  ihres  Inhaltes  folgen, 
die  von  mir  herrührenden  Bemerkungen  sind  in  [  ]  eingeschlossen. 

[1].  [Vier  beschriebene  Quartseiten  enthaltend  eine  Disposition  für  diejenigen 
Kapitel,  die  im  Handbuche  direct  auf  die  historische  Einleitung  folgen  sollten; 
darunter  ausgeführt  ein]  directer  Beweis  des  Satzes:  „Wenn  die  Determinante  von 
n  Functionen  gleich  Null  ist,  besteht  eine  lineare  Relation"  [der  Beweis  ist  ein 
Inductionsschluss  von  n  —  1  auf  n,  nach  ähnlichem  Principe  wie  bei  Baltzer, 
Determinanten  (1881),  S.  78  ff.  von  2  auf  3  geschlossen  wird]. 

[2].  [Ein  Heft  mit  circa  20  beschriebenen  Quartseiten  enthaltend  Disposition 
und  Material  für  die  formalen  Theorieen,  ich  gebe  die  Ueberschriften  mit  Inhalts- 
angabe wieder]: 

I.  Die  Analogieen  mit  algebraischen  Qleichungen. 
Schon  früh  bekannt  (Lagrange  etc.). 

A.  Die  Coefficienten  der  linearen  Differentialgleichungen  ausdrückbar  durch 
die  Integrale  yÄ,     •  •  yH  [eine  halbe  Seite]. 

B.  Der  Appell'sche  Satz  [drei  Seiten,  nach  Appell,  Annales  de  l'ficole 
Normale  II.  Se*r.  Bd.  10,  S.  400,  401,  394,  397]. 

C.  Gemeinsame  Lösungen  linearer  Differentialgleichungen.  Irreductibilität 
[vier  Seiten,  nach  Frobenius,  Grelles  Journal  Bd.  76,  S.  266—268,  243—244]. 

D.  Erniedrigung  der  Ordnung  der  Differentialgleichung,  wenn  einige  Inte- 
grale bekannt  sind  [nur  wenige  Zeilen,  beginnt  mit:]  Setze  y  =  ylfzdx  [u.s.w., 
dann  folgt  eine  Formel  nach  Thomö,  Crelle's  Journal  Bd  75,  S.  267]. 

E.  Die  symbolische  Factorenzerlegung  linearer  Differentialausdrücke  [etwa 
eine  und  eine  halbe  Seite,  in  eigenartiger  Darstellung,  vgl.  Nr.  19,  Bd.  I,  S.  60—62 
Zeile  7  v.  o.  des  Handbuches]. 

II.  Die  adjungirte  Differentialgleichung  [etwa  elf  Seiten,  beginnt 
mit  eigenartigen  Betrachtungen,  die  im  Handbuche  Bd.  I,  Nr.  21,  S.  66  Zeile  5  v.  o. 
bis  S.  67  Zeile  3  v.  u.,  S.  68  Zeile  13  v.  o.  bis  S.  59,  Zeile  19  v.  u.,  und  hieran 
anschliessend  Nr.  22,  S.  61  Zeile  11  v.  o.  bis  Schluss  der  Nummer  verwerthet  sind; 
das  üebrige  nach  Frobenius,  Crelle's  Journal  Bd.  77,  S.  246—249,  266;  auf  den 
beiden  letzten  Seiten  wird  mit  Hülfe  des  Appell'schen  Satzes  gezeigt,  dass  die 
Coefficienten  der  a^jungirten  Differentialgleichung  sich  rational  aus  denjenigen 
der  gegebenen  Differentialgleichung  und  ihren  Ableitungen  zusammensetzen  (was 
im  „Handbuche"  ebenfalls  verwerthet  ist),  die  explicite  rationale  Form  des  ad- 
jungirten  Differentialausdruckes  wird  dann  in  der  gewöhnlichen  Lagr angesehen 
Weise  hergestellt]. 

IU.  [Eine  Bemerkung  von  etwa  6  Zeilen,  woraus  hervorgeht,  dass  der  erste 
Theil  der  Fuchs'schen  Arbeiten  aus  den  Sitzungsberichten  von  1888  jetzt  direct 
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an  die  Theorie  der  adjungirten  Differentialgleichung  angeknüpft  und  auch  dabei 
der  Appell'sche  Satz  benützt  werden  sollte;  vergl.  für  I  E,  II,  III  die  von  mir 
herausgegebene  Notiz,  Crelle's  Journal  Bd.  117,  S.  168]. 

[3J.  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  I  [ein  Heft  mit  etwa 
14  beschriebenen  Quartseiten  enthält:] 

I.  Multiplicatoren,  adjungirte  Differentialausdrücke  [etwa  drei  Seiten,  ein- 
gelegt ein  mit  Bleistift  beschriebenes  Blättchen]. 

II.  Zusammensetzung  von  Differentialausdrücken  [eine  halbe  Seite,  Hinweis 
auf  Floquet,  Annales  de  l'ßcole  Normale  Se>.  II,  Bd.  8,  Suppl.  S.  40  ff.]. 

III.  Die  determinirende  Function  [eine  und  eine  halbe  Seite,  enthält  die 
Definition  der  determinirenden  Function  auch  im  Falle,  wo  nicht  reguläre  Inte- 
grale vorhanden  sind,  Beziehung  zwischen  den  determinirenden  Functionen  ad- 
jungirte r  Differential  ausdrücke  und  solcher,  die  aus  anderen  Differentialausdrücken 
zusammengesetzt  sind,  alles  nach  Frobenius,  Crelle's  Journal  Bd.  80,  S.  317  ff.]. 

IV.  Reguläre  Integrale  [vier  Seiten,  wesentlich  nach  Frobenius  a.  a.  O.» 
ferner  die  Methode  von  Thome  zur  Entscheidung  darüber,  ob  sich  ein  Differential- 
ausdruck P  in  der  Form  P  =  AB  darstellen  lässt,  wo  B  ein  durchweg  regulärer 
Differentialausdruck  ist  und  A  rationale  Coefficienten  besitzt]. 

V.  Normale  Differentialausdrücke  und  normale  Integrale  [vier  und  einhalb 
Seiten,  Begriff  des  normalen  Differentialausdrucks,  fundamentalen  determinirenden 
Factors  u.  s.  w. ;  der  determinirende  Factor  ist  eindeutig  bestimmt;  die  Bestim- 
mung der  fundamentalen  determinirenden  Factoren  (nur  angedeutet),  Differential- 
ausdrücke, die  aus  normalen  zusammengesetzt  sind,  normale  Integrale,  ihre  Werth- 
berechnung,  alles  nach  Thome'  angedeutet;  auf  den  letzten  anderthalb  Seiten, 
Anwendung  eines  der  Inauguraldissertation  Günther 's  entnommenen  Verfahrens 
auf  gewisse  aus  normalen  Differentialausdrücken  zusammengesetzte  Differential- 
ausdrücke; vergl.  hierfür  die  Nummern  97,  98  des  Handbuches  sowie  den  Schluss 
der  von  mir  herausgegebenen  Arbeit  Günther' s,  Crelle's  Journal  Bd.  119,  S. 330 ff.] 

[4].  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  II  [etwa 
drei  und  einhalb  beschriebene  Quartseiten,  enthält:] 

I.  Zusammensetzung  von  Differentialausdrücken  [eine  halbe  Seite]. 

II.  Multiplicatoren  und  adjungirte  Differentialausdrücke  [etwa  drei  Seiten, 
beides  wesentlich  nach  Frobenius,  Crelle's  Journal  Bd.  76]. 

[5].  Aus  Abhandlungen  von  Frobenius  [20  beschriebene  Quartseiten, 
enthält:]  a)  Ueber  Irreductibilität  linearer  Differentialgleichungen,  Crelle's  Journal, 
Bd.  76,  pg.  236  [auf  sieben  und  einhalb  Seiten,  nach  S.  236 — 269  der  genannten 
Abhandlung];  b)  Zusammenhang  der  Differentialgleichung  mit  der  Differential- 
gleichung ihrer  Multiplicatoren  [sechs  und  einhalb  Seiten,  nach  Crelle's  Journal 
Bd.  77,  S.  248—267;  Bd.  80,  S.  319  ff;  Bd.  76,  S.  261—263];  c)  üeber  die  regulären 
Integrale  der  linearen  Differentialgleichungen  [sechs  Seiten,  nach  Crelle's  Journal 
Bd.  80,  S.  317  ff.]. 

[6].  [Excerpt  aus]  Heun,  Americ.  Journal,  Bd.  X,  S.  206 — 224  [vier  beschrie- 
bene Quartseiten]. 

[7].  Aus  Jordan  Cours  d'Analyse  III.  [1887]  a)  Integralgruppen  bei  gleichen 
Wurzeln  der  Fundamentalgleichung,  S.  173  ff.  [vier  beschriebene  Quartseiten  und  ein 
eingelegtes  Blättchen];  b)  Integration  linearer  Differentialgleichungen  durch  be- 
stimmte Integrale,  S.  241  ff.  [etwa  drei  beschriebene  Quartseiten;  auf  einem  ein- 
gelegten Blättchen  die  Bemerkung:] 
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Nach  Euler  setzt  man  an 


Ml 


y  «.  P(x)  Ceu^x)  u*-x  (1  —  uf-1  du. 


Dann  wird 


y''+p(x)y'  +  <i(x)y  =  fdu[r'{x)  +  P'{x){\  +  u.Q'{x))  + 
»  t./ 


«0 
.2     n*  /~\*i 


P(x)[u-Q"(x)  +  u  *  -Q*  (x)*]+p(x)[P  (x)  +  u-P(x).Q'  (x)] 

+  q(x) }  •  eM<2  (x)  •  u0"1  •  (1  —  uf-1 . 
Dies  mu8s  gleich: 


fjL{R{x,  u)eu •<U*).ua(l  —  uy')du 


werden. 

[8j.  Herleitung  der  Bedingungen  für  den  Fortfall  der  Logarithmen  in  einer 
zu  gleichen  Wurzeln  der  Fundamentalgleichung  gehörigen  Integralgruppe  für 
reguläre  lineare  Differentialgleichungen,  nach  Andeutung  von  Hamburger  [fünf 
und  einhalb  beschriebene  Quartseiten;  ein  wie  es  scheint  nicht  ganz  zu  Ende  ge- 
geführter Ansatz]. 

[9].  Uligedrucktes  aus  meiner  Dissertation  [zehn  beschriebene,  zum  Theil 
aber  wieder  durchstrichene  Foliospalten,  vergl.  die  von  mir  herausgegebene  Arbeit 
Günther's  in  Crelle's  Journal,  Bd.  119,  S.  330ff.]. 

Als  nach  dem  am  27.  September  1891  erfolgten  Hinscheiden 
Günther's  die  Ausführung  auch  der  ihm  zugedachten  Abschnitte  des 
Handbuches  mir  zufiel,  konnte  ich  zwar  nicht  durchweg,  aber  doch  bei 
einigen  Th  eilen  dieser  Abschnitte  die  Disposition  des  Arbeitsprogramms 
innehalten,  namentlich  auch  bei  einigen  der  Kapitel,  auf  die  sich  die 
nachgelassenen  Aufzeichnungen  beziehen,  den  Entwürfen  Günther's 
folgen.  Die  folgende  Zusammenstellung  wird  einerseits  diese  Theile 
und  Kapitel  hervorheben  und  soll  andererseits  —  nachdem  Stellen,  wo 
ich  in  den  nachgelassenen  Aufzeichnungen  enthaltene,  eigenartige  Ent- 
wickelungen  Günther's  verwerthet  habe,  bereits  im  ersten  Bande  be- 
zeichnet wurden  —  auf  die  Nummern  hinweisen,  die  nach  Abhandlungen 
bearbeitet  sind,  für  welche  mir  die  Excerpte  Günther's  zu  Gebote 
standen. 

In  der  „Einleitung"  und  dem  „ersten  Abschnitte"  sind  die  Nummern 
5,  8 — 12  im  Sinne  des  Arbeitsprogramms  gehalten;  in  der  Nr.  5  (^d. I, 
S.  13  die  12  letzten  Zeilen),  Nr.  8  (ebenda,  S.  19  Zeile  15  v.  o.  bis 
Schluss  der  Nummer  auf  S.  20),  ferner  in  den  Nummern  11,  12  bei  der 
Begriffsbestimmung  eines  Fundamentalsystems  ist  der  in  [1]  und  [2]  I,  A 
des  Günther'schen  Nachlasses  angedeutete  Gedankengang  befolgt. 
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434  Nachwort. 

Die  „formalen  Theorieen"  haben  im  Wesentlichen  das  Gepräge 
erhalten,  welches  ihnen  Günther,  nach  dem  Arbeitsprogramme  und 
den  Theilen  [2],  [3]  I,  II,  [4],  [5]  a),  b)  des  Nachlasses  zu  geben  be- 
absichtigt hat.  Die  Nummern  15 — 19,  21 — 23  und  ein  Theil  von  Nr.  26 
(Bd.  I,  S.  7G,  77)  sind  im  Sinne  der  Günther'schen  Disposition  aus- 
geführt; ein  Theil  des  für  diese  Nummern  erforderlichen  Materials  (Bd.  I, 
Nr.  15,  S.  40—42;  Nr.  16,  S.  43  Zeile  5  v.  u.  bis  Schluss  der  Nr.  17  auf 
S.  46;  Nr.  19,  21,  22,  23  bis  S.  64  Zeile  14  v.  o.;  Nr.  26,  S.  76;  Nr.  27, 
S.  84 — 85  Zeile  5  v.  o.)  war  in  den  Aufzeichnungen  Günther's  auch 
vollständig  vorbereitet. 

Von  den  auf  das  „Verhalten  der  Integrale  in  der  Umgebung  eines 
Punktes"  bezüglichen  Theilen  des  Günther 'sehen  Nachlasses  kamen 
für  die  Nummern  92  (bis  S.  332  Zeile  16  v.  u.)  und  93  (bis  S.  336 
Zeile  8  v.  o.)  die  Theile  [3]  III,  IV,  [5]  c)  in  Betracht,  ferner  sind  die 
Nummern  97  (von  S.  348  Zeile  8  v.  o.  ab)  und  98  wesentlich  im  An- 
schlüsse an  [3]  V  des  Nachlasses  ausgeführt. 

Bei  der  Ausarbeitung  des  Abschnittes  „über  allgemein  gültige 
Darstellungen  der  Integrale"  habe  ich  der  Disposition  des  Arbeits- 
planes nur  zum  Theil  folgen  können,  indem  einerseits  die  Poincare'- 
schen  Untersuchungen  über  die  Laplace'sche  Transformirte  aufgenom- 
men werden  mussten,  und  andererseits  die  inzwischen  entstandenen 
Untersuchungen  über  die  Euler'sche  Transformirte  einen  besonderen 
Abschnitt  (den  zwölften)  erforderten. 

Auf  die  Beziehungen  der  übrigen  Abschnitte  des  Handbuches  zu 
der  im  Arbeitsprogramme  vorgesehenen  Disposition  brauche  ich  nicht 
weiter  einzugehen,  da  es  nur  darauf  ankam  festzustellen,  inwieweit  die 
wesentlich  auf  Günther's  Initiative  zurückzuführenden  Theile  des  Pro- 
gramms die  Ausführung  des  Werkes  beeinflusst  haben. 

Klausenburg,  im  Juni  1898. 

Ludwig  Schlesinger. 
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Abbildung,  durch  den  Integralquotienten  208  (II  1,  304) 
Abbildungsproblem  320  (II  2,  231) 

„  Schottky'sches  321  (II  2,  233) 

Ab eFsche  Gruppe  373  (II  2,  407) 
Ableitung  einer  Punktmenge  133  (II  1,  8) 
Abgeschlossene  Punktmenge  133  (II  1,  8) 
Abgeschlossenes  Continuum  133  (II  1,  9) 
Absolute  Invarianten  184  (II  1,  200) 

„  „  einer  biquadratischen  Form  276  (II  2,  70) 

Abwickelbare  Fläche  193  (II  1,  239) 
Abzählbare  Punktmenge  133  (II  1,  9) 

„  Gruppe  133  (II  1,  11) 

Adjungirte  Differentialgleichungen,  Differentialausdrücke  20  (I,  54) 

„  Fundamentalsysteme  23  (I,  64) 

Adjungiren  dem  Rationalitätsbereiche  152  (II  1,  74) 
Aehnlichkeitstransformation  283  (II  2,  93) 
Aequianharmonisches  Punktquadrupel  277  (II  2,  72) 
Aequivalente  Formen,  Differentialgleichungen  181  (II  1,  1»7^ 
binäre  quadratische  Formen  279  (II  2,  80) 
Systeme  von  Fundamentalsubstitutionen  120  (I,  438) 
Affect  148  (II  1,  63) 
Algebraische  Differentialgleichung  für  Differentialfunctionen  143  (II  1,  48) 

„  Formen  181  (II  1,  186) 

Algebraisch  integrirbare  lineare  Differentialgleichungen  158  (II  1,  96) 
Algebraischer  Typus  in  einer  Art  174  (II  1,  156) 
Algebraische  Untergruppen  der  linearen  Gruppe  136  (II  1,  22) 
Allgemeine  lineare  homogene  Gruppe  134  (II  1,  15) 
Allgemeines  Integral  11  (I,  29) 
Alternirendes  Verfahren  212  (U  1,  325) 
Analytisches  Gebilde  200  (II  1,  272),  205  (II  1,  289) 
Anfangsbedingungen  (-werthe)  5  (1,  14) 
Anfangsglied  einer  unendlichen  Determinante  77  (I,  275) 
Appeirscher  Satz  15  (I,  40) 
Arithmetisch-geometrisches  Mittel  262  (II  2,  9) 
Artbegriff  für  Differentialgleichungen  165  (II  1,  120) 
Art,  assoeiirte  174  (II  1,  154) 
„     sich  selbst  adjungirte  175  (II  1,  157) 
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Arten  der  Dreiecksfunctionen  281  (TI  2,  86  ff.) 

von  Curven  (erster,  zweiter  Art)  28G  (II  2,  107) 

Operationen  (erster,  zweiter  Art)  334  (II  2,  277) 
Associirte  Arten  174  (II  I,  154) 

Differentialgleichungen  167  (II  1,  127) 

Gruppen  169  (II  1,  136) 
Asymptotische  Darstellungen  117  (I,  424) 

Auslassen  von  Werthen  einer  Function  303  (II  2,  16»),  326  (II  2,  252) 
Ausgezeichnete  Untergruppen  140  (II  1,  36). 

Bahncurve  elliptischer  Substitution  200  (II  1,  271) 

„  parabolischer  Substitution  213  (II  1,  328) 

Basis  einer  Gruppe  132  (II  1,  6) 
Begleitender  bilinearer  Differentialausdruck  24  (I,  69) 
Bestimmtes  Verhalten  an  singulären  Stellen  40  (I,  139),  58  <I,  207) 
Beziehung  von  Lagrange  20  (I,  54) 

„  „     Fuchs  68  (I,  241) 

Bilinearer  Differentialausdruck  20  (I,  55) 
Bilineare  Form  aus  Integralen  und  ihren  conjugirten  36 s  (U  2,  393) 

„  „     mit  contragredienten  Variabein  374  (II  2,  410) 

Biquadratische  Form  276  (II  2,  69). 

Canonische  Form  einer  linearen  Differentialgleichung  172  (II  1,  147) 

Substitution  32  (I,  105),  37  (I,  128) 
infinitesimalen  Transformation  156  (II  1,  88) 
„     projectiven  Substitution  einer  Variabelen  199  (II  1,  267) 
Canonisches  Fundamentalsystem  zu  einem  Punkte  gehörig  32  (I,  105),  36  (L,  123  \ 

37  (I,  127) 
„  „  im  Falle  der  Bestimmtheit  51  (I,  181),  54  (I,  194- 

Cayley'sche  Relation  297  (II  2,  142) 

Charakter  der  Coefficienten  an  einer  Stelle  der  Bestimmtheit  43  (I,  152) 
Charakteristische  Differentialinvariante  153  (II  1,  79) 

Function  44  (I,  156) 

Gleichung  (bei  conetanten  Coefficienten)  69  (I,  245) 
(allgemeine)  95  (I,  343) 
Charakteristischer  Index  91  (I,  329) 

Classe  von  Differentialgleichungen,  Functions  Systemen  222  (II  1,  366,  368) 
„       Fuchs'sche  von  Differentialgleichungen  62  (I,  220) 
„       von  Gleichungen  163  (II  1,  111) 
Classenmoduln  324  (II  2,  243) 
Coefficient  einer  Substitution  30  (I,  91) 
Cogrediente  Differentialgleichungen  163  (II  1,  114» 

„  Functionasysteme  163  (II  1,  112> 

Collineation  169  Ol  1,  135) 
Combinante  362  (TI  2,  .571) 

„  Jacobi'sche  363  (II  2,  374. 

Complementäre  Lösungen  212  (II  1,  323) 
Complette  Differentialgleichung  26  (I,  77) 

„  elliptische  Integrale  248  (II  1,  478) 
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Coxnponenten,  componirte  Substitution,  Composition  von  Substitutionen  30  (I,  92) 
Compo8ition  von  Operationen  131  (II  1,  3) 
Contigue  Functionen  76  (I,  268),  227  (II  1,  392) 
Continuirliche  Gebilde  200  (II  1,  271) 

Gruppe  133  (II  l,  12) 

Schaar  von  Transformationen  134  (II  1,  13) 
Continuum  133  (II  1,  9),  200  (II  1,  270) 
Contragrediente.  Systeme  23  (I,  66),  169  (II  1,  137) 
Coordinaten  eines  Punktes  etc.  169  (II  1,  132) 
Covariante  191  (II  1,  228) 

Hesse'sche  191  (II  1,  229) 

simultane  362  (II  2,  370) 
Curven  (erster,  zweiter  Art)  286  (II  2,  107) 
Curvatura  integra  312  (II  2,  205) 
Cy kusche  Gruppen,  cyklischer  Fall  299  (II  2,  150) 
Cyklus  von  Ecken  209  (II  1,  309),  330  (II  2,  262) 
„       von  scheinbaren  Ecken  213  (II  1,  331). 

Determinante  eines  Functionssystems  14  (I,  36) 

einer  linearen  Substitution  12  (I,  34) 
unendliche  77  (I,  275) 
Determinirende  Gleichung,  Fundamentalgleichung,  Function  46  (I,  158),  46  (I,  162), 
für  einen  Windungspunkt,  den  unendlich  fernen   Punkt  59  (I,  211),  im  Falle 
rationaler  Coefficienten  63  (I,  224) 
Determinirender  Factor  97  (I,  348\  fundamentaler  96  (I,  344) 
Differentialfunction,  rationale  136  (II  1,  19) 

Differentialgleichung,  algebraische  für  Differentialfunction  144  (II  1,  48) 

adjungirte  20  (I,  54) 
aequivalente  181  (II  1,  187) 
associirte  167  (II  1,  127) 
cogrediente  163  (II  1,  114) 
derselben  Art  165  (II  1,  120) 

Classe  222  (II  1,  366) 
Familie  217  (II  1,  350) 
für    die    Periodicitätsmoduln    eines    Abel'schen    Integrals 
246dl  1,470),  eines  hyperelliptischen  Integrals  247  (II  1,473), 
vom  Range  zwei  252  (II  1,  492),   eines  elliptischen  Inte- 
grals erster  Gattung  248  (II  1,  477),  zweiter  Gattung  250 
(II  1,  486) 
Differentialgleichungen  vom  selben  Charakter  144  (II  1,  52) 
Dieder  291  (II  2,  122),  296  (II  2,  138) 
Differentialinvariante  der  linearen  Gruppen  135  (II  1,  16) 

allgemeiner  Gruppe  141  (II  1,  39) 

für  Gruppen  mit  unendlich  vielen  Schaaren  172  (II  1,  146) 
der  Verschiebungen  283  (II  2,  93) 
charakteristische  153  (II  1,  79) 
Differenzenrechnung  38  (I,  130) 
Differenzengleichungen,  simultane  377  (II  2,  419) 
Dimension  eines  Gebildes  136  (II  1,  22) 
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Dimension  der  Coefficienten  einer  Differentialgleichung  182  (II  1,  191) 

Discontinuirliche  Gruppe  202  (II  1,  279),  216  (II  1,  344),  205  (II  1,  291) 

Discrete  Punktmenge  133  (II  1,  8) 

Drehung  der  Kugel  290  (II  2,  120) 

Dreiecksfunction  270  (II  2,  44) 

Doppelpunkt  einer  Substitution  199  (II  1,  267) 

Doppeltperiodische  Functionen  206  (II  1,  297),  289  (II  2,  116),  362  (II  2,  337; 

„  „  zweiter  Art  376  (II  2, 416) 

Doppelschleifen  233  (II  1,  418) 
Doppelverhältniss  276  (II  2,  69) 
Dualitätsprincip  170  (II  1,  139). 

Ecken  eines  Bereiches  208  (II  1,  307) 

Eigentlich  discontinuirlich  (vergl.  uneigentlich)  206  (II  1,  291) 

Einfache  Gruppe  140  (II  1,  36) 

Einfach  singularer  Punkt  112  (I,  401) 

„        transitive  Gruppe  141  (II  1,  41) 
Elementartheiler,  Weierstrass'sche  37  (I,  127) 
Elemente  eines  Fundamentalsystems  11  (I,  29) 

„  „      analytischen  Gebildes  200  (U  1,  273) 

„         einer  Substitution,  eines  Systems  30  (I,  91) 
Elliptische  Curve  188  (II  1,  215) 

„  Functionen  siehe  doppeltperiodische  Functionen 

„  Modulfunction  206  (II  1,  298),  260  (II  2,  2) 

„  Substitution  199  (II  1,  268) 

Empfindliche  Function  147  (ü  1,  59) 
Endliche  Gruppen  133  (II  1,  11) 

„  „         binarer  linearer  Substitutionen  301  (II  2,  159) 

Entsprechende  Integrale,  Fundamentalsysteme  165  (II  1,  121) 

Lösungen  associirter  Differentialgleichungen  168  (II  1,  130> 
Seiten  eines  Bereiches  209  (II  1,  307) 
Untergruppen  isomorpher  Gruppen  179  (II  1,  178) 
Erlaubte  Abänderung  210  (II  1,  315) 
Erweiterung  der  linearen  Gruppe  135  (II  1,  16) 

„  einer  beliebigen  Gruppe  142  (II  1,  43) 

„  „      projectiven  Gruppe  mittelst  einer  Spiegelung  334  (II  2,  277) 

Erzeugung  einer  continuirlichen  Gruppe  aus  infinitesimalen  Transformationen  139 

(II  1,  34) 
Euklid'sche  und  nicht-Euklid'sche  Geometrie  285  (II  2,  102) 
Euler'sche  Integrale  242  (II  1,  462),  siehe  auch  T-Function 

„  Transformirte  233  (II  1,  415) 

Existenzbereich  201  (II  1,  276),  205  (II  1,  290) 
Exponent  zu  dem  ein  Integral  gehört  40  (I,  140) 
Exponenten  eines  Functionssystems  222  (II  1,  368). 

Familie  von  Differentialgleichungen  217  (II  1,  350) 
Feste  Verzweigungspunkte  8  (I,  18) 
Flachen  constanter  Krümmung  283  (II  2,  96) 
Flächenelement  284  (II  2,  99) 
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Formen  algebraische  181  (II  1,  186) 

„        binäre  biquadratische  276  (II  2,  69) 
„        invariante  195  (II  1,  250) 

„        quadratische  mit  negativer  Discriminante  279  (II  2,  80) 
Franke'scher  Satz  167  (II  1,  127) 
Fortsetzung  eines  analytischen  Gebildes  200  (II  1,  273) 

„  „      Integrals  10  (I  26) 

Fundamentalbereich  oder  Polygon  211  (II  1,  321) 
Fundamentaler  determinirender  Factor  96  (I,  344) 

Fundamentalgleichung  31  (I,  99),  siehe  auch  determinirende  Fundamentalgleichung 
Fundamentalinvarianten  121  (I,  440) 
Fundamentalrelationen  308  (II  2,  188) 

Fundamentalsubstitutionen  120  (I,  438),  projective  208  (II  1,  307) 
Fundamentalsystem  von  Integralen  11  (I,  29),  12  (I,  31) 

adjungirtes  23  (I,  64),  entsprechendes  165  (II  1,  121) 
von  Integralquotienten  173  (II  1,  149) 
Functionssysteme,  cogrediente  163  (II  1,  112) 

„  derselben  Klasse  222  (II  1,  368) 

Fuchs'sches  Beispiel  197  (II  1,  266) 
Fuchs'sche  Beziehung  68  (I,  241) 

Classe  linearer  Differentialgleichungen  62  (I,  220) 

Functionen  305  (II  2,  174) 

Differentialgleichungen  326  (II  2,  249) 

Gleichungen,  erste  257  (II  1,  617),  zweite  268  (II  1,  621) 

Gruppen  304  (II  2,  169),  322  (II  2,  236) 

Methode  veränderlicher  Integrationswege  236  (II  1,  427) 

Thetareihen  306  (II  2,  176) 

Zetafunctionen  353  (II  2,  340). 
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Galois'sche  Gruppe,  Resolvente  148  (II  1,  62) 

r-Function  vgl.  JT-Function  111  (I,  897) 

Ganze  Formen  314  (II  2,  211) 

„      Thetafunctionen  315  (II  2,  214) 

Gattung  von  algebraischen  Functionen  148  (II  1,  63) 

„  „    rationalen  Differentialfunctionen  152  (II  1,  76) 

G ausstehe  Differentialgleichung  70  (I,  252),  244  (II  1,  460) 
„  Functionen  P,  Q,  E  265  (II  2,  19) 

Gauss'sches  Krümmungsmaass  283  (II  2,  95) 

Gau ss 'sehe  Reihe  71  (I,  254) 

Gebilde,  analytisches  200  (II  1,  272),  205  (II  1,  284) 

Gemischte  Gruppe  140  (II  1,  38) 

Geodätische  Linien  284  (II  2,  96) 

„  Polarcoordinaten  284  (II  2,  99) 

Geschlecht  einer  Curve  187  (II  1,  213) 

Gewicht  einer  algebraischen  Invariante  181  (II  1,  187) 

„       der  Invariante  einer  Differentialgleichung  181  (II  1,  191) 
„        einer  Operation  (vgl.  Index)  133  (II  1,  11) 

Gleichberechtigte  Untergruppen  140  (II  1,  36) 

Grenzkreis  124  (I,  457) 
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Grenzstelle  133  (II  1,  8) 

„  eines  analytischen  Gebildes  200  (II  1,  274) 

Gruppe,  abzahlbare  133  (II  1,  11) 

„        allgemeine  lineare  135  (II  1,  15) 

projective  179  (II  1,  177) 
continuirliche  133  (II  1,  12) 
„        der  Differentialgleichung  132  (II  1,6),  vgl.  Transformations-  und  Mono- 

dromiegruppe 
„         discontinuirliche  202  (II  1,  278),  205  (II  1,  291) 

„        endliche  133  (II  1,  11),  binärer  Substitutionen  301  (II  2f  159),  allgemeine 
367  (II  2,  388  ff.) 
einfache  140  (II  1,  36) 

erweiterte  135  (II  1,  16),  142  (II  1,  43),  334  (II  2,  277) 
„        Fuchs'sche  804  (II .2,  169),  symmetrische  Fuchs'sche  319  (II  2,  227),  all- 
gemeine Fuchs 'sehe  322  (II  2,  236) 
Galois'sche  einer  Gleichung  148  (II  1,  62) 
gemischte  140  (II  1,  38) 
„        r-gliedrige  continuirliche  135  (II  1,  16) 
integrable  156  (II  1,  87) 

von  Integralen  36  (I,  121),  49  (I,  171),  377  (II  2,  417) 
isomorphe  179  (II  1,  177) 
„        Klein'sche  322  (II  2,  236) 

specielle  lineare  156  (II  1,  92) 

von  Substitutionen  und  Operationen  131  (II  1,  3) 

transitive  und  intransitive  141  (II  J,  41 ). 
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Halbbereiche  334  (II  2,  277) 
Halbblatter  334  (II  2,  278) 
Halbzweig  343  (II  2,  311)      • 

Harmonische  Punkte  (Pole)  zu  einem  Kreise  200  (II  1,  271) 

„       auf  einer  Geraden  277  (II  2,  72) 
Werthe  306  (II  2,  177) 
Hauptcongruenzgruppen  273  (II  2,  55; 

Hauptdiagonale  einer  unendlichen  Determinante  77  (I,  276) 
Hauptintegral  einer  nichthomogenen  Differentialgleichung  26  (I,  78) 
Hauptsubdeterminante  369  (II  2,  394) 

Hauptzweig  333  (II  2,  275),  336  (II  2,  287),  339  (II  2,  295) 
Hesse'sche  Covariante  191  (II  1,  229),  295  (II  2,  135) 
Hyperbolische  Substitution  199  (II  1,  268) 
Hyperbolisches  Gebilde  205  (II  1,  292). 

Jacobi'sche  Combinante  363  (II  2,  374) 

„  Thetafunctionen  267  (II  2,  29) 

Jacobi'sches  Umkehrproblem  206  (II  1,  296) 
Ikosaeder  291  (II  2,  123),  298  (II  2,  145  ff. j 
Imaginärer  Kreis  280  (II  2,  84) 

Index  einer  Substitution  oder  Operation  332(112,  270),  335(112,279),  856  (II  2,  350' 
Infinitesimale  Transformation  bei  continuirlicher  Gruppe  137  (II 1,  24),  182  (II 1, 193» 

bei  projeetiver  Gruppe  202  (II  1,  280) 
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Integrable  Gruppen  166  (II  1,  87) 

integrabilitätsbedingung  377  (II  2,  419) 

Integral,  allgemeines  bei  homogener  linearer  Differentialgleichung  11  (I,  129) 

„    *  „  „    nichthomogener  linearer  Differentialgleichung  26  (I,  77; 

Integralcurve  (-gebilde)  133  (ü  1,  11),  167  (II  1,  96),  169  (TL  1,  133) 

„  rationale,  elliptische  188  (II  1,  216) 

Integrale,  entsprechende  166  (II  1,  121) 
Integralgruppen  36  (I,  121),  377  (II  2,  417) 
Integraluntergruppen  (Hamburger 'sehe)  37  (I,  126) 
Integral,  particulares  11  (I,  28,  29) 
Integralquotienten  173  (II  1,  148) 
Integration  einer  Differentialgleichung  6  (I,  12) 

„  „  „  durch  Quadraturen  166  (II  1,  86),  im  Sinne 

Euler's  233  (II  1,  416) 
Intransitive  Gruppe  141  (II  1,  41) 
Invariante,  absolute  184  (II  1,  200) 

„  algebraischer  Formen  181  (II  1,  187) 

Invarianten,  der  biquadratischen  Form  276  (II  2,  270) 
Invariante  einer  Differentialgleichung  182  (II  1,  190) 
eindeutige  Form  314  (II  2,  211) 
Formen   und    Functionen,    allgemein  196  (II  1,  250),    für  G aussuche 

Differentialgleichung  294  (II  2,  130) 
Functionen  (Appell)  15  (I,  40) 
Invariante  ganze  Formen  314  (II  2,  211) 

Invariante  Gestalt  der  linearen  Differentialgleichungen  864  (II  2,  379) 
Invariante  einer  continuirlichen  Gruppe  141  (II  1,  39) 
„  „      gemischten  Gruppe  142  (II  1,  42) 

„         der  linearen  Gruppe  135  (II  1,  16) 
„         lineare  einer  Differentialgleichung  183  (II  1,  197) 
„  Untergruppe  140  (II  1,  36) 

(vergl.  auch  Differentialinvariante). 
Irreductibilität  einer  algebraischen  Differentialgleichung  149  (II  1,  06) 

„       linearen  „  27  (I,  83),  28  (I,  86) 

„  ,,  „  „  mit  rationalen  Coefficienten 

160  (II  1,  105) 
„  eines  Systems  algebraischer  Gleichungen  158  (II  1,  96; 

Isolirte  Stelle  der  Unbestimmtheit  7  (I,  17) 
Isolirt  werthige  Function  (Gebilde)  201  (II  1,  278) 
Isomorphismus  von  Gruppen  179  (II  1,  177). 

Klein'sche  Gruppen  322  (II  2,  236) 

„  Functionen  322  (II  2,  238) 

„  Thetareihen  323  (II  2,  241) 

Krümm  ungsmaass,  Gauss'sches  283  (II  2,  96 1 
Kummer'sches  Princip  72  (I,  260) 

Lagrange'sche  Beziehung  (Identität;  20  (I,  54) 
Lagrange'sches  Theorem  und  sein  Analogon  146  (II  1,  67) 
Lame"sche  Differentialgleichung  379  (II  2,  423;. 

Sohlesinger,  Differentialgleichungen.   II,  2.  28** 
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Landen 'sehe  Transformation  261  (II  2,  4) 

Laplace'sche  Transformirte  111  (I,  401),  113  (I,  407),  231  (II  1,  407) 

„  Differentialgleichung  114  J,  409; 

Legen dre 'sehe  Differentialgleichung  248  (II  1,  477) 

Relation  250  (II  1,  488),  251  (II  1,  491) 
Lemni8cati8che  Function  289  (II  2,  116» 
Lineare  Substitution,  siehe  Substitution 
Invarianten  183  (II  1,  197) 
„        Transformation  elliptischer  Integrale  276  (II  2,  67) 
Linear  unabhängige  Integrale,  siehe  Fundamentalsystem 

„  „  Systeme  34  (I,  113) 

Linienelement  auf  einer  Fläche  283  (II  2,  94,  95) 
Loxodromische  Substitution  199  (II  1,  268). 

Menge  von  Elementen  (Punkten),  abzählbare  133  (II  1,  Ö) 
Methode  de  emtinuite'  328  (II  2,  255 ff.) 

„       des   limites  9  (I,  21) 
Methode  der  Variation  der  Constanten  26  (I,  76) 
Modulargleichung  303  (II  2,  166) 

Modulfunction,  elliptische  206  (II  1,  298),  261  (II  2,  2) 
Monogene  Function  5  (I,  12) 
Monodromiegruppe  160  (II  1,  102) 

Multiplicator  einer  doppeltperiodischen  Function  zweiter  Art  376  (II  2,  415) 

linearen  Differentialgleichung  20  (I,  53) 
„      projeetiven  Substitution  199  (II  1,  267). 


Negative  Substitution  282  (II  2,  89) 

Nicht  analytische  Linie  322  (11  2,  238) 

„     homogene  lineare  Differentialgleichung  26  (I,  76) 

„      singulare  Lösung  einer  Differentialgleichung  144  (II  1,  49) 

Normalcurve,  rationale  188  (II  1,  216) 

Normaler  Differentialausdruck  97  (I,  348,  350) 

Normale  Differentialgleichung  326  (II  2,  249) 

Normalforni  einer  Differentialgleichung  42  (I,  154) 

„  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  206  (II  1,  298) 

„  „  „  „  zweiter       „        250  (II  1,  485) 

Normalintegrale  96  (I,  342) 

Normalreihen  96  (I,  344) 

Normalzerlegung  einer  Gruppe  154  (II  1,  82  >. 

Obere  Halbebene  268  (II  2,  34) 
Oktaeder  291  (II  2,  122),  297  (II  2,  143) 
Operation  erster,  zweiter  Art  334  (II  2,  277) 

„  identische,  inverse,  transformirte  131  (II  1,  4) 

„  o)  und  cd  342  (U  2,  304  ff.) 

Orthogonalkreis  271  (II  2,  48),  280  (II  2,  83). 

Parameter,  wesentliche  einer  Gruppe  134  (II  1,  13) 
Parabolische  Substitution  199  (II  1,269) 
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Particulares  Integral  11  (I,  28) 
Periodicitätsmoduln  205  (II  1,  293),  246  (II  1,  469) 

„  „  „       des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  248  (II  1 ,  478) 

Periodische  elliptische  Substitution  199  (TL  1,  268) 
77-Function  75  (I,  270),  vergl.  T-Function 
Picard'sche  Resolvente  147  (II  1,  60) 
Picard-Yessiot'scher  Doppelsatz  151  (II  1,  71) 
Poincar<Tsche8  Princip  303  (II  2,  164),  325  (II  2,  248) 
Poisson'sches  Integral  212  (II  1,  324) 
Positive  Substitutionen  282  (II  2,  89) 
Potentialfunction  212  (II  1,  325) 
Potenz  einer  linearen  Substitution  30  (I,  93) 
Primform,  algebraische  293  (TL  2,  129) 

„  transcendente  317  (II  2,  219) 

Princip,  der  Dualität  170  (II  1,  139) 

„        Kummer'sches  72  (I,  260) 

„         Poincare'sches  303  (II  2,  164),  326  (II  2,  248) 

„        Riemann'8che8  Symmetrie-  270  (II  2,  43) 
Projective  Gruppe,  Substitution,  Transformation  179  (II  1,  177) 
Punkt  oder  Stelle  133  (II  1,  7),  (vgl.  singulare) 
Punktmenge,  abgeschlossene,  discrete,  unabgeschlossene  133  (II  1,  8) 
„  perfecte,  zusammenhangende  200  (TL  1,  270) 

Quadrinvarianten  184  (II  1,  200) 

Quadraturen,  Integration  durch,  166  (II  1,  86\  im  Sinne  Euler's  233  (II  1,  415) 

Querschnitte  10  (I,  26),  102  (I,  367) 

Quotient  einer  Untergruppe  275  (TI  1,  66),  329  (II  2,  260) 

Rang  eines  algebraischen  Gebildes  187  (II  1,  213) 
„     einer  linearen  Differentialgleichung  92  (I,  339) 
„     der  Normalreihen  99  (I,  356) 

,,     eines  Systems  von  Elementen,  von  linearen  Gleichungen  34  il,  112) 
Rationalitätsbereich  für  algebraische  Gleichung  148  (II  1,  62) 

„  „    lineare  Differentialgleichung  162  (II  1,  74) 

Rationale  Curve,  Integralcurve  188  (II  1,  216) 
Rationalitätsgruppe  160  (II  1,  102) 
Realitätslinien  321  (II  2,  234) 
Reciprocitätssatz  von  Thome*  und  Probenius  21  (I,  58") 

„  der  Gruppentheorie  165  (II  1,  86) 

Reciproke  Gruppen  160  (II  1,  70) 

„  Substitutionen  23  (I,  60) 

Reducirte  Basis  132  (II  1,  6) 

„         binäre  quadratische  Form  279  (II  2,  80) 

Differentialgleichung  einer  completten  26  (I,  77) 

einer  Familie  220(11  1,  361) 
Reductibilität  (vgl.  Irreductibilität)  einer  Gruppe  160  (II  1,  104) 
Reduction  der  Transformationsgruppe  153  (TL  1,  78) 
Reguläre  Stelle  einer  Function  5  (I,  12) 
„        Theilung  210  (II  1,  314) 
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Reguläre  Körper  291  dl  2,  122) 

Reihe  eineH  Systems,  einer  Substitution  80  'I,  92  ■ 

Resolvente  einer  algebraischen  Gleichung  136  (II  1,  19» 

Galois'sche  14*  (II  1,  62) 

einer  linearen  Differentialgleichung  147  (II  1,  58) 

Picard'sche  148  (II  1.  60 
RiccatTsche  Differentialgleichung  302  (II  2,  161) 

Riemann'sche  Differentialgleichung  und  /^Function  70  (I,  252»,  227  (II  1,  390  > 
Riemann'schcs  Fortsetzungs-  oder  Synimetrieprincip  270  (II  1,  43 \ 
„  Problem  162  (II  1,  109),  365  (II  2,  382; 

Schleifen  als  Integrationswege  114  (I,  410) 
SchottkyVhes  Abbildungsproblem  321  (II  2,  233ff) 
Schwarz'sche  Ableitung  180  (II  1,  184,  vergl.  Berichtigung  II  2,  426) 
Seiten  eines  Bereiches  208  (II  1,  307) 
Semicontinuum  200  (II  1,  270) 
Simultane  Differenzengleichungen  377  (II  2,  419) 
Sich  selbst  adjungirte  Arten  175  (II  1,  157) 

Singulare  Integrale  (Lösungen) einer  algebraischen  Differentialgleichung  144(11 1, 49> 
„         Stelle  einer  Function  6  (I,  15) 

einer  linearen  Differentialgleichung  10  (I,  26) 
ausserwesentliche  55  (I,  197),  224  (II  1,  376) 
der  Bestimmtheit  76  (I,  272) 
einfache  112  (I,  401) 
scheinbare  55  <T,  196),  197  (II  1,  255) 
der  Unbestimmtheit  7  (I,  17) 
wesentliche  55  (I,  197) 
wirkliche  207  (II  1,  299) 
Specielle  lineare  Gruppe  156  (II  1,  92) 
Spiegelbilder  200  (II  1,  271) 
Spiegelung  269  (II  2,  39) 
Sphärische  Dreiecke  291  (II  2,  120) 
Stelle  (vergl.  Punkt) 

„      eines  Coefficienten  einer  Substitution  30  (I,  92) 
Stereograph ische  Protection  290  (II  2,  120) 
Stufenzahl  eines  Gebildes  136  (II  1,  21) 

„  des  Isomorphismus  179  (II  1,  177) 

Subordinirt  siehe  untergeordet 
Substitutionen,  ähnliche  32  (I,  102) 
„  componirte  30  (I,  92) 

Substitution,  canonische  32  (I,  105),  37  (I,  127) 
identische  30  (I,  94) 
inverBe  30  (I,  94) 

erster,  zweiter  Kategorie  358  (II  2,  368) 
lineare  12  (I,  34),  30  (I,  91),  34  (I,  114) 
projeetive  179  (II  1,  177) 
reeiproke  23  (I,  66) 
transformirte  31  (I,  101) 
transponirte  30  (I,  96) 
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Superfizielle  Lange  285  (II  2,  101) 
Superfizieller  Inhalt  285  (II  2,  101) 
„  Radius  307  (II  2,  184) 

Symbol,  infinitesimaler  Transformation  187  (II  1,  25) 
Symmetrie  in  Bezug  auf  Kreis  269  (II  2,  89) 

„  -Princip  270  (II  2,  48) 

Symmetrischer  bilinearer  Differentialausdruck  25  (I,  78) 
Symmetrische  Fundamentalbereiche,  Fuchs 'sehe  Gruppe  819  (II  2,  227) 

„  Klein'sche  Gruppe  322  (II  2,  287) 

System  conjugirter  Substitutionen  131  (II  1,  3) 
„       von  Elementen  84  (I,  112) 
„       erzeugender  Substitutionen  132  (II  1,  6) 
„       Fuchs 'scher   Zetafunctionen    (siehe   Zetafunctionen) 
,,       unabhängiger  Differentialinvarianten  der  linearen  Gruppe  185  (II 1, 16),  all- 
gemeiner Gruppen  141  (II  1,  40) 

Tangentialebenen  verschiedener  Stufen  169  (II  1,  184) 
Tetraeder  291  (II  2,  122),  297  (II  2,  140) 

Tis s ot-Pochhamm ergehe  Differentialgleichung  243  (II  1,  456) 
Thetareihen  bez.  Functionen,  Fuchs* sehe  305  (II  2,  175) 

Jacobi'sche  267  (112,  29) 
Klein'sche  328  (II  2,  241) 
Weierstrass'sche  206  (II  1,  295) 
Transformation  134  (II  1,  18) 

Fuch s 'scher  Functionen  829  (U.  2,  258),  380  (II  2,  264) 
elliptischer  Integrale  erster  Gattung  276  (II  2,  67) 
Landen'sche  261  (II  2,  4) 
infinitesimale  137  (II  1,  24) 

bei  projeetiven  Gruppen  202  (II  1,  208) 
einer  Operation  131  (II  1,  4) 
„  „     Substitution  31  (I,  101) 

Transformationsgruppe  einer  Differentialgleichung  160  (II  1,  69) 
Transformationsrelationen  181  (TL  1,  186) 
Transitive  Gruppen  141  (II  1,  41) 
Typus,  algebraischer  innerhalb  einer  Art  174  (II  1,  156) 

„      holoedrisch  isomorpher  Fuch  sicher  Gruppen  808  (II  2,  184) 

Ueberall  dicht  200  (II  1,  271) 

Uebergangssubstitutionen  122  (I,  448),  129  (I,  477  ff.) 
Ueberschiebuug  von  Formen  298  (II  2,  146) 

„  „     Functionen  368  (II  2,  375) 

Umgebung  eines  Punktes  10  (I,  26),  188  (II  1,  8) 
Umkehrproblem,  Jacobi'sches  206  (II  1,  296) 
Umkehrungsfunction  des  Integralquotienten  196  (II  1,  252) 

„  „    elliptischen  Integrals  erster  Gattung  260  (II  2,  2) 

Unabhängige  infinitesimale  Transformationen  137  (II  1,  25) 
Unabhängigkeit  der  Monodromiegruppe  von  einem  Parameter  228  (II  1,  394) 
Unabgeschlossene  Punktmenge  133  (II  1,  8) 
Unabgeschlossenes  Continuum  133  (II  1,  9) 
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Uneigentlich  discontinuirliche  Gruppe  202  (II  1,  280) 

Unimodulare  Substitution  81  (I,  288) 

Untere  Halbebene  268  (II  2,  34) 

Untergeordnete  Differentialgleichungen  326  (II  2,  262) 

„  Dreiecksfunctionen  303  (II  2,  165) 

Untergruppen,  algebraische  der  linearen  Gruppe  136  (II  1,  22),  143  (II  1,  45) 

endliche  algebraische  der  linearen  Gruppe  801  (II  2,  159) 

ausgezeichnete  oder  invariante  140  (II  1,  36) 

mit  endlichem  Quotienten  329  (II  2t  261) 

gleichberechtigte  140  (II  1,  36) 

Hamburger 'sehe  von  Integralen  37  (I,  126),  64  (I,  192) 

m-gliedrige  140  (II  1,  36) 

von  Permutationen  136  (II  1,  19) 
Unveränderlichkeit,  formale  und  als  Function  von  x  152  (II  1,  77). 


1» 
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Verschiebungen  in  der  Ebene  288  (II  2,  93) 

„  auf  Flächen  constanter  Krümmung  286  (II  1,  101) 

Verschmelzung  212  (II  1,  324) 

„  gürtelförmige  212  (H  1,  826) 

Vertauschbare  Substitutionen  373  (II  2,  407) 
Vertauschung  von  Parameter  und  Argument  231  (II  1,  408) 

„  „  „  „  „  AbePscher  Satz  232  (II  1,  411) 

Verzweigungsstelle  mit  bestimmter  Verzweigung  7  (I,  17) 

„  „    unbestimmter- Verzweigung  7  (I,  18). 

Vollständiges   System    linearer    partieller    Differentialgleichungen  134  (II  1,-14), 
139  (H  1,  32) 

W  ei  er  8  trass'sche  Thetafunction  206  (II  1,  295) 

„  Relationen  255  (II  1,  506  ff),  266  (II  1,  610,  513) 

Wesentliche  Parameter  einer  Gruppe  134  (II  1,  13) 

„  singulare  Stellen  55  (I,  197) 

„  „  „       nach  Weierstrass  7  (I,  17) 

Wirklich  singulare  Stellen  207  (II  1,  209) 
Windungspunkt,  e-facher  algebraischer  39  (I,  135). 

Zeile  eines  Systems,  einer  Substitution  30  (I,  91) 

Zetaformen  862  (II  2,  370) 

Zetafunction,  elliptische  352  (II  2,  338) 

Zetafunctionen,  Systeme  Fuchs 'scher  353  (II  2,  340) 

Zetagruppe  353  (II  2,  340) 

Zugehörigkeit  eines  Integrals  zu  einem  Exponenten  40  (I,  140) 

einer  Thetafunction  zu  einer  Zahl  313  (II  2,  209) 
eines  Systems  Fu chs' scher  Zetafunctionen   zu   gewissen    Gruppen 
353  (II  2,  340) 

Zusammensetzung  von  Differentialausdrücken  17  (I,  45),  19  (I,  50) 
„  einer  r-gliedrigen  Gruppe  140  (II  1,  36). 
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